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摘  要 

当已知测量误差模型中误差的方差存在变点时，对方差变点用特征函数构造了一个含有调节参数的

“CUSUM型估计量”，研究了方差变点估计量的弱(强)相合性以及收敛速度，并结合“二元分割法”推

广至多个方差变点的估计。利用基于数据驱动的调节参数选取方法选取适合的调节参数，并应用含有调

节参数的“CUSUM型估计量”对黄金价格的涨跌幅的方差进行实证分析，结果表明基于调节参数“CUSUM
型估计量”得到的方差变点与实际相符，且估计量更稳健。 
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Abstract 
When the variance of the measurement error model is known to have change points, a “CUSUM 
type estimator” with tuning parameters is constructed by using a characteristic function for each 
change point. The weak (strong) consistency and convergence rate of the variance change point 
estimation are studied, and the “binary segmentation method” is extended to estimate multiple 
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variance change points. The data-driven tuning parameter selection method is used to select suit-
able tuning parameters, and using the “CUSUM type estimate” with tuning parameters to make an 
empirical analysis of the variance of the rise and fall of gold prices. The results show that the va-
riance change points obtained based on the tuning parameter “CUSUM type estimator” are consis-
tent with the reality, and the estimators are more robust. 
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1. 引言 

随着大数据技术的迅猛发展，数据的收集越来越简捷，在数据收集过程往往会发生预测变量不能被

直接测量，或者由于测量仪器的不精确、测量环境的不稳定以及测量人员的记录误差等各方面因素使得

测量值与真实值之间有一定偏差的现象，我们将这个偏差称为测量误差。测量误差数据普遍存在各个领

域中且更贴近现实研究情况，因此引起了很多学者的广泛关注，Fuller (1987)，Cheng和Ness (1999)以及

Carroll等(2002)分别对线性测量误差模型[1]、测量误差的回归模型[2]以及非线性测量误差模型[3]做了深

入研究。 
考虑一般的测量误差模型： 

, 1, ,j j jY X j nη= + =                                     (1) 

其中： jX 是独立同分布的不可直接观察的真实变量； jY 是变量 jX 在测量误差 jη 下的观测值；测量误差

jη 是独立同分布的，服从均值0，方差为 2σ 的正态分布，且 jη 和 jX 相互独立， 1, ,j n=  。模型(1)是最

简单的线性测量误差模型，也是应用最广的一类测量误差模型。 
在实际应用中，模型(1)中变量的分布可能在某个未知时刻发生变化，此时称模型(1)为含有变点的测

量误差模型，若模型(1)中变量的分布在多个未知时刻发生变化，则称模型(1)为含多个变点的测量误差模

型。Chang和Huang (1997)应用了似然比方法对测量误差模型中变量 jX 的均值是否存在变点进行了检验，

并给出了均值变点的极大似然估计[4]。王黎明(2002)应用了似然比方法对测量误差回归模型中回归系数

是否存在变点进行了检验，并给出了回归系数变点的极大似然估计[5]。You (2006)对测量误差模型中回

归系数的变点进行了研究[6]。而关于测量误差模型中方差变点的研究很少，Dong (2013，2016)分别用特

征函数法[7]和非参数的U统计量法[8]研究了测量误差模型(1)中的方差变点的估计量及其收敛速度。 
自 Page (1954)首次提出累积和(Cumulative Sum，简记 CUSUM)方法对变点进行连续性检验后[9]，

CUSUM 方法被许多统计学家改进并应用于变点的检测与估计。Horváth 和 Kokoszka (1997)使用 CUSUM
方法对单变量序列中的变点进行估计时，在数值模拟过程中发现调节参数对变点估计的精确度有显著影

响[10]。Fremdt (2013)对单变量序列是否存在变点提出了改进的 CUSUM 型检验统计量，数据模拟过程发

现当调节参数 ( )0,0.5γ ∈ 时变点检验效果更稳健[11]。谭常春和江敏(2020)利用蒙特卡洛方法研究了

CUSUM型统计量中调节参数对单变量序列均值变点估计效果的影响，研究发现当变点变化幅度较大时，
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无论变点真实位置如何，变点估计值基本不受调节参数取值的影响；但当变点变化幅度较小时，调节参

数的不同取值对不同变点位置的估计结果有显著影响，并由此提出了基于数据驱动的调节参数的选取方

法，使得 CUSUM 型变点估计量更稳健[12]。本文结合 Dong (2013)的基础上，在已知测量误差模型(1)中
测量误差的方差存在变点时，关于方差变点提出了基于调节参数“CUSUM 型估计量”，并研究了变点

估计量的强弱相合性以及收敛速度，进一步结合“二元分割法”推广至多个方差变点的估计。最后，对

2004 年 1 月~2023 年 9 月黄金价格的涨跌幅周数据进行实证分析，应用谭常春和江敏(2020)数据驱动的

调节参数选取方法选取了适合的调节参数，并应用含有调节参数的“CUSUM 型估计量”得到黄金价格

涨跌幅方差变点的估计量。 

2. 模型与主要结果 

假设模型(1)中测量误差 1 ,, ,j j nη =  服从均值为0的正态分布。且{ }jη 存在一个变点，即： 

( )
( )

2 *
1

2 *
2

0, , 1, , ,
~

0, , 1, , .
j

N j k

N j k n

σ
η

σ

 =


= +





                              (2) 

其中： 2 2
1 2σ σ≠ 和 *k 均未知。不失一般性，不妨假设

1,0
2

δ δ∃ < < ，使得 ( )* 1n k nδ δ≤ ≤ − ，即变点不在

端点处。为了方便起见， k̂ 和 ˆ k̂
n

τ = 均为变点的估计量。记 e jitY
jz = ，其中 1i = − 为复数单位；复数z的 

模记为 z ；随机变量V的特征函数为 ( ) eFt itv
Vf t E= ； ( )20, jN σ 的特征函数为 ( )Ft

jf t ， 1,2j = ；

( ) ( )1
Ft Ft

Xa f t f t= ， ( ) ( )2
Ft Ft

Xb f t f t= ， 1t ≤ 。 
记： 

( ) ( ) 1

2
1 1

1 1e ej j
k n

itY itY
k

j j k

k n k
U t

k n kn

γ−

= = +

 − 
= −   −   

∑ ∑                       (3) 

其中： γ 为调节参数， [ )0,1γ ∈ ， 0γ = 表示无调节参数。 
方差变点的估计量定义为： 

( )
( )

1
0 1

1ˆ
ˆ

arg max kn k n
t

k U t
n n δ δ

τ
≤ ≤ −

≤ ≤

= =                                (4) 

定理1 设 , 1, ,jY j n=  是模型(1)的独立的观测值，且该模型中的测量误差{ }jη 的方差在未知时刻 *k
发生改变，则： 

(i) 由(4)定义的方差变点的估计量 τ̂ 是 *τ 的弱相合估计，且 ( )*
1ˆlim 0

n
g nτ τ

→∞
− = 依概率成立，其中：

( ) ( )
1

12
1g n n n−=  。 

(ii) τ̂ 是 *τ 的强相合估计，且 ( )*
2ˆlim 0

n
g nτ τ

→∞
− =  a.s. 其中： ( ) ( ) ( )

1 1
12 22 logg n n n n− −=  。 

其中： ( )n 是满足 ( )lim
n

n
→∞

= ∞ 的慢变函数， ( )1g n 与 ( )2g n 是满足 ( )lim jn
g n

→∞
= ∞的非负函数。 

要证明这一点需要一下引理： 

引理1 [13] (Hoeffding不等式)假设 0 1jX≤ ≤ ， ( )j jE Xµ = ，
1

1
j

n
jX X

n =
= ∑ ， ( )E Xµ = ，

1j ij
jS X
=

= ∑ ，

则对于 0 1x µ< < − ， 
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( ) ( )( ) { }2

1
max exp 2j jj n

P X x P S ES nx nxµ
≤ ≤

− ≥ ≤ − ≥ ≤ − ， 

如果存在着 j ja b≤ ，使得 j j ja X b≤ ≤ ， 1,2, ,j n=  ，那么对任意的 0x > ， 

( ) ( )( )( ) ( )
2

21
1

2max exp .j jj n
j jj

n

nxP X x P S E S nx
b a

µ
≤ ≤

=

 − − ≥ ≤ − ≥ ≤  
−  ∑

 

下面给出定理1的证明： 
(i) 由(3)计算容易得到： 

( ) ( )

( ) ( )

*
1

*
2

, 1, , ;
e

, 1, , ,

j

Ft Ft
XitY

j
Ft Ft

X

f t f t j k
Ez E

f t f t j k n

 == = 
 = +





 

经简单计算，可知： 

( )

( )

( )

1
*

2
1 1

1
*

2
1 1

1 1e e , 1 ;

1 1e e , ,

j j

j j

k n
itY itY

j j k

k
k n

itY itY

j j k

k n k
E k k

k n kn
EU t

k n k
E k k n

k n kn

γ

γ

−

= = +

−

= = +

 −   
 − ≤ ≤   −   = 
 −    − < ≤   −   

∑ ∑

∑ ∑

 

( )

( )

*

*

*

*

1
*

2
1 1 1

1
*

2
1 11

1 1e e e , 1 ;

1 1e e e , ,

j j j

j j j

k k n
itY itY itY

j j k j k

k k n
itY itY itY

j j kj k

k n k
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k n kn

k n k
E k k n
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γ

γ

−

= = + = +

−

= = += +

 
  
 

 
  

  − 
  − +  ≤ ≤   −   = 
  − 
  + −  < ≤   −     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 * *
*

1 1 22

1 * *
*

1 2 22

, 1 ;

, ,

Ft Ft Ft Ft
X

Ft Ft Ft Ft
X

k n k k k n kf t f t f t f t k k
n k n kn

k n k k k kf t f t f t f t k k n
k n kn

γ

γ

−

−

 −   − − − − ≤ ≤   − −   = 
 −   −
 − − < ≤   −     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 *
*

1 22

1 *
*

1 22

, 1 ;

, ,

Ft Ft Ft
X

Ft Ft Ft
X

k n k n kf t f t f t k k
n kn

k n k kf t f t f t k k n
kn

γ

γ

−

−

 −  −   − ≤ ≤   − = 
 − 

  − < ≤      
( ) ( )( )

( ) ( )

1 * *

1 * *

1 1 , 1 ;

1 , .

a b k k

a b k k n

γγ

γγ

τ τ τ

τ τ τ

−−

−−

 − − − ≤ ≤= 
 − − < ≤

                                      (5) 

注意到， 

( ) ( ) ( ) ( )*

1 1* *1 .
k

EU t a b
γ γ

τ τ
− −

= − −                               (6) 

所以， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

1 1* * 1 * *

1 1 1* * 1 * *
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1 1 1 , 1 ;

1 1 , ,
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1
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γ γ γ

γ
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τ τ τ τ τ
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τ
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− − −− −

− − −
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−

 − − − − − − ≤ ≤= 
 − − − − − < ≤
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  
 − − − − < ≤ 
   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1* * 1 *

1 1 1* * *

1 , 1 ;

1 1 , .

a b k k

a b k k n

γ γ γ

γ γ γ

τ τ τ

τ τ τ

− − −

− − −




  − − − ≤ ≤    ≥ 

  − − − − < ≤   

 

若令 ( ) ( )1
1 , 0 1f γτ τ γ−= < < ， ( ) ( ) ( )1

2 1 , 0 1f γτ τ γ−= − < < 由拉格朗日中值定理知， 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
*

1* * * *

1* * * *

1 1 , 1 ;

1 1 , .
kk

a b k k
EU EU

a b k k n

γ γ

γ γ

τ γ τ τ τ

τ γ τ τ τ

− −

− −

 − − − − ≤ ≤− ≥ 
 − − − − < ≤  

记： ( ) ( )* *1 1
γ

τ γ τ τ
−

 = − −  ， { }* *min ,1β τ τ= − ， b aρ = − 。 

则 *
*

kk
EU EU τ τ τ βρ− ≥ − ，由三角不等式， 

* * * * .k k k kk k k k
EU EU U EU U EU U U− ≤ − + − + −

 

由 k̂ 的定义知 *k̂ k
U U≥ ，由(5)和(6)可得： 

( ) ( )
( )

( ) ( )

* *

* *

*
ˆ

1

1
1 1

ˆ 2 max

2max max , max .

k kkk n k k
t

k k k kk n k k k k n
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δ
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≤ ≤ ≤ ≤ −
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− ≤ − ≤ −

 
 ≤ − − 
  

                  (7) 

不失一般性，不妨设 ( ) ( )
*

1

max k k
n k k

t

U t EU t
δ ≤ ≤

≤

− ，当最大值为
( )

( ) ( )
* 1

1

max k kk k n
t

U t EU t
δ≤ ≤ −

≤

− 的情形类似可证。

由(7) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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*
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j j j j

k k
n k k

t

k n
itY itY itY itY
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− 

≤ − + −
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∑ ∑

 

则有： 
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( ) *

*
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2ˆ max .k k
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t

P P U EU
δ

τ τ ε ε
τβρ ≤ ≤

≤

 
 − > ≤ − >  
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所以， 
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1
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2 1ˆ max e e
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I II.
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∑

∑



                  (8) 

注意到： e e 2j jitY itYE− ≤ ，且此刻 *n k kδ ≤ ≤ ， *n n k n kδ ≤ − < − ，由Hoeffding不等式，(8)的第一项 
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                         (9) 

第二项： 

*
1 1

1

2

1II max e e
4

2exp 2 0 .
4

j j
k k

itY itY

n k k j j
t

kP E
n k

n n

δ

τβρε

τβρεδ

≤ ≤ = =
≤

   = − >  −   
   ≤ − → →∞  

   

∑ ∑
                      (10) 

同理，当 n →∞时，(8)的第二项也 0→ ，这意味着变点估计 τ̂ 是 *τ 的弱相合估计。 
由(8)、(9)和(10)进一步可得： 

( )( ) ( )

( )

( )

*

*

*
1

1 1 11

1 1 11

2

1

ˆ max e e
4

max e e
4

4exp 2 .
4

j j

j j

k k
itY itY

n k k j j
t

n n
itY itY

n k k j k j k
t

P g n P E
g n

kP E
g n

n
g n

δ

δ

τβρετ τ ε

τβρε

τβρεδ

≤ ≤ = =
≤

≤ ≤ = + = +
≤

 
 − > ≤ − >  
 
 
 + − >  
 
   ≤ −    
   

∑ ∑

∑ ∑                (11) 

若 ( ) ( )
1

12
1g n n n−=  时，则有： ( )*

1ˆlim 0
x

g nτ τ
→∞

− = 依概率成立，其中： ( )n 是一个趋于∞的慢变函数。 

对于 ( )* 1k k nδ≤ ≤ − ，同理可证。 
(i) ：由(11)知： 

( )( ) ( )

2

*
21 1

2

ˆ 4 exp 2
4

n n
j jP g n n

g n
τβρετ τ ε δ

= =

   − > ≤ −    
   

∑ ∑ ， 
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若取 ( ) ( ) ( )
1 1

12 22 logg n n n n− −=  ，则有
( )

2

1
2

exp 2
4j

n n
g n
τβρεδ

=

   − < ∞   
   

∑ ，由Borel-Cantelli引理知 τ̂ 几

乎处处收敛到 *τ 。且 ( )*
2ˆlim 0

x
g nτ τ

→∞
− =  a.s.成立。对于 ( )* 1k k nδ≤ ≤ − ，同理可证。 

3. 测量误差模型中方差多变点的估计 

假设模型(1)中测量误差 1 ,, ,j j nη =  服从均值为0的正态分布。且{ }jη 存在m个变点(m已知)，即 

( )
( )

( )
( )

2
1 1

2
2 1 2

2
1

2
1

0, , 1,2, , ;

0, , 1, , ;

0, , 1, , ;

0, , 1, , .

j

m m m

m m

N j k

N j k k

N j k k

N j k n

σ

σ

η

σ

σ

−

+

 =

 = +
= 


= +


= +











                            (12) 

“二元分割法”最早是由Sen和Srivastava (1975)在检测均值变点时提出的[14]。Bai (1997)也对二元

分割的理论进行了介绍[15]，与其他检测方法相比，二元分割法由于方法简单，易操作且准确率高等优

势被广泛地应用于多变点的检测与估计问题中。应用二元分割法对(12)中的多个方差变点估计具体步骤

如下： 
步骤一：对全体数据利用(4)式估计出第一个变点 1̂k ； 
步骤二：变点 1̂k 将数据分成两个子序列，第一部分为

1̂1 2, , , kY Y Y ，第二部分为
1 1
ˆ ˆ1 2

, , , nk kY Y Y
+ +

 ，在这

两段样本内分别计算 ( )
1̂1

max kk k U t
≤ ≤

和 ( )ˆmax kk k n U t
≤ ≤

； 

步骤三：比较 ( )
1̂1

max kk k U t
≤ ≤

和 ( )ˆmax kk k n U t
≤ ≤

的大小，选择两者中较大的那个，并选择较大的所对

应的k值，记为 2k̂ ； 

步骤四：重复步骤2和步骤3，直到m个变点被估计出来。 

4. 基于数据驱动调节参数的选择 

本文采用谭常春和江敏(2020)提出的基于数据的调节参数选取算法： 
第一步：设

0 01 2 1, , , , , ,k k nY Y Y Y Y+  是带有变点 0k 的样本序列，记调节参数 γ 可能取值构成的集合为

{ }1 2, , , lγ γ γΓ =  为集。对给定 iγ ，可得到一个变点估计量，记为 ˆ
i

kγ ，有 

1
ˆ arg max ,1

i kk n
k U i lγ < <

= ≤ ≤  

第二步：计算
1 2

ˆ ˆ ˆ, , ,
l

k k kγ γ γ 的均值k： 

1

1ˆ ˆ
i

l

i
k k

l γ
=

= ∑                                       (13) 

第三步：定义 
ˆ ˆarg min

i
i

s r
r k kγ= −                                   (14) 

即为基于数据驱动方法选取的合适的调节参数。 

5. 实证分析 

在统计学中，方差常用于刻画风险，因此变点的检测及估计不仅应用于质量控制中也常应用于金融
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学、经济学以及风险管理等领域。在金融市场中，投资者不仅关注于金融产品收益率的均值变化，也关

心所投资金融产品的风险变化(即方差的波动)。 
本文选取2004年1月~2023年9月黄金价格的涨跌幅周数据(数据来源于https://cn.investing.com/)作为研

究对象，结合“二元分割法”并利用基于数据驱动的调节参数选取法选取适合的调节参数，进一步应用

含有调节参数的“CUSUM型估计量”对黄金价格涨跌幅的方差变点进行估计，样本量 1042n = 。首先应

用(4)式含有调节参数的“CUSUM型估计量”对这1042个黄金价格涨跌幅数据进行方差变点估计，取调

节参数 γ 可能取值的集合 { }0.1,0.2,0.25,0.3,0.5,0.75,0.9Γ = ，得到变点的估计值见表1所示。此时变点估计

值不同，应用基于数据驱动的调节参数的选取方法中的第二步，得到 ˆ 613.16k = ，结合第三步，发现适

应于这一过程的调节参数 sγ 取0.1，0.2，0.25，0.3，0.5中任何一个都是合适的，得到的变点估计值都是

401，所对应的实际时间是2011年8月28日，造成这种现象的原因主要是2011年的欧债危机增加了欧元国

家及世界经济的不确定性，股指大幅度下跌。2011年8月6日国际评级机构标准普尔宣布将美国主权信用

评级由AAA调降到AA+，这次信用评级的下调引起全球性的恐慌，也是金价大幅暴涨及波动的直接推手。 
 

Table 1. The estimated value of the first variance change point estimated by the CUSUM estimator under different adjust-
ment parameters γ  and the corresponding actual time 
表1. 不同的调节参数 γ 下CUSUM型估计量估计的第一个方差变点的估计值及对应的实际时间 

变点对应的实际时间 调节参数 γ 的取值 变点估计值 k̂  

2011年8月28日 0.1 401 

2011年8月28日 0.2 401 

2011年8月28日 0.25 401 

2011年8月28日 0.3 401 

2011年8月28日 0.5 401 

2023年9月17日 0.75 1039 

2023年9月17日 0.9 1039 

 
应用“二元分割法”，变点401 (即2011年8月28日)将2004年1月~2023年9月黄金价格涨跌幅的1042

个周数据一分为二，得到2004年1月~2011年8月和2011年9月~2023年9月两个子序列，应用(4)式含有调节

参数的“CUSUM型估计量”分别对上述两个子序列进行方差变点估计，样本量分别为401和640。调节参

数 γ 可能的取值集为适合上一过程中的调节参数组成，即 { }0.1,0.2,0.25,0.3,0.5Γ = ，得到上述两个子序列

的方差变点估计值见表2和表3所示。 
 

Table 2. The second variance change point estimate of the CUSUM-type estimator under different adjustment parameters 
γ  and the corresponding actual time 
表2. 不同的调节参数 γ 下CUSUM型估计量估计的第二个方差变点估计值及对应的实际时间 

变点对应的实际时间 调节参数 γ 的取值 变点估计值 k̂  

2008年10月26日 0.1 252 

2008年10月26日 0.2 252 

2008年10月26日 0.25 252 

2008年10月26日 0.3 252 

2011年6月26日 0.5 392 
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对于表2，此时变点估计值不同，应用基于数据驱动的调节参数的选取方法中的第二步，得到 ˆ 280k = ，

结合第三步，发现适应于这一过程的调节参数 sγ 取0.1，0.2，0.25，0.3中任何一个都是合适的，变点估

计值都是252，所对应的实际时间为2008年10月26日，出现变点的原因主要是2008年8月~10月金融危机全

面爆发，雷曼兄弟申请破产保护，次贷危机迅速演化为金融危机，黄金遭遇抛售，金价出现波动。 
同理，表3中变点估计值也不全相同，应用基于数据驱动的调节参数的选取方法中的第二步，得到

ˆ 583.6k = ，结合第三步，发现适应于这一过程的调节参数 sγ 取0.1，0.2，0.25，0.3中任何一个都是合适

的，变点估计值都是628，对应的实际时间为2015年11月29日，出现变点的原因主要是2015年9月美联储

加息落空，货币贬值，投资性实物黄金销售回暖，助推金价上行及波动。 
 

Table 3. The third variance change point estimate of the CUSUM-type estimator under different adjustment parameters γ  
and the corresponding actual time 
表3. 不同的调节参数 γ 下CUSUM型估计量估计的第三个方差变点估计值及对应的实际时间 

变点对应的实际时间 调节参数 γ 的取值 变点估计值 k̂  

2015年11月29日 0.1 628 

2015年11月29日 0.2 628 

2015年11月29日 0.25 628 

2015年11月29日 0.3 628 

2011年9月25日 0.5 406 

 
综合分析，适用于上述全过程的调节参数 sγ 取0.1，0.2，0.25，0.3中任一个都是合适的，即为最优

调节参数，并且由最优调节参数得到的2004年1月~2023年9月黄金价格的涨跌幅的方差变点(如图1中红线

所示)更符合实际情况。 
 

 
Figure 1. Weekly data on gold price increases and decreases from January 2004 to September 
2023 
图1. 2004年1月~2023年9月黄金价格涨跌幅周数据 
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6. 结论 

本文对测量误差模型中的方差变点用特征函数构造了一个含有调节参数的“CUSUM 型估计量”，

并研究了方差变点估计量的相合性及收敛速度，结合“二元分割法”推广至多个方差变点的情况。利用

基于数据驱动的调节参数选取法选取适合的调节参数，并进一步应用含有调节参数的“CUSUM 型估计

量”对黄金价格的涨跌幅的方差进行实证分析，结果表明基于调节参数“CUSUM 型估计量”得到的方

差变点与实际相符且更稳健。该理论丰富了方差变点估计的研究方法，并可以推广至其它线性模型的变

点估计问题，使得变点估计量更稳健。 
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