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摘  要 

用符号Cn表示顶点集为X的n-边形。任意取定顶点 x X∈ ，用 ( )x= : 表示关于点x的稳定子群(Cn的自

同构群中的子群)的中心化子代数。在本文中，我们首先通过点x的稳定子群在集合 X X× 上的作用构造

出 的一组基。然后，给出 的三个子代数使得它们的向量空间直和恰好是 。最后，我们证明代数

 和代数T相等，这里 ( )T T x=: 表示Cn的关于点x的Terwilliger代数。 
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Abstract 
Let Cn denote the Ordinary n-cycle with vertex set X. Fix any vertex x X∈ , and let ( )x= :  
denote the centralizer algebra of the stabilizer of x in the automorphism group of Cn. In this paper, 
we first give a basis of   by this stabilizer acting on X X× . Moreover, we give three subalge-
bras of   such that their direct sum is just   as vector space of matrices. Finally, we show that 
the two algebras   and T coincide, where ( )T T x=:  denotes the Terwilliger algebra of Cn with 
respect to x. 
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1. 引言 

设 ( ),Y EΓ = 为一距离正则图，其顶点集为 Y，边集为 E。取定顶点 x Y∈ ，则图 Γ关于顶点 x 的稳定

子群(Γ的自同构群中的子群)的中心化子代数是由在点 x的稳定子群作用下的全体不变矩阵所组成的矩阵

集合，这里矩阵的行标与列标由集合 Y 中元素所标定。一般来说，图 Γ的中心化子代数的一组基可以

通过关于点 x 的稳定子群作用在集合Y Y× 上得到，但有时也可能是比较困难的。 
Terwilliger 代数(或次成分代数)对于距离正则图的研究十分重要，并且已成为代数组合理论的重要研

究内容[1] [2] [3]。我们知道代数 Terwilliger 代数是中心化子代数的子代数。一个重要的研究问题是对于

哪些距离正则图其中心化子代数和 Terwilliger 代数相等。事实上，对于某些距离正则图，其中心化子代

数和 Terwilliger 代数已经被证明是相等的。例如，对于 Hamming 图，A. Schrijver 等人刻画了该图的中心

化子代数的一组基，并证明了其中心化子代数和 Terwilliger 代数相等[4] [5]；对于 Johnson 图，谭莹莹等

人证明了其中心化子代数和 Terwilliger 代数相等[6]；对于折叠 n-立方图，侯利航等人刻画了该图的中心

化子代数的一组基，并证明了其中心化子代数和 Terwilliger 代数相等[7]。基于上述文献，本文研究了 n-
边形的中心化子代数结构：刻画了 n-边形的中心化子代数的一组基，并证明了其中心化子代数和

Terwilliger 代数相等。本文所用的方法可以看做是上述文献[7]中研究方法的一种推广。 
n-边形是一类经典的有 Q-多项式结构的距离可迁图[8]。但其中心化子代数还没有被完全刻画。在本

文中，我们将刻画 n-边形的中心化子代数结构。为了讨论方便，用符号 Cn 来表示 n-边形，其顶点集为 
{ }1 2, , , nxX x x=  。任取两个不同的顶点 ,p qx x X∈ ( )1 ,p q n≤ ≤ ，它们邻接当且仅当 1p q− = 或 1n − 。 

由此可得图 Cn的距离函数： 

( ) ( )
0 ,

2
,     ,

   1 1.
2

p q p q

np q p q
x x x x X

nn p q  p q n

  − ≤ − ≤    ∂ = ∈
  − − + ≤ − ≤ −   

        如果

如果

      (1) 

这里 a  为小于或等于 a 的最大整数。由(1)可知图 Cn的直径为
2
n 
  

。 

在本文中，取定 1x X∈ 并把该点作为图 Cn 的基点。设 ( )1: x=  是关于点 x1 的稳定子群(Cn 的自同

构群中的子群)的中心化子代数。我们首先给出了点 x1的稳定子群作用在集合 X X× 的所有轨道，每个轨

道只含有一个或两个元素。通过在每个轨道上定义相应的 0-1 矩阵，得到了的一组基(见定理 3.5)。然

后，我们给出的三个子代数并计算它们的维数(见命题 3.6~3.8)。此外，这三个子代数的向量空间直和

恰好是  (见引理 3.9)。最后我们证明代数和代数 T 相等并得到了 T 的一组基，这里 ( )1:T T x= 表示图

Cn关于点 x1的 Terwilliger 代数(见定理 3.11 和定理 3.12)。 
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为了更好地理解本文，在本节的最后给出一些主要符号的说明： 
：复数域。 
Y：有限非空集合。 

( )MatY  ：复数域上的全体 Y 阶方阵构成的矩阵代数，其中矩阵的行标与列标 Y 的元素标定。 

( ),Y EΓ = ：有限无向的，没有环与重边的连通图， ,Y E 分别为其顶点集和边集。 

( )Aut x Γ ：点 x 在图Γ的自同构群中的稳定子群。 

Cn：顶点集为 X 的 n-边形，其中 { }1 2, , , nX x x x=  。 

( )1: x=  ：图 Cn关于点 x1的中心化子代数。 

( )1:T T x= ：图 Cn关于点 x1的 Terwilliger 代数。 

2. 预备知识 

在本节，我们将介绍有关距离正则图和中心化子代数的一些概念和基本事实。 
设是复数域，Y 是一个非零有限集合。由域上的全体 Y 阶方阵构成的 -代数记为 ( )MatY  ，

称为全矩阵代数，其中矩阵的行标与列标由 Y 的元素标定。 
设 ( ),Y EΓ = 为一个有限无向的，没有环与重边的连通图。用 ∂ 表示图 Γ 的距离函数。设

( ){ }: max , | ,D x y x y Y= ∂ ∈ ，称 D 为图 Γ 的直径。如果对于任意的整数 ( )0i i D≤ ≤ 和任意顶点对 ( ),x y 和

( ),u v 满足 ( ) ( ), ,x y u v i∂ = ∂ = ，存在图 Γ的自同构映射把 x 映到 u，y 映到 v，那么称图 Γ是距离可迁的。

对于任意的 ,x y Y∈ 满足 ( ) ( ), 0x y h h D∂ = ≤ ≤ ，如果整数 ( ) ( ){ }: | , , ,h
ijp z Y x z i  z y j= ∈ ∂ = ∂ = 与 ,x y 的选 

取无关，那么我们称图 Γ 是距离正则的。注意到距离可迁图一定是距离正则图，反之不一定成立。在本

节以下部分，假设图 Γ是一距离正则图。 
取定 x Y∈ ，并把点 x 作为基点。设 ( )Aut x Γ 为点 x 在 Γ的自同构群中的稳定子群。任取 ( )MatYM ∈  ，

( )Aut xσ ∈ Γ 。如果对任意的 ,y z Y∈ ，有 ( ) ( ), ,y z y zM Mσ σ = ，则称矩阵 M 在σ 的作用下是不变的。由 ( )Aut x Γ

作用下的全体不变矩阵所组成的矩阵集合称为 ( )Aut x Γ 的中心化子代数(作为集合)。接下来，我们将介绍 

中心化子代数的一些子代数：Bose-Mesner 代数，对偶 Bose-Mesner 代数以及 Terwilliger 代数。 
对于每一个 ( )0i i D≤ ≤ ，设矩阵 ( )MatYiA ∈  ，其 ( ),x y -位置元素 ( ) 1i xy

A = ，如果 ( ),x y i∂ = ；

( ) 0i xy
A = ，如果 ( ),x y i∂ ≠ 。易知矩阵 0 1, , , DA A A 张成了全矩阵代数 ( )MatY  的一个交换子代数，我们 

称这个代数为图 Γ的 Bose-Mesner 代数。事实上，Bose-Mesner 代数可以由邻接矩阵 A1生成。 
取定 x Y∈ ，并把点 x 作为基点。对于每一个 ( )0i i D≤ ≤ 。设 ( )* *

i iE E x= 为 ( )MatY  中的对角矩阵，

其 ( ),y y -位置元素 ( )* 1i yy
E = ，如果 ( ),x y i∂ = ；( )* 0i yy

E = ，如果 ( ),x y i∂ ≠ 。易知矩阵 * * *
0 1, , , DE E E 张成

了全矩阵代数 ( )MatY  的一个交换子代数，我们称这个代数为图 Γ关于点 x 的对偶 Bose-Mesner 代数。 

图 Γ 的 Bose-Mesner 代数和对偶 Bose-Mesner 代数生成全矩阵代数的一个子代数，我们称这个子代

数为图 Γ关于点 x 的 Terwilliger 代数(或次成分代数)。 
关于距离正则图和 Terwilliger 代数的更多知识，可参考文献[1] [2] [3] [8]。 

3. Cn的中心化子代数 

回顾第一节中 n-边形 Cn的定义。本节给出图 ( )3nC n ≥ 的中心化子代数的一组具体的基。由于 Cn是

距离可迁图，因此可取定顶点 1x X∈ 作为基点。用符号 ( )
1

Aut x nC 表示点 x1在 Cn的自同构群中的稳定子

群。易知稳定子群由集合 X 上的两个变换组成： 
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( ) ( ) ( )( )
1

1 1Aut , 2 3 1 1 1 .
2 2x n

n nn nC n
  − −    = − + − +          

1               (2) 

这里 ( )1 表示恒等变换： ( )1i ix x i n≤ ≤ ； ( )2i n i− + 表示集合 X 上的一个变换： 

2n i ix x− +  , 2n i ix x− + 
1 1

2
2 i n −  
≤ ≤ 


+   . 

对于每一个有序 2-元组 ( ),p qx x X X∈ × ( )1 ,p q n≤ ≤ ，定义相应的整数 3-元组 ( ), ,i j t 如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, : , , ,  , , , , , .p q p q p qx x i j t i x x j x x t x xρ = = ∂ = ∂ = ∂这里               (3) 

注意到 0 , ,
2
ni j t  ≤ ≤   

。易知所有满足(3)的整数 3-元组 ( ), ,i j t 构成如下集合  ： 

( ) ( ) ( ){ }, , | , : , , , , , 1 , .p q p qi j t x x i j t x x X p q nρ = ∈ ≤= ≤                  (4) 

对于  中任意整数 3-元组 ( ), ,i j t ，由(1)，(3)可知，满足 ( ) ( ), : , ,p qx x i j tρ = 的 ,p q 可以分为如下四种

情况： 

(i) 如果 1, 1p i q j= + = + ，则 0 ,
2
ni j  ≤ ≤   

。由(1)式可知， ( )1 1,i jt x x i j+ += ∂ = − 。 

(ii) 如果 1, 1p i q n j= + = − + ，则 0
2
ni  ≤ ≤   

，
11

2
nj − ≤ ≤   

。由(1)可知，当
11

2
ni j − ≤ + ≤   

时，

( )1 1,i n jt x x i j+ − += ∂ = + ；当
1 1

2
n i j n+  ≤ + ≤ −  

时， ( ) ( )1 1,i n jt x x n i j+ − += ∂ = − + 。 

(iii) 如果 1, 1p n i q j= − + = + ，则
11

2
ni − ≤ ≤   

， 0
2
nj  ≤ ≤   

。由(1)可知，当
11

2
ni j − ≤ + ≤   

时，

( )1 1,n i jt x x i j− + += ∂ = + ；当
1 1

2
n i j n+  ≤ + ≤ −  

时， ( ) ( )1 1,n i jt x x n i j− + += ∂ = − + 。 

(iv) 如果 1, 1p n i q n j= − + = − + ，则
11 ,

2
ni j − ≤ ≤   

。由(1)可知， ( )1 1,n i n jt x x i j− + − += ∂ = − 。 

根据上述四种情况，定义  的三个子集： 

( )1 , , | 0,0 0,0 , .
2 2

 n nS i j t i j j i t i j    = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −        
且  

( )

( )

2
1 1, , |1 , ,  , ,

2 2

1 1           , 2 .
2

 

2

2n nS i j t i j t i j t i j

n nt n i j j

j

i

i − −   = ∈ ≤ ≤ = − = +       
+ −    = − + ≤ + ≤       

≤ + ≤且 如果

如果



 

( )3 , , | ,1 ,1 , .
2 2 2 2

 n n n nS i j t i j j i t i j        = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −                
且  

命题 3.1 对于 3n ≥ ，我们有 

1 2 3

1 2

,S S S n
S S n
= 


 



  


如果 是偶数

如果 是奇数     .
                             (5) 

并且  的基数为 
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2 21 1 .
2 2

n n+ −   = +      
                                     (6) 

这里的 a  表示大于或等于 a 的最小整数。 
证由集合 2 3,S S 的定义易知，当 n 为奇数时 3 2S S⊆ ，即 1 2S S=  。当 n 为偶数时， 1 2 3S S S=   。

所以有(5)成立。接下来，我们计算集合  的基数。由 1 2 3, ,S S S 是两两互不相交的，所以有 

1 2 3

1 2

 ,

 .

S S S n

S S n

 + += 
+

    


如果 是偶数

如果 是奇数       
                                (7) 

通过计算可得 
2

1 2 3
12 1 ,  2 ,  2 1.

2 2 2
n n nS S S−     = + = = −          

                            (8) 

将(8)代入到(7)中得到(6)。 
对于每一个 ( ), ,  i j t ∈ ，定义如下集合： 

( ) ( ) ( ){ }, , , | , , , ,1 , .i j t p q p qX x x X X x x i j t p q nρ= ∈ × = ≤ ≤                   (9) 

接下来，对于每一个 ( ), ,  i j t ∈ ，我们将给出集合 , ,i j tX 的意义。为此，我们先分别给出集合 S1的一

个子集： 

( )

( ){ }
1

0,0,0 , 0, , , ,0, ,
2 2 2 2

0,0,0 .

n n n n n
S

n

     
     ′    =  




     

                                  

如果 是偶数

如果 是奇数

                 (10) 

和 S3 (n 为偶数时)的一个子集： 3  , ,0
2 2
n nS   ′ =   

  
。 

命题 3.2 对于每一个 ( ), ,  i j t ∈ ，以下(i)~(iii)成立。 

(i) 对于 ( ) 1 , ,i j t S∈ ，我们有 

(ia) 如果 ( ) 1,  ,i j t S∈ ′，则 ( ){ }0,0,0 1 1,X x x= ；当 n 为偶数时， 

( ){ } ( ){ }
2 2 2 2 2 2

1 10, , 1 ,0, 1
, , , ;n n n n n nX x x X x x

+ +
= =  

(ib) 如果 ( ) 1 , ,i j t S S∈ − ′，则 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 1 1 1
, ,

1 1 1 1

 , , ,  0,

 , , , 0.

j n j
i j t

i n i

x x x x i
X

x x x x j

+ − +

+ − +

 == 
=

  

   

如果

如果
 

(ii) 对于 ( ) 2, ,i j t S∈ ，我们有 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( )

1 1 1 1

, ,

1 1 1 1

 , , , ,

 , , , .

i j n i n j

i j t

i n j n i j

x x x x t i j
X

x x x x t i j t n i j

+ + − + − +

+ − + − + +

 = −= 
= + = − +

   

   

如果

如果 或
 

(iii) 对于 ( ) 3, ,i j t S∈ 并且 n 为偶数，我们有 

(iiia) 如果 ( ) 3, ,i j t S ′∈ ，则 ( ){ }
2 2 2 2, ,0 1 1

,n n n nX x x
+ +

= 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.143088


赵伟 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.143088 94 理论数学 
 

(iiib) 如果 ( ) 3 3, ,i j t S S ′∈ − ，则 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2 2

2 2

1 11 1

, ,

1 11 1

 , , , ,
2

 , , , .
2

n n

n n

j j

i j t

i n i

nx x x x i
X

nx x x x j

+ ++ +

+ − ++ +

 == 
 =


   

  

如果

如果

 

证 根据集合 , ,i j tX ， ( ), ,  i j t ∈ 的定义，以及上述有关 ,p q 的四种情况的讨论可得。 

命题 3.3 集合 , ,i j tX ， ( ), ,  i j t ∈ 是稳定子群 ( )
1

Aut x nC 作用在集合 X X× 上的所有轨道。 

证 由定义可知 , ,i j tX ， ( ), ,  i j t ∈ 构成了集合 X X× 的一个分拆。任取 ,p qx x X∈ ， ( )1 ,p q n≤ ≤ ，设

( ) ( ), , ,p qx x i j tρ = ( ), ,  i j t ∈ ，容易证明当映射σ 取遍稳定子群 ( )
1

Aut x nC 时， ( ),p qx xσ σ 能够取遍集合

, ,i j tX 。事实上，任取 ( )
1

Aut nx Cσ ∈ ， ix X∈ ( )1 i n≤ ≤ 。由(2)可知，变换σ 为 i ix x ( )1 i n≤ ≤ ，或者σ

为 2 2,i n i n i ix x x x− + − + 

12 1
2

ni −  ≤ ≤ +    
。基于此事实可知，对于给定的 ( ), ,  i j t ∈ ，稳定子群

( )
1

Aut x nC 可迁地作用在集合 , ,i j tX 上。 

定义 3.4  对于每一个 ( ), ,  i j t ∈ ，定义矩阵 ( ), Matt
i j XM ∈  如下： 

( ) ( ) ( ), ,
, ,

 1    , ,
    , .

 0   .p q

p q i j tt
i j p qx x

x x X
M x x X

 ∈= ∈


如

否则

果
 

注意到矩阵 ,
t
i jM 的转置为 ,

t
j iM ，并且矩阵 ,

t
i jM ，( ), ,  i j t ∈ 是线性无关的。由命题 3.3 可知，矩阵 ,

t
i jM

在 ( )
1

Aut x nC 的作用下是不变的。以矩阵 ,
t
i jM ，( ), ,  i j t ∈ 为一组基张成的域上的线性空间记为。事

实上，就是稳定子群 ( )
1

Aut x nC 的中心化子代数。因此， ,
t
i jM ， ( ), ,  i j t ∈ 构成了代数的一组基。 

定理 3.5  集合 ( ){ }, | ,  ,t
i jM i j t ∈ 是代数的一组基，其维数为 

( )
2 21 1dim .

2 2
n n+ −   = +      

  

证  由命题 3.1 和命题 3.3 可证。 
接下来，我们将给出的三个子代数，并计算它们的维数。为此，下面先给出的三个子空间：以

矩阵 ( ){ }, 1| , ,  t
i jM i j t ∈ ，如果 ( ){ }1  , , | ,i j t i j∈=  都为偶数 ，为一组基张成的一个子空间，记为 1 ；

以矩阵 ( ){ }, 2| , ,  t
i jM i j t ∈ ，如果 ( ){ }2  , , | ,i j t i j∈=  都为奇数 ，为一组基张成的一个子空间，记为 2 ；

以矩阵 ( ){ }, 3| , ,  t
i jM i j t ∈ ，如果 ( ){ }3  |, ,i j t i j∈= +  为奇数 ，为一组基张成的一个子空间，记为 3 。 

命题 3.6  子空间 1 是的子代数，其维数为 

( )
( )

( )

2

21

 2                     0 mod 4 ,
8

dim
 2 2 1    0 mod 4 .

4 4

n n

n n n


+ ≡

= 
    + + ≡/       


如果

如果

                  (11) 

证 易知 1 对矩阵加法，数乘，共轭转置和矩阵乘法封闭。因此 1 是的子代数。为了计算 1 的维

数，只需计算 1 的基数。定义 1 三个的子集如下： 

( )1 11 , , | 0,0 0,0 , .
2 2

 n ni j t i j j i t i j    = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −        
且   
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( )

( )

1 12
1 1, , |1 , , ,

2 2

1 1            2 .
2 2

2n ni j t i j t i j t i j

n nt n

j

i

i

i j j

 − −   = ∈ ≤ ≤ = − = +       
+ −    = − + ≤ +

≤ + ≤

≤       

且 如果

如果

 

 

( )1 13 , , | ,1 ,1 , .
2 2 2 2
n n n ni j t i j j i t i j        = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −                

且   

易知 111 S⊂ ， 212 S⊂ ， 313 S⊂ 。所以有 

( )
( )

1 1 1
1

1

1 2 3

1 21

  0 mod 4 ,

  0 mod 4 .

n

n

 + + ≡= 
+ ≡/

    

            

  


 

如果

如果
                       (12) 

通过计算得到 

( )

( )
11

  1    0 1 mod 4 ,
2

  2 3 mod 4 .
2

n n

n n

   + ≡    = 
  ≡   

       


如果 或

如果 或

 

( ) ( )

( )

2

12 2

4
0 mod 4 ,

8=

2 0 mod 4 .
4

n
n

n n

 −
≡




  ≡/   


   如果

    如果

 

( )31 1, 0 mod 4 .
2
n n= − ≡ 这里的  

将上述结果代入(12)中得到(11)成立。 
命题 3.7  子空间 2 是的子代数，其维数为 

( )
( )

( )

2

22

4           2 mod 4 ,
8

dim
12      2 mod 4 .

4

n n

n n

 +
≡

= 
+  ≡/   


如果

如果

                       (13) 

证类似于命题 3.6 的证明，可知 2 是的子代数且 

( )2 2dim =   

为了计算 2 的基数，定义 2 两个子集如下：

 
( )

( )

21 2
1 1, , |1 , , ,

2 2

1 1            2 .
2 2

2n ni j t i j t i j t i j

n nt n

j

i

i

i j j

 − −   = ∈ ≤ ≤ = − = +       
+ −    = − + ≤ +

≤ + ≤

≤       

且 如果

如果

 

 

( )22 2, , | ,1 ,1 , .
2 2 2 2
n n n ni j t i j j i t i j        = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −                

且   

由定义可知 
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( )
( )

21 22
2

22

  2 mod 4 ,

  2 mod 4 .

n

n

 + ≡= 
≡/

    

             

 




如果

如果
 

通过计算得到 

( ) ( )

( )

2

21 2

2
          2 mod 4 ,

8
1  2 2 mod 4 .

4

n
n

n n

 −
≡

= 
+  ≡/   

    


如果

如果

( )22 , 2 mod 4 .
2
n n= ≡ 当 时  

因此(13)成立。 
命题 3.8  子空间 3 是的子代数，其维数为 

( )

( )

( )

( )

3

2

2

2

                 0 mod 4 ,   
4

dim  1            2 mod 4 ,
4

    1 3 mod 4 .
2 2

n n

n n

n n n


≡




= + ≡

    + ≡       



如果

如果

如果 或

                      (14) 

证类似于命题 3.6 的证明，可知 3 是的子代数且 

( )3 3dim =   

为了计算 3 的基数，定义 3 三个子集如下：

 
( ) 331 , , | 0,0 0,0 , .

2 2
 n ni j t i j j i t i j    = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −        

且   

( )

( )

32 3
1 1, , |1 , , ,

2 2

1 1            2 .
2 2

2n ni j t i j t i j t i j

n nt n

j

i

i

i j j

 − −   = ∈ ≤ ≤ = − = +       
+ −    = − + ≤ +

≤ + ≤

≤       

且 如果

如果

 

 

( ) 333 , , | ,1 ,1 , .
2 2 2 2
n n n ni j t i j j i t i j        = ∈ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −                

且   

易知当 ( )1 3 mod 4n ≡ 或 时， 33 32⊆  ，所以我们有 

( )
( )

3 3 3
3

3

1 2 3

21 3

  0 2 mod 4 ,

  1 3 mod 4 .

n

n

 + + ≡= 
+ ≡

    或

             或

  


 

如果

如果
 

通过计算得到 

( )

( )
31

              0 1 mod 4 ,
2

 1 2 3 mod 4 .
2

n n

n n

   ≡    = 
  + ≡   

或

      或


如果

如果

 

( )

( )
33

              0 mod 4 ,
2

 1 2 mod 4 .
2

n n

n n

 ≡= 
 − ≡


      


如果

如果
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( )

( )

( )

( )

2

2

32 2

2

           0 mod 4 ,
4

2  2 mod 4 ,
2

  1 mod 4 ,
2

  1 3 mod 4 .
2

n n n

n n

n n

n n


− ≡


 −  ≡  
 = 
  ≡   

   − ≡   

    

         

     



如果

如果

如果

如果

 

因此(14)成立。 
引理 3.9  我们有 1 2 3= + +     (向量空间直和)。 
证 由定理 3.5 和命题 3.6~3.8 可知， 1 2 3, ,   是的子代数，并且 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3dim dim dim dim= + +    ，从而该引理成立。 

对于图 Cn，用 kA 和 ( )* *
1:k kE E x= 0

2
nk  ≤ ≤    

分别表示它的第 k 个距离矩阵和第 k 个对偶幂等元，

用 ( )1:T T x= 表示由 kA 和 *
kE 0,1, ,

2
nk  =    

 生成的 Terwilliger 代数。 

引理 3.10  以下(i)~(iii)成立。 

(i) 对于每一个 ,0
2
nk k  ≤ ≤   

有 

( )
,

, ,  
.t

k i j
i j t

t k

A M
∈

=

= ∑


                                     (15) 

(ii) 任意 ( ), ,  i j t ∈ 有 
* *

, .t
i t j i jE A E M=                                       (16) 

(iii) 对于每一个 ,0
2
nk k  ≤ ≤   

有 

* 0
, .k k kE M=                                        (17) 

证 (i) 当 0
2
nk  ≤ ≤   

时，考虑等式(15)两端矩阵的 ( ),p qx x -位置元素。容易验证当 ( ),p qx x k∂ = 时，

( ) ( )
( )

,
,  ,

1
p q p q

t
k i jx x x xi j t

t k

A M
∈

=

= =∑


，否则 ( ) ( )
( )

,
,  ,

0
p q p q

t
k i jx x x xi j t

t k

A M
∈

=

= =∑


。 

(ii) 在(15)式的等号两端左乘 *
iE ，右乘 *

jE 得到(16)。 
(iii) 将 , 0i j k t i j= = = − = 代入(16)可得(17)。 

定理 3.11 代数 T= 。 
证 要证明两个代数相等，只需证明这两个代数互相包含即可。因为 ,

t
i jM ，( ), ,  i j t ∈ 是代数的一

组基，所有矩阵 *,k kA E 0,1, ,
2
nk  =    

 生成了代数 T。一方面，由引理 3.10 (i) (iii)可知代数 T 的每一个

元素都属于代数，因此有T ⊆。另一方面，由引理 3.10 (ii)可知代数的每一个元素都属于代数 T，
因此有 T⊆ 。所以，代数 T= 。 
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定理 3.12  集合 ( ){ }, | ,  ,t
i jM i j t ∈ 构成了代数 T 的一组基，其维数为 

( )
2 21 1dim .

2 2
nT n+ −   = +      

 

证  由定理 3.5 和定理 3.11 得证。 
接下来以 5-边形 C5为例来说明本文的方法和结论。 
对于 C5，顶点集为 { }1 2 3 4 5, , , ,x x x x xX = 。由公式(2)可知图 C5顶点 x1的稳定子群 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 5Aut , 2 5 , 3 4x C = 1 。根据(4)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,0,0 , 0,1,1 , 0,2,2 , 1,0,1 , 1,1,0 , 1,1,2 , 1,2,1 , 1,2,2 , 2,0,2 , 2,1,1 , 2,1,2 , 2,2,0 , 2,2,1 .=  

由此可以得到稳定子群 ( )
1 5Aut x C 作用在集合 X X× 上的轨道 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

, , 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 2 4 2 5

3 1 3 2 3 3 3 4 3 5

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,
i j tX x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

=
 

由定理 3.5 可知，图 C5的中心化子代数 ( )1: x=  的一组基为 

0 1 2 1 0 2 1 2 2 1 2 0 1
0,0 0,1 0,2 1,0 1,1 1,1 1,2 1,2 2,0 2,1 2,1 2,2 2,2, , , , , , , , , , , , .M M M M M M M M M M M M M  

其维数为 

( )
2 25 1 5 1dim 13

2 2
+ −   = + =      

  

相应地，由命题 3.6~3.8 可知。 

1 的一组基为 0 2 2 0 1
0,0 0,2 2,0 2,2 2,2, , , ,M M M M M ，其维数为 ( )

2

1
5 5dim 2 2 1 5
4 4
   = + + =      

 。 

2 的一组基为 0 2
1,1 1,1,M M ，其维数为 ( )2

24 1dim 2 2
4
+ = =  

 。 

3 的一组基为 1 1 1 2 1 2
0,1 1,0 1,2 1,2 2,1 2,1, , , , ,M M M M M M ，其维数为 ( )

2

1
5 5dim 6
2 2
   = + =      

 。 

另一方面，图 C5的所有距离矩阵为 0 1 2, ,A A A 。所有对偶幂等元为 * * *
0 1 2, ,E E E 。由引理 3.10 可知 

0 0 0
0 0,0 1,1 2,2

1 1 1 1 1
1 0,1 1,0 1,2 2,1 2,2

2 2 2 2 2
2 0,2 1,1 1,2 2,0 2,1

* 0 * 0 * 0
0 0,0 1 1,1 2 2,2

,

,

,

, , ,

A M M M

A M M M M M

A M M M M M

E M E M E M

= + +

= + + + +

= + + + +

= = =

 

并且 
* * 0 * * 1 * * 2 * * 1 * * 0 * * 2
0 0 0 0,0 0 1 1 0,1 0 2 2 0,2 1 1 0 1,0 1 0 1 1,1 1 2 1 1,1, , , , , ,E A E M E A E M E A E M E A E M E A E M E A E M= = = = = =

* * 1 * * 2 * * 2 * * 1 * * 2 * * 0 * * 1
1 1 2 1,2 1 2 2 1,2 2 2 0 2,0 2 1 1 2,1 2 2 1 2,1 2 0 2 2,2 2 1 2 2,2, , , , , , .E A E M E A E M E A E M E A E M E A E M E A E M E A E M= = = = = = =  

因此对于图 C5有代数 T= ，这里 ( )1:T T x= 表示图 C5关于点 x1的 Terwilliger 代数。 
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