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摘  要 

本文的主要目的在于提高三维可压缩向列型液晶系统解的最高阶(S阶)空间导数的衰减率。如果初值的

( )3SH S ≥ 和
 
 
 

10
2

H − ≤ ≤α α  范数都是有界的，并且其 3H 范数足够小，则应用纯能量法，我们给出了

解的最高阶空间导数
2L 范数的最优衰减率为 ( )
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，而在魏，李和姚的研究中其衰减率仅为
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Abstract 
Abstract: The major objective of this thesis lies in improving the decay rates for the highest order 
(S-order) of spatial derivative of the solutions to the 3D system of compressible nematic liquid 
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crystal. If the norms of both ( )3SH S ≥  and  
 
 

10
2

H − ≤ ≤α α   for the initial value are bounded, as 

well as the norm of 3H  for that is small enough, with applying pure energy method, we give that 
the optimal decay rates for the highest order of spatial derivative of the solutions in norm of 2L  

are ( )
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, while that is just ( )
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 in Wei, Li and Yao’s study. 
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1. 引言 

液晶是一种介于液体和固体之间的物质。当固体熔化时，如果能量增加足以改变位置序，但分子的

形状又可以阻止取向序的立即崩溃，就会形成液晶。液晶既像液体一样具有流动性，又像固体一样各向

异性，这两大关键属性使得液晶主要应用于可切换显示和光电器件等。特别地，液晶的研究和制造技术

对显示器的质量和性能有着重要的影响。此外，液晶材料在生物医学、光学、热控制等领域有广泛的应

用前景。而向列型又是液晶中常见的一种类型，向列型液晶是具有相同取向顺序的分子的聚集体，由细

长的棒状分子组成。 
本文，我们将深入研究如下三维可压缩向列型液晶系统([1])： 
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其中， ( )1 2 3, ,x x x x= ， , ,φr h分别为流体速度，流体密度和分子排列方向场。压力 ( )P P φ= 是φ的某邻域

内的光滑函数，其中当 0φ > 时， ( ) 0P φ′ > 。 ( ) ( )2
2

1g = −1


h h h  ( 为常数)。 1β 和 2β 表示流体的剪切粘

性系数和体积粘性系数，满足 1 0β > 和 1 2
2 0
3

β β+ ≥ 。由于φ是一个正常数，为简单起见，设 1φ = 。初始

方向场满足 ( )0 1x =h ，并且 ( )0 0lim
x

x ϖ
→+∞

=h ，其中 0ϖ 是一个固定向量满足 0 1ϖ = 。 

在 20 世纪 60 年代，Ericksen [2]和 Leslie [3]建立了向列型液晶系统。向列型液晶系统是 Navier-Stokes
方程组与调和映照热流的强耦合，为描述分子构型中缺陷在流速影响下的运动提供了一个工具。当在稳

态附近给定一个小扰动时，系统解的衰减率有效刻画了随着时间的增加，系统的解将以多快的速度衰减

到稳态。因此，本文将致力于改进向列型液晶系统解的衰减率。以下我们仅介绍与本文相关的一些结果。

对于三维不可压缩系统，Dai，Qing 和 Schonbek [4]利用基本能量估计和 Ladyzhenskaya 能量估 

计得到 2Lr 和 ( ) 20 L
ϖ∇ −h 的衰减估计分别是 ( )

1
41 t

−
+ 和 ( )

3
81 t

−
+ 。接下来，Dai 和 Schonbek [5]研究了
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( )0mH m ≥ 的最优衰减率。特别是对任意的 0m ≥ ，他们建立了 ( ) 20,m
L

ϖ∇ −r h 衰减率为 ( )
3

2 41
m

t
 − + 
 + 。对

于三维可压缩系统，当 ( ) 2g = ∇h h h 时，在 ( )0 0 01, ,φ − ∇r h 属于 ( )3SH S ≥ ， ( ) 30 0 0 01, ,
H

φ ς− ∇ ≤r h 以及

( ) 10 0 0 01, ,
L

φ ϖ− −r h 和 20 0 Lϖ−h 有界的情况下，Gao，Tao 和 Yao [6]用傅里叶分解的方法得到全局解的

结论如下： 
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在正则度低于 ( )3SH S ≥ 的 2H 空间中，Xu 等[7]利用谱分析得到了具有小初值的光滑解的存在性。

更进一步，在初始値在 1L 有界的条件下，得到了 ( )1, , pL
φ − r h 和 ( )( ) ( )1 21,

H H
t tφ∇ − + ∇r h 的衰減率分

別为 

( ) ( )
3 11
2 21 6pt p
 

− − 
 + ≤ ≤ 和 ( )

5
41 t

−
+ 。为了得到 Navier-Stokes (N-S)方程的最优衰减率，2012 年，Guo

和 Wang [8]利用纯能量方法，用 H α−
 代替 pL ，克服了“ 2pL L− ”方法中随时间演化保持解的 pL 范数的

困难，从而在 ( ) ( )0 0
31, 3 0
2

SH S H αφ α−  − ∈ ≥ ∩ ≤ < 
 

r 和 ( )
[ ] 2

2
0 0 01, S

H

φ ς
+

− ≤r 的条件下，得到了 N-S 方程

解的衰减率： 

 ( )( ) ( ) ( )2
1, , 1.1S m

mm
H

t C t m Sαφ α−

− +∇ − ≤ + − < ≤ −r  (1.3) 

受[8]的方法论的启发，Liu [9]和 Wei，Li 和 Yao [1]将[8]的 N-S 方程的结果推广到液晶系统上来。当

( ) 2g = ∇h h h 时，假设 ( )0 01, SH H αφ −− ∈ ∩ r ， 1 1
0 0

33,0
2

SH H Sαϖ α+ − +  − ∈ ∩ ≥ ≤ < 
 

h 且 

( )( ) ( )( )3 40 0 0 0 01,
H H

t tφ ϖ ς− + − ≤r h ，Liu [9]得到 
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此外，Liu [10]还研究了 Besov 空间中的衰减率。假设 ( )
1 3,
2 2

0 2,1 B B µφ −
∞− ∈ ∩  ，

1
2

0 2,B B µ−
∞∈ ∩ r ，

( )
1 3, 12 2

0 0 2,B B µϖ − +
∞− ∈ ∩ h 和 ( ) 1 3 1,

2 2 2
0 0 0 0 01,

B B

φ ϖ ς− − + ≤
 

h r ，Liu [10]得到了如下的衰减结果： 

 ( )( )( ) ( ) ( )2

0 .1, , 1m

m

B
t C t µφ ϖ − +− ∇ − ≤ +



r h  (1.5) 

这里
1
2

mµ− < ≤ 。当 ( ) ( )2
2

1g = −1


h h h ，将[9]中的条件
30
2

α≤ < 限制为
10
2

α≤ ≤ 时，Wei，Li 和

Yao [1]得出衰减率： 

 ( )( ) ( ) 21, , , 0,1, , 11 .S m

m
m

H
t C t m S

α

φ −

+
−

∇ − ∇ ≤ + = −r h  (1.6) 

很容易发现，在[9]和[1]中解的最高阶(S 阶)空间导数的衰减率仅与次高阶(S-1 阶)的衰减率相同，这

并不是最优的。后来，在[8]的基础上，为了提高 N-S 方程解最高阶空间导数的衰减率，Gao，Li 和 Yao 
[11]不再利用动量方程引起的密度耗散，而是进一步采用加权能量法得到，即 

 ( )( ) ( ) ( )
2

2
1 ,1, SS

L
t C t αφ − +∇ − ≤ +r  (1.7) 
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这优化了[8]中的结果。 
受[8]和[11]的启发，本文的创新是利用加权能量法来提高系统(1.1)的解的最高阶空间导数的衰减率，

从而克服[1]利用纯能量方法得到解的最高阶(S 阶)和次高阶(S-1 阶)空间导数的衰减率相同的问题。在本 

文中，我们在[1]的基础上考虑了
10
2

α≤ ≤ 的情况。对于[9]和[1]中 1 3
2 2

α< < 的情况，可以通过与本文中

类似的方法得到相应的结论。 
我们先介绍下面这个定理，它在后面的部分起着至关重要的作用。 
定理 1.1：([1])假设 ( ) ( )1

0 0 001, , 3S S SH H H Sφ ϖ +− − ∈ × × ≥r h ，若存在一个固定向量 0ϖ 和一个常数

0 0ς > ，使得 

 3 3 40 0 0 0 01 ,H H Hφ ϖ ς− + + − ≤r h  (1.8) 

则对于所有的 0t ≥ ，系统(1.1)存在一个全局解 ( )( ), , tφ r h 满足 
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若进一步要求 ( )0 0 0
11, , 0
2

H αφ α−  − ∇ ∈ ≤ ≤ 
 

r h ，则对任意时间 0t ≥ ，可得 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
01

H H H
t t t Cα α αφ − − −− + + ∇ ≤

  

r h  (1.10) 

和 

 ( )( ) ( ) ( )2

01, , 1 , 0,1, , 1.S j

jj
H

t C t j Sαφ −

− +∇ − ∇ ≤ + = −r h  (1.11) 

本文的主要结论如下： 
定理 1.2：若定理 1.1 的条件满足，则有如下的衰减率： 

 ( )( ) ( ) ( )
2

2
1, , 1 SS

L
t C t αφ − +∇ − ∇ +≤r h  (1.12) 

注 1：与 N-S 方程相比，该系统中不仅由液晶分子方向场方程的出现增加了计算复杂度，还需要克

服项 ∆ ⋅∇h h引起的困难。 
注 2：与[1]相比，本文提高了系统(1.1)解的 S 阶空间导数的 2L 范数的衰减率，从 ( ) ( )11 St α− − ++ 改进到

( ) ( )1 St α− ++ 。 

注 3：对于本文中 ( ) ( )2
2

1 1 3
2 2

g α = − < < 
 

1


h h h 和 ( ) 2 30
2

g α = ∇ ≤ < 
 

h h h 的情况，通过使用类似

于本文的过程，也可以得到与定理 1.2 中相同的结果。 
本文剩余部分内容如下：在第二节中，我们展示了一些符号，重写了系统(1.1)，并给出了一些必要的

不等式；在第 3 节中，我们首先建立引理 3.1 中解的空间导数 S 阶的加权时间可积性，这是引理 3.2 的预

备引理，然后我们给出了引理 3.2，从而完成了定理 1.2 的证明。 

2. 准备工作 

首先，我们介绍了一些符号解释，然后将系统(1.1)重新写为(2.1)和(2.2)。最后我们引入一些不等式，

这些不等式将在本文后面的证明中广泛使用。 
定义：为了方便起见，我们使用符号 y x 表示 y Cx≤ ，其中 0C > 是一个与时间 t 无关的常数，而

C 在不同的地方可能为不同的正数。用 0C 和Cε 分别用于强调对初始值和 ε 的依赖。 ~y x 表示存在某个
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正常数 1C 使得 1
1

1C x y x
C

≤ ≤ 。 ( )( )3 1pL p≤ < ∞ ， ( )( )3qH q R∈ 和 ( )( )3H Rα α ∈

 分别表示范数为 pL⋅

的勒贝格空间、范数为 pL⋅ 的索伯列夫空间和范数为 ( )2H H L
n nα α

α⋅ = ∇
 

的齐次索伯列夫空间。此外，

我们定义 ( )
def

, Z ZZ
n m n m= + 。 

定义 1ϕ φ= − ，系统(1.1)可表述为： 
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 (2.2) 

和 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

11 , , 1.
1 1 1

P
f f f

ϕϕϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

′ +
= = = −

+ + +
 (2.3) 

在定理 1.2 的条件下，根据[1]中的(2.1)和(3.12)，可以得出，对于正常数 1ς  ， 

 ( ) ( ) ( )( )3 3 40 .
H H H

t t tϕ ϖ ς+ + − ≤r h  (2.4) 

通过结合(2.4)和 Sobolev 不等式，很容易得出 

 ( )( )( )0, , .
L

tϕ ϖ ς∞∇ − ≤r h  (2.5) 

然后，对于任何常数 1m ≥ ，可以通过[1]中的(2.3)和本文(2.5)得到  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , , .m m mf C f C f C f C f C f Cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  (2.6) 

引理 2.1：如果 1Lϕ ∞ ≤ ， 2 p≤ ≤ ∞，函数 ( )f ϕ 是光滑的，并且其余各阶导数都是有界的，那么对

于任意正整数 n，可得 

 ( ) .p p
n n

L L
f ϕ ϕ∇ ∇  (2.7) 

因为证明类似于[12]中的引理 A.2，所以这里省略了证明过程。 
引理 2.2：([13])整数 0n > ，定义运算： 

 ( )1 2 1 2 1 2, ,n n nα α α α α α ∇ = ∇ − ∇   (2.8) 

则有 

 31 2 4

1
1 2 1 2 2 1, .pp p pp

n n n
L LL LL

α α α α α α− ∇ ∇ ∇ + ∇    (2.9) 

当 0n ≥ 时，有 

 ( ) 31 2 41 2 1 2 2 1 ,pp p pp
n n n

L LL L L
α α α α α α∇ ∇ + ∇  (2.10) 

这里 ( )2 4, , 1,p p p∈ +∞ 并且满足
1 2 3 4

1 1 1 1 1
p p p p p
= + = + 。 
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引理 2.3：([14])若 0 ,n ξ χ≤ ≤ ，则有 

 2 2

1
,p

n
L L L

h h h
ϑ ϑξ χ −

∇ ∇ ∇  (2.11) 

其中 [ ]0,1ϑ∈ 和ξ 满足 

( )1 1 1 1 .
3 2 3 2 3

n
p

ξ χ ϑ ϑ   − = − + − −   
   

 

当 p = ∞时，需要 0 1, 1nϑ ξ< < ≤ + 和 2χ ξ≥ + 。 

3. 定理 1.2 的证明 

现在，根据定理 1.1 的(1.11)，首先提供 ( ), ,ϕ ∇r h 的 S 阶空间导数时间可积性的预备引理 3.1。 
引理 3.1：对于任意固定常数 0 1λ< < ，根据定理 1.1，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2

2 2 21 11
0

, , 1 , d1 1 .
tS SS S S

H H L
t C tα λ α λ λϕ τ ϕ τ+ + − + + −−+ ∇ ∇ + + ∇ ∇ + ∇ +∫ r h r h  (3.1) 

证明：在[1]中的不等式(2.4)，(2.43)和(2.87)中取 1k S= − ，我们得到 
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2 2 21d , , , , , ,
d

S S S
L L L

C
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ϕ ς ϕ−∇ ∇ + ∇ ∇ ∇ ∇r h r h r h  (3.2) 
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x C
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ϕ ϕ− +∇ ⋅∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇∫ r r r h  (3.4) 

将(3.4)乘以常数δ  (足够小)的结果加到(3.2)和(3.4)，另外，考虑 ς 的小性，可得 
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2 2d , 0,
d

S S
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A t C
t

δ ϕ+ ∇ ∇ + ∇ ≤r h  (3.5) 

其中 ( )A t 表示为 
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( ) ( )31

21
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1 2, , d .S S S
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A tA t

A t x A t A tϕ δ ϕ− −= ∇ ∇ + ∇ ⋅∇ = +∫




r h r  (3.6) 

基于δ 足够小，很明显 

 ( ) ( ) ( ) 1

21
1 , , .S

H
A t A t ϕ−= ∇ ∇∽ r h  (3.7) 

对于固定常数 ( )0,1λ∈ ，将(3.5)乘以 ( ) 11 St λ α+ + −+ ，并使用(3.7)和(1.11)，可以得到 
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对(3.8)在 [ ]0,t 上进行积分，推导出 
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1 2

2 21 1
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1
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1 1
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1 d 0
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C A

t

λ α λ α

λ

λ

τ δ ϕ τ

τ τ

+ + − + + −

−

+ + + ∇ ∇ + ∇

≤ + +

+

∫

∫


r h

 (3.9) 
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将(3.9)和(3.7)结合起来，得到(3.1)。 
接下来，我们将利用引理 3.1 中耗散项的 S 阶空间导数的加权时间可积性来构造解的 S 阶空间导数

的衰减率。 
引理 3.2：根据定理 1.1，对于 0 1λ< < ，我们得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 21
0

, , 1 , .1 d1
tS SS S

L L
t C t Cα λ λ αϕ τ τ+ − + + ++ ∇ ∇ + + + ∇ ∇ ≤∫r h r h  (3.10) 

证明：将 S∇ 作用到(2.1)-1 和(2.1)-2， 1S+∇ 作用到(2.1)-3，然后分别乘以 Sϕ∇ 、 S∇ r 和 1S+∇ h 。通过将

它们相加并在 3
 上积分，得到 

 

( ) ( )2 2 2 2

3 3 3

2 2 2 21 1
1 1 2

1 1
1 2 3

3def

1

d1 d , ,
2 d

d d d

.

ivS S S S
L L L L

S S S S S S
R R R

i
i

t
B x B x B x

E

ϕ β β β

ϕ

+ +

+ +

=

∇ ∇ + ∇ + + ∇ + ∇ ∇

= ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇

=

∫ ∫ ∫

∑

r h r r h

r h  (3.11) 

根据(2.2)-1 和[11]中的(4.17)和(4.18)，我们得出 

 ( ) ( )2 2

12 21 2
1 .1 ,S S

L L
E C t

α

εε ϕ
 − + +  ≤ ∇ + + ∇r r  (3.12) 

对于 2E ，通过使用分部积分和(2.2)-2，我们很容易得到 

 
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

3 3

3 3

1 1 1 1
2 2 1 1 2

4def
1 1 1 1

3 1 2
1

d d

d d

div

.

S S S S
R R

S S S S
iR R

i

E x f x

f x f x E

ϕ β β β

ϕ ϕ ϕ

− + − +

− + − +

=

 = ∇ ⋅∇ ⋅∇ + ∇ ∆ + + ∇ ⋅∇ 

+ ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∆ ⋅∇ ⋅∇ =

∫ ∫

∑∫ ∫

r r r r r r

r h h r
 (3.13) 

根据[11]中的(4.20)~(4.24)和(4.26)，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 21 2 11
21 22 23 1 , .1 SS S

L L
E E E C t C tα α

ε εε ς ϕ− + − + +++ + ≤ + ∇ + + ∇ + +r r  (3.14) 

根据 Holder 不等式，(2.10)、(2.6)、(2.7)、(2.11)、带ε 的 Young 不等式和(2.4)，可得 
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ϕ
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∞

∞

∞ ∞
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− +

− − +
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+

∇ ∆ ⋅∇ ∇

∇ ∆ ⋅∇ ∇ + ∇ ∆ ⋅∇ ∇

∇ ∆ ∇ ∇

+ ∇ ∆ ∇ + ∆ ∇ ∇ ∇

∇ ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ∇

≤ + ∇









h h r

h h r h h r

h h r

h h h h r

h r h h h h r

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 21, , .1 S
L L

C t α
ε ϕ− +∇ + + ∇ ∇r h h

 (3.15) 

从(3.13)~(3.15)推断出 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 21 2 11
2 , 1 , , 1 .SS S

L L
E C t C tα α

ε εε ς ϕ− + − + +++ ∇ ∇ + ∇ + +≤ + ∇r h r h  (3.16) 

对于 3E ，通过(2.2)-3 和分部积分知 

 ( ) ( )( )3 3

def
2 2

3 31 32d d .S S S S
R R

E x g x E E+ += ∇ ⋅∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ = +∫ ∫r h h h h  (3.17) 

借助 Holder 不等式，(2.10)，(2.11)，带 ε 的 Young 不等式和(1.11)，可知 
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( )
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( ) ( ) ( )
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12 1 2 2
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1 2
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2 211 1 , .
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r h h r h

r h h r h

h r h

 (3.18) 

考虑 ( )g h 和 0 1ϖ = 的表达式，此外，使用 Holder 不等式，(2.10)，(2.11)和(2.4)，有 
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 (3.19) 

其中运用了 ( ) ( )0 0
k k kϖ ϖ∇ − =∇ + = ∇h h h ，对于 k N +∀ ∈ 。根据(3.17)~(3.19)，我们得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 211
3 1 , .S S

L L
E C t α

εε ς − +++ ∇ ∇ + + ∇ ∇ h r h  (3.20) 

将(3.12)，(3.16)和(3.20)代入(3.11)，并借助 ε 和ς 的小性，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 21 11d , , , , , .
d

1 1 SS S S
L L L

C t t
t

αϕ ϕ− − + ++∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ + +r h r h r h  (3.21) 

将(3.21)乘以 ( )1 St λ α+ ++ ，得到 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

2 21

21 1

1 1

1 1

d , , ,
d

, , .

S SS S
L L

S S
L

t C t
t

t t

λ α λ α

λ α λ

ϕ

ϕ

+ + + + +

+ + − −

 + ∇ ∇ + + ∇ ∇  

+ ∇ ∇ + +

r h r h

r h
 (3.22) 

将(3.22)从 0 到 t 的积分且使用(3.1)，得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 21
0

2 21 1
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, , 1 , d

, ,

1

.1

1 , , d 1 d

tS SS S
L L

t tSS S
L L

t C

C C

t

λ α λ α

λ α λ

λ

ϕ τ τ

ϕ τ ϕ τ τ τ

+ + + + +

+ + − −

+ ∇ ∇ + + ∇ ∇

≤ ∇ ∇ + + ∇ ∇ + +

+

∫

∫ ∫


r h r h

r h r h  (3.23) 

将(3.23)乘以 ( )1 t λ−+ ，我们最终推导出(3.10)。 
借助引理 3.2，我们可以快速推导出定理 1.2。 
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