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摘  要 

本文结合实例讨论了留数应用于有理分式型不定积分的计算方法，利用此方法证明了一个已知的结论，

即任何有理分式型不定积分都具有初等原函数。 
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Abstract 
This article discusses the method of residues applied to the computation of rational fractional in-
definite integrals, using this method to prove a known result that any rational fractional indefinite 
integral has an original function. 
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1. 引言 

留数定理是用于计算复变函数定积分的一个重要定理，且在数学和物理等学科中都有重要的应用，

例如文献[1]中利用留数定理来证明余元公式，文献[2]和[3]中利用留数定理处理某些实函数的定积分和某

些特殊复函数的积分，文献[4]中利用留数定理处理级数。下面我们复习一下留数的定义：所谓留数，指

的是在复平面C 上某一点处的留数，用于表示函数在该点处的局部性质。具体地说，如果函数 ( )f z 在复

平面上的某一点 0z z= 处有 n 级极点，且在此 n 级极点为中心的圆形区域 0z z r− ≤ 内亚纯，那么 ( )f z 在

点 0z 的留数可以通过计算一个围绕该点的闭合曲线积分得到。即： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )0
0

1

0 01
( )

dd lim Res ,
d

n
n

z z R nz zR r
f z z z z f z f z z z

z

−

− = −→∀ ≤
= =− =∫ 。 

留数定理经常用于计算定积分和无穷积分[5] [6]，在这篇文章中，我们将探究留数定理一个新的应

用：即通过留数定理对有理分式型不定积分进行计算，由此可得，有理分式型的不定积分总有初等原函

数。 
本文的第一节考虑有理分式的分解，并通过留数定理给出一般分解方法。本文的第二节将提供一些

关于有理分式型不定积分计算的实例。 

2. 利用留数定理分解有理分式 

接下来，我们考虑如何利用留数定理来分解有理分式：即分子和分母都是有理多项式的分式。 

2.1. 一般有理分式的分解形式 

为了简便起见，本文总假设 ( )lP x ， ( )mQ x 和 ( )nR x 是实系数多项式，其中下标取值于自然数集 N ，

用于表示多项式的次数。有理多项式指的是形如
( )
( )

n

m

Q x
P x

的分式，当 n m> 时称此分式为假分式，当 n m≤

时称此分式为真分式。我们知道，在复数域上，任意次数多项式总可以分解为一次多项式的乘积，即： 

( ) ( )
1

i
t a

m i
i

x A x xP
=

= ⋅ −∏ ， ia +∈ 且 1, , tx x 两两不等。 

因此，由多项式除法，不难证明有如下分解： 

( )
( ) ( )

( )1 1
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jm

t
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j
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−

==

+=
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我们称上式为有理分式
( )
( )

n

m

Q x
P x

的完全分解式。特别地，若 n m≤ ，则取 ( ) 0n mR x− = 。可见，决定有理

分式的完全分解式只需计算所有的常系数 ijA 。 

2.2. 完全分解式的系数析出 

下面给出决定有理分式完全分解式中常系数 ijA 的一般性方法。对每一个 ( )mP x 的根 ux ，完全分解式

可以改写为： 
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于是，对任意1 ≤ k ≤ 1ua − ，有 
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其中， ( ) ( )
( )11
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= + ∑∑ 。因此，由留数定理，我们有： 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0
1

1 ( 1)

1 ( 1)

d Res ,

d d

i

d

l

lim
d

m
u u u

uu u
u

u uu

u

k k

k aa k a k
a k

a k a k

u n u n
u k u

r m mz x r

u n u n
uz x

m m z x

z x z z x z
A z z x

z z

z x z z x z
z x

z zz

Q Q
P P

Q Q
P Pz

+→

− − − +
−

− − −

+
− =

→ +

→

 − −
 = =
 
 

 − −
 = − =
  

=

⋅

∫（ ）

。 

综上，对任意 0 uk a≤ ≤ ，有： 
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我们已不难证明下面定理。 

定理. 令
( )
( )

n

m

Q x
P x

是有理分式，则： 
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其中，
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
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−

是常数；并且，当 n m≥ 时， ( )n mR x− 是某个 n m− 次多项式，否

则 ( ) 0n mR x− = 。 

证明. 当 0k ≠ 且 uk a≠ 时，被积函数
( )
( )

n

m

Q x
P x

可以展开为(1)的形式，其中求和各项系数 ukA 由(2)给出。

逐项积分，即得式(3)。对当 0k = 或者 uk a= 时，证明类似。 

3. 有理分式的不定积分 

例 1. 求 1
1nx +
的完全分解式。特别地，当 3n = 时，计算不定积分 3

1 d
1

x
x +∫ 。 

解：(1) 若 n 是奇数，则 ( )i21 i

0
1 e

k
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n

k
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(2) 若 n 是偶数，则 ( )( )
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(3) 由(1)知， 
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因此， 
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需要注意的是，最后一个等式我们使用了公式 2 2

i 2ln i arctan
i
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。因此， 
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注：更一般地，对任意的正整数 n ，我们有 
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例 2. 计算不定积分
( )( )2

2 d
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x x
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于是
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4. 总结 

利用留数法处理有理分式型不定积分，其本质是通过留数定理来对有理分式进行分拆。该方法有一

定的普适性，具体地说，给定有理分式
( )
( )

n

m

Q x
P x

，其必定具有式(1)所示的形式，(1)的每个求和项的原函数

都是容易计算的，同时也只有常数 ijA ， ukA 是未知的。紧接着，利用留数法依次求出所有的 ijA 和 ukA ，

即可快速得到被积函数的原函数。例如，在例 2 中，被积函数
( )( )2

2
2 1 1

x
x x x

+

+ + +
的分母有三个解

1
2
，

1 3 i
2 2

− + ，和
1 3 i
2 2

− − ，因此可以直接假设其分解式为 

31 2
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x x x
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， 

其中 1A ， 2A 和 3A 是待定系数。在经典的数学分析理论中，往往利用通分合并和待定系数法来，并解方程

以求解出 1A ， 2A 和 3A ，计算量相对而言比较复杂。使用留数定理，则对 1A ， 2A 和 3A 的计算最后将转化

为求导数和极限的计算，见公式(2)。并最终得到
( )( )2

2
2 1 1

x
x x x

+

+ + +
的原函数。 
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