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摘  要 

本文在度量空间中介绍了拟双曲度量和拟双曲映射的概念，利用拟双曲度量的性质来刻画了度量空间中

拟双曲映射的一个等价性质。 
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Abstract 
In this paper, we introduce the concepts of quasihyperbolic metric and quasihyperbolic mapping in 
metric spaces, and obtain an equivalent property of quasihyperbolic mapping for metric spaces in 
terms of properties of quasihyperbolic metric. 
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1. 引言 

上世纪七十年代，为了讨论高维拟共形映射中的黎曼映射定理，Gehring 等人在文[1]中引进了欧氏空

间中拟双曲度量的概念，随后得到了大量学者的研究，并将拟双曲度量广泛应用到 Banach 空间和度量空

间。同时，在研究拟共形映射理论时，拟双曲度量也是非常有用的工具，有关拟双曲度量的文献请参见

[2]-[4]。 
由于欧氏空间中研究拟共形映射的很多方法在无限维 Banach 空间中并不适用，直至上世纪八十年代，

Väisälä 开始研究 Banach 空间中自由拟共形映射的理论[5]-[9]。这种方法的主要优点是避免使用体积积分

和共形模，这允许人们研究具有无限维的 Banach 空间和没有体积测量的度量空间中映射的拟共形性。因

此，对拟双曲度量相关性质的研究得到了学者们的极大关注和广泛应用，请参见文献[2]-[4] [10] [14]。 
近些年来，国内很多学者也应用拟双曲度量作为工具进行了该领域相关的研究，比如黄曼子教授等

人在文[7]中结合拟双曲度量研究了拟共形映射的相关性质；黄小军教授等人在文[3] [4]中研究了度量空

间中拟双曲度量与拟对称映射的相关性质，以及周青山教授在[15]中证明了 Banach 空间中拟双曲映射的

相关性质，等等。 

2. 拟双曲度量与拟双曲映射 

在本文中，假设 ( ), XX d 和 ( ), YY d 是度量空间，简记为 X 和 Y，设 D  X 和 D Y′ 分别是 X 和 Y 的

真子区域。对于 X 中的每一对点 x 和 y，它们之间的距离用 ( ),Xd x y 表示。对于任意的 x D∈ 和 r > 0，记

( ) ( ){ }, : ,XB x r y D d x y r= ∈ < 表示以 x 为中心，r 为半径的度量开球。 
曲线是指任意连续映射 [ ]: ,a b Xγ → 。 γ 的长度定义为： 

( ) ( ) ( )( )1
1

sup , ,
n

X i i
i

l d t tγ γ γ −
=

 =  
 
∑  

其中上确界是针对 [ ],a b 的任意划分 0 1 na t t t b= < < < = 所取。如果 ( )l γ < ∞，则称曲线 γ 是可求长的。

称 [ ] ( ): , 0,s a b lγ γ→   为 γ 的长度函数，定义 ( ) [ ]( ),a ts t lγ γ= 。任意可求长曲线 [ ] ( ): , , Xa b X dγ → 都存在

唯一的一条曲线 ( ) ( ): 0, ,s Xl X dγ γ →   使得 s sγγ γ=  ，而且对于任意的 ( )0,t l γ∈   ，有 [ ]( )0,sl t tγ = ，

则 sγ 称作曲线 γ 的弧长参数化。 
定义 2.1 设 D X 是一个非空子区域， γ 是 D 中的可求长曲线， γ 的拟双曲长度定义为 

( ) ( )
1 d ,

Dk
D

l s
xγ

γ
δ

= ∫  

其中 ( )D xδ 表示 x 到 D 的边界 D∂ 的距离，即 ( ) ( )dist ,D x Dxδ = ∂ 。任意 ,x y D∈ ，它们之间的拟双曲距离

可以用 ( ),Dk x y 表示，定义为 

( ) ( ), inf ,
DD kk x y l

γ
γ=  

其中 γ 取遍 D 中所有连接 ,x y 的可求长曲线，同时称 Dk 为 D 中的拟双曲度量。 
对于任意的 ,x y D∈ ，根据拟双曲度量的定义，恒有如下不等式[9] 

( )
( )

( )
( ) ( ){ } ( )

,
ln ln 1 , .

min ,
D X

D
D D D

x d x y
k x y

y x y
δ
δ δ δ

 
≤ + ≤  

 
                    (2.1) 

定义 2.2 设 D  X 和 D Y′ 分别是 X 和 Y 的真子区域， :f D D′→ 是一个同胚映射， 1M ≥ 是一个

常数。 
(1) 若对于任意的 ,x y D∈ ，都有 
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( ) ( ) ( )( ) ( )1 , , , ,D D Dk x y k f x f y Mk x y
M ′≤ ≤  

则称 f 是 M-拟双曲映射。 
(2) 如果 f 限制在 D 中任意的子区域上是 M-拟双曲映射，则称 f 是一个 fully M-拟双曲映射。 
(3) 如果对任意 x D∈ ， ( ): x xf B f B→ 是 M-拟双曲映射，则称 f 是一个 semi-local M-拟双曲映射，

其中 ( )( ),x GB B x xδ= 。 
根据拟双曲距离和拟双曲映射的定义，我们引入 Väisälä 在文[9]中的例子，通过该例子的证明过程，

可以很好地解释拟双曲距离和拟双曲映射的定义。 
例 2.1 [9]设 E 是一个 Banach 空间， { }\ 0D E= ， 1α ≥ 。定义映射 :f D D→ 为 ( ) α 1f x x x−= ，则 f

是一个α -拟双曲映射。 

3. 重要的引理 

为了引入本文的重要引理，还需要引入如下的两个定义。 
定义 3.1 设 X 和 Y 是两个度量空间， :f X Y→ 是一个同胚映射，点 x 是 X 中的非孤立点。记 

( )
( ) ( )( )
( )

,
, limsup

,
Y

y x
X

d f x f y
L x f

d x y→
= 和 ( )

( ) ( )( )
( )

,
, liminf

,
Y

y x
X

d f x f y
l x f

d x y→
= 。 

我们分别称 ( ),L x f 和 ( ),l x f 为 f 在点 x 处的极大拉伸和极小拉伸。显然有 ( ) ( ), ,0 x f fl L x≤ ≤ ≤ ∞。 
定义 3.2 设 1c ≥ ，如果 X 中的任意两点 x 和 y 都能被一条可求长曲线 γ 连接，且满足 ( ) ( ),Xl cd x yγ ≤ ，

则称度量空间 X 是一个 c-拟凸度量空间。 
在文[4]中，黄小军教授等人在一般度量空间中研究了拟双曲映射的性质，并得到了如下结论。 
引理 3.1 [4]设 X 是 c-拟凸度量空间，D 是 X 的真子区域。对于任意的 ,x y D∈ ，如果满足

( ) ( )1,
8X Dd x y x
c
δ≤ 或 ( ) 1,

4Dk x y ≤ ，则 

( )
( ) ( ) ( )

( )
, ,1 , 2 .

2
X X

D
D D

d x y d x y
k x y c

x xδ δ
≤ ≤  

引理 3.2 [4]假设 X 和 Y 分别是 c1-拟凸度量空间，c2-拟凸度量空间，D  X 和 D Y′ ，且 :f D D′→

是一个 M-拟双曲映射，则 f 是一个 fully M1-拟双曲映射，其中 { }2
1 1 2 1 2max ,M c c M c c=16 ⋅ 。 

引理 3.3 [4]假设 X 和 Y 分别是 c1-拟凸度量空间和 c2-拟凸度量空间，D 和 D′分别是 X 和 Y 的真子区

域，且 :f D D′→ 是一个同胚映射。 1M ≥ 是一个常数。如果对任意的 x D∈ ，有 

( )
( )( )
( )1, D

D

f x
L x f c M

x
δ
δ
′≤ 和 ( )

( )( )
( )2

1, D

D

f x
l x f

c M x
δ
δ
′≥ ， 

则 f 是一个 1 22c c M -拟双曲映射。 
为了证明本文的主要结论，我们还需要证明如下的结论。 
引理 3.4 设 X 是 c1-拟凸度量空间，Y 是 c2-拟凸度量空间， ,  D X D Y′⊂ ⊂ 分别是 X 和 Y 的真子区

域，且 :f D D′→ 是一个同胚映射。 
(1) 设常数 1C ≥ ，如果对任意的 ,x y D∈ ，有 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 ,YX X

D DD

d f x f yd x y d x y
c C

c C x xf xδ δδ ′

≤ ≤  
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则 f 是 M-拟双曲映射，其中 1 22M c c C= 。 
(2) 如 果 f 是 M- 拟 双 曲 映 射 ， 则 存 在 常 数 1C ≥ ， 对 于 任 意 的 ,x y D∈ ， 使 得 当

( ) ( )( ) ( )1, 1 8X Dd x y c M xδ≤ 时，有 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 ,YX X

D DD

d f x f yd x y d x y
c C

c C x xf xδ δδ ′

≤ ≤  

其中 C 仅与 M 有关。 
证明: (1) 假设常数 1C ≥ ，对任意的 ,x y D∈ ，有 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 .YX X

D DD

d f x f yd x y d x y
c C

c C x xf xδ δδ ′

≤ ≤  

则根据函数 f 在点 x 的极大拉伸和极小拉伸的定义，我们可以得到 

( )
( ) ( )( )
( )

( )( )
( )1

,
, limsup ,

,
Y D

y x X D

d f x f y f x
L x f c C

d x y x
δ
δ
′

→
= ≤  

( )
( ) ( )( )
( )

( )( )
( )2

, 1, liminf .
,

Y D

y x
X D

d f x f y f x
l x f

d x y c C x
δ
δ
′

→
= ≥  

再根据引理 3.3，可知 :f D D′→ 是 M-拟双曲映射，其中 1 22M c c C= 。 
(2) 对于任意的 ,x y D∈ ， ( ) ( )( ) ( )1, 1 8X Dd x y c M xδ≤ ，则根据引理 3.1 可得 

( ) ( )
( )1 1

1

, 1 1, 2 2 .
8 4

X
D

D

d x y
k x y c c

x c M Mδ
≤ ≤ ⋅ =                         (3.1) 

结合不等式(2.1)和(3.1)，根据拟双曲映射的定义可得 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )1

,
ln 1 , ,

,1                                       min ,  2 .
4

Y
D D

D

X

D

d f x f y
k f x f y Mk x y

f x

d x y
Mc

x

δ

δ

′
′

 
+ ≤ ≤  

 
  ≤ ⋅ 
  

                  (3.2) 

进而可以推出 

( ) ( )( ) ( )( )
1
4, 1Y Dd f x f y e f xδ ′

 
≤ −  
 

                          (3.3) 

因此，结合不等式(3.2)和(3.3)，以及函数的简单性质，容易验证得到 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

1 1
4 4

1

, , ,
ln 1 2Y Y X

DD D

d f x f y d f x f y d x y
e Mc e

xf x f x δδ δ′ ′

 
≤ ⋅ + ≤ ⋅  

 
                (3.4) 

另外，不等式(3.2)蕴含着 

( ) ( )( ) ( ), , 1 4.D Dk f x f y Mk x y′ ≤ ≤                            (3.5) 

根据引理 3.1，再次应用(2.1)和(3.5)，可以得到 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )2

,,
ln 1 , , min 2 , .

4
YX

D D
D D

d f x f yd x y Mk x y Mk f x f y Mc
x f xδ δ′

′

    + ≤ ≤ ≤ ⋅         
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类似于不等式(3.4)的方法，可得 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

4 4
2

,, ,
ln 1 2

M M
YX X

D D D

d f x f yd x y d x y
e Mc e

x x f xδ δ δ ′

 
≤ ⋅ + ≤ ⋅  

 
                (3.6) 

因此，再结合(3.4)和(3.6)，对于任意的 ,x y D∈ 且 ( ) ( )( ) ( )1, 1 8X Dd x y c M xδ≤ ，都有 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 .YX X

D DD

d f x f yd x y d x y
c C

c C x xf xδ δδ ′

≤ ≤  

其中 
1
4 4 4max 2 ,  2 2 .

M M

C Me Me Me
  = = 
  

 

因此，引理 3.4 得以证明。 

4. 主要结论及其证明 

在欧氏空间和 Banach 空间中已有很多拟双曲映射的相关结论，请参见[4]-[9] [15]。一个很自然的问

题就是关于拟双曲映射的性质在一般度量空间中是否也成立？因此，在本文中，我们将拟双曲映射的一

些等价性质推广至一般度量空间中，并得到一般度量空间中拟双曲映射的一个等价刻画，具体内容叙述

如下： 
定理 4.1 设 X 是 c1-拟凸度量空间，Y 是 c2-拟凸度量空间，D  X 和 D Y′ 分别是 X 和 Y 的真子区

域，且 :f D D′→ 是一个同胚映射。对于任意的 x D∈ ，则如下结论等价： 
(1) f 是 M-拟双曲映射； 
(2) f 是一个 semi-local M1-拟双曲映射，且 ( )( ) ( ) ( )( )2 xD f Bf x M f xδ δ′ ≤ 。 
其中 M 和 1 2,  M M 互相依赖且与 1 2,  c c 有关。 
定理 4.1 的证明： ( ) ( )2 1⇒ 假设 f 是一个 semi-local M1-拟双曲映射，且它满足对任意的 x D∈ ，

( )( ) ( ) ( )( )' 2 xD f Bf x M f xδ δ≤ ， 接 下 来 需 要 证 明 :f D D′→ 是 M- 拟 双 曲 映 射 ， 其 常 数

( )1 2 1 2, , , 1M M M M c c= ≥ 。 
根据 semi-local 拟双曲映射的定义，可知 ( ): x xf B f B→ 是一个 M1- 拟双曲映射，其中

( )( ),x GB B x xδ= 。 应 用 引 理 3.4 (2) ， 则 存 在 常 数 1C ≥ ， 对 于 任 意 的 , xx y B∈ ， 使 得 当

( ) ( )( ) ( )1 1, 1 8
xX Bd x y c M xδ≤ 时，有 

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 .
x xx

YX X

B Bf B

d f x f yd x y d x y
c C

c C x xf xδ δδ
≤ ≤                      (4.1) 

其中 C 仅与 M1相关。根据 ( )( )D f xδ ′ 的定义，可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 ,
x xDf B f Bf x f x M f xδ δ δ′≤ ≤  

再结合(4.1)以及 ( ) ( )
xD Bx xδ δ= ，可以推出 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )1

, , ,
,

x

Y Y X

DD f B

d f x f y d f x f y d x y
c C

xf x f x δδ δ′

≤ ≤ ⋅  

和 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )2 2 2

, , ,1 1 .
x

Y Y X

DD f B

d f x f y d f x f y d x y
M c CM xf x f x δδ δ′

≥ ⋅ ≥ ⋅  
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因此，根据引理 3.4 (1)，可得 :f D D′→ 是 M-拟双曲映射，其中 1 2 22M c c CM= 。 

( ) ( )1 2⇒ 已知 :f D D′→ 是 M-拟双曲映射，则根据引理 3.2，对于任意的 x D∈ ， ( ): x xf B f B→ 是

一个 M1-拟双曲映射，即 :f D D′→ 是一个 semi-local M1-拟双曲映射，其中 { }2
1 1 2 1 2max ,M c c M c c=16 ⋅ 。 

接下来继续证明 

( )( ) ( ) ( )( )2 xD f Bf x M f xδ δ′ ≤ 。 

设 xx D B∈  。一方面，由 :f D D′→ 是 M-拟双曲映射，根据引理 3.4 (2)，则存在常数 1C ≥ ，对任

意的 ,x y D∈ ，使得 ( ) ( )( ) ( )1, 1 8X Dd x y c M xδ≤ ，有 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 .YX X

D DD

d f x f yd x y d x y
c C

c C x xf xδ δδ ′

≤ ≤                      (4.2) 

另一方面，由于 ( ): x xf B f B→ 是 M1-拟双曲映射，根据引理 3.4 (2)，则存在常数 1C′ ≥ ，对于任意

的 xz B∈ ，使得 ( ) ( )( ) ( )1 1, 1 8
xX Bd x z c M xδ≤ ，有 

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )1

2

,, ,1 ,
x xx

YX X

B Bf B

d f x f zd x z d x z
c C

c C x xf xδ δδ
′≤ ≤

′
                     (4.3) 

其中C′与 1M 有关。又因为 ( ) ( )
xD Bx xδ δ= ， { }2

1 1 2 1 2max ,M c c M c c M=16 ⋅ ≥ ，所以 

( ) ( )
1 1 1

1 1, , .
8 8xB DB x x B x x
c M c M

δ δ
   

⊂   
   

 

令 

( )
1 1

1, ,
8 xBw B x x
c M

δ
 

∈  
 

 

则对于任意的 x D∈ ，结合不等式(4.2)和(4.3)，以及 ( ) ( )
xD Bx xδ δ= ，有 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2 1

1 2

,
,

,
,

.

x
x

x

D
D Y

X

D X
f B

X B

f B

x
f x c C d f x f w

d x w

x d x w
c C c C f x

d x w x

c c CC f x

δ
δ

δ
δ

δ

δ

′ ≤ ⋅

′≤ ⋅ ⋅

′= ⋅

 

即 

( )( ) ( ) ( )( )2 ,
xD f Bf x M f xδ δ′ ≤ ⋅  

其中 2 1 2M c c CC′= 。证毕。 
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