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摘  要 

本文回顾了 a
bC 的定义并且由简单的定义出发，采用初等办法证明了其一些基本性质以及一些整除性质，

在最后，本文将提出证明费马小定理(Fermat’s Little Theorem)的一种证明办法。 
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Abstract 

This article revises the definition of a
bC  and, starting from a simple definition, uses elementary 

mathematics to prove some of its basic properties as well as certain divisibility properties. In the 
final part, this article proposes a method to prove Fermat’s Little Theorem. 
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1. 引言 

组合数学是一门研究离散对象的科学，根据传说，其最早可以追溯到四千多年以前，最古老的组合

数学问题是幻方问题，在大约 2200 年以前我国先民就已经独立发现了三阶幻方。中国历史在组合数学上

最重要的进步之一是北宋数学家杨宪在其书《释锁算书》中提出了著名的杨宪三角(又称帕斯卡三角)，其

中的第 n 行对应着 ( )na b+ 展开后的系数，可以说，中国的组合数学曾比西方发达 500 余年。 
在这篇文章中，我将先给出 a

bC 的代数意义，随后我将接受几个定义并且根据我的定义证明 a
bC 一定是

整数以及一些引理，再之后我将提出几个相关的定理并且予以证明。 
我将用初等的办法证明这些定理，这些定理的证明有些受到了[1]的启发，也有些是作者在过去学习

的时候偶然发现的。 
我在文章的最后一部分，将运用本文中讨论过的知识来证明费马小定理，证明的过程将会是简单易懂的。 
费马小定理指的是 pr r− 可以被 p 整除，其中 r 是任意的整数，p 为一个质数。 
这个定理最早在 1636 年由皮埃尔·德·费马(Pierre de Fermat)所发现，最早由数学家莱布尼茨(Gott-

fried Wilhelm Leibniz)和欧拉[2] (Leonhard Euler)给出证明。现在我们所熟知的利用模运算的方法[1]是由

数学家詹姆斯·艾沃里于 1806 年发现，后来又被数学家狄拉克雷(Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet)于
1828 年重新发现。 

2. 定义一 

( ) ( ) ( )1 2 1
!

a
b

a a a a b
C

b
⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − +

=


，其中 b 是 0 或者正整数，a 是正整数，b 不大于 a。 

接下来我们不要讨论 a
bC 的任何其他意义，只遵从此处的定义来代数地理解。 

3. 定义二 

接下来当我们称 a 是 b 的 n 重因子，就是在说 b 至多可以被 a 的 n 次方整除，其中 a，b 都是正整

数，n 是 0 或者正整数。 
特别地，如果说 1n = ，那么我们可以称 a 是 b 的单纯因子。 

4. 定义三 

设 m 个不同的正整数 1 2 3, , , , mi i i i 以及另一个正整数 k，我们设 1m 表示在序列 1 2 3, , , , mi i i i 中 k 至少作

为单纯因子的次数； 2m 表示在序列 1 2 3, , , , mi i i i 中 k 至少作为二重因子的次数；5 表示在序列 1 2 3, , , , mi i i i

中 k 至少作为三重因子的次数；……以此类推。 
并且我们定义 k 作为 1 2 3 mi i i i⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的因子的程度为 1 2 3m m m m= + + +，显然 m 为正整数或 0。 
为了更好地理解这个定义，让我试举一例： 
设 m 个不同的正整数 3,5,25,125,310以及另一个正整数 5，此时很显然，根据定义一，5 分别是

3,5,25,125,310的 0 重因子，单纯因子，二重因子，三重因子，单纯因子。 
所以此时 5 至少作为序列3,5,25,125,310中的单纯因子的次数 1 0 1 1 1 1 4m = + + + + = 。 
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而 5 至少作为序列3,5,25,125,310中的二重因子的次数 2 0 0 1 1 0 2m = + + + + = 。 
而 5 作为序列 3,5,25,125,310中的三重因子的次数 3 0 0 0 1 0 1m = + + + + = 。 
我们可以知道 3 4 5, , ,m m m 皆为 0，所以根据定义 5 作为 3 5 25 125 310 14531250⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 的因子的程度为

4 + 2 + 1 = 7。 
事实上我们如果充分理解了以上的过程就应该不难明白如果 k 作为 1 2 3 mi i i i⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的因子的程度为 m，

这实际上等价于在说 k 是 1 2 3 mi i i i⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的 m 重因子。 

5. 引理一 

任意 a N +∈ 个连续的正整数之积皆可以被 !a 整除(这等同于证明我定义一中的 a
bC 一定是整数)。 

证明：让我们设 t 为一个正整数，此时序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 就是 n N +∈ 个连续的正整数且我们

另外要求 n 不等于 1 (任何一个正整数都显然可以被 1！整除，所以说这样做仍然不失去本引理的一般性)。 
让我们任取一个小于等于 n 的质数 p (这是一定能取到的因为 n 至少为 2)，并且让我们令 

1m 表示在序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中 p 至少作为单纯因子的次数； 

2m 表示在序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中 p 至少作为二重因子的次数； 

3m 表示在序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中 p 至少作为三重因子的次数。 
以此类推。 
现在再让我们考虑序列1,2,3, , n ，让我们令 

1s 表示在序列1,2,3, , n 中 p 至少作为单纯因子的次数； 

2s 表示在序列1,2,3, , n 中 p 至少作为二重因子的次数； 

3s 表示在序列1,2,3, , n 中 p 至少作为三重因子的次数。 
以此类推。 
我们可以很明白地看到 p 作为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3t t t t n+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + 的因子的程度为 1 2 3m m m m= + + +，而

p 作为1 2 3 !n n⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 的因子的程度为 1 2 3s s s s= + + +，并且由 p 是一个小于等于 n 的质数这个性质，

我们可以确保 m 和 s 是正整数。 
因为 p 作为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3t t t t n+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + 的因子的程度为 1 2 3m m m m= + + +，所以在序列

1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中可以被 p 整除的整数个数不小于 1m 。 

现在在序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中一定能选出 1, 2 , 3 , ,t p t p t p t s p+ + + + 这些数，因为在

1,2,3, , n 中一定有
n
p

 
 
 

个数可以被 p 整除，从而1,2,3, , n 中 p 至少作为单纯因子的次数 1s 一定不大于

n
p

 
 
 

，即 1
ns
p

 
≤  
 

。而我们又知道
n n
p p

 
≤ 

 
，故我们终得 1s p n≤ ，即证在序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中一

定能选出 1, 2 , 3 , ,t p t p t p t s p+ + + + 这些数。
n
p

 
 
 

意为
n
p
向下取整。 

既然在序列 1, 2, 3, ,t t t t n+ + + + 中一定能选出 1, 2 , 3 , ,t p t p t p t s p+ + + + 这些数，我们也能看出每

个从 t kp+ 到 ( )1t k p+ + 的区间( 10,1, 2, , 1k m= − )内至少有一个数可以被 p 整除，因此这也就意味着

1 1s m≤ 。 
类似地我们可知 2 2 3 3, ,s m s m≤ ≤   
进而我们就得出了 s m≤ 。这也就意味着 !n 的每个质因子都是 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3t t t t n+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + 的因子，

于是我们得到了 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3t t t t n+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + 可以被 !n 整除。 
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6. 引理二 

设
BA I
C
⋅ = ，其中 A，B，C 和 I 皆是整数且 A 和 C 互质，那么 I 可以被 A 整除。 

证明：这个引理的证明是很简单的，我们只需要将等式的两边同时乘以 C，得到 A B I C⋅ = ⋅ ，随后再

同时除以 A，我们得到 
I CB

A
⋅

=  

因为 C 与 A 互质且 B 又由给定条件知一定是一个整数，所以说 I 可以被 A 整除。 

7. 引理三 

设
BA I
C
⋅ = ，其中 , ,A B C 和 I 皆是整数，如果 A 可以被 N 整除且 N 和 C 之间互质，那么 I 必定可以

N 整除。 
证明：这个引理的证明也是很简单的，由 A 可以被 N 整除我们可以知道 1A N A= ⋅ ， 1A 是另一个整数。 

此时我们就有 1A N B I
C
⋅ ⋅

= ，因为 I 是一个整数我们就能够知道 1A N B⋅ ⋅ 可以被 C 整除，而又因为 N

和 C 没有除了 1 以外的公因数，所以说 C 必然能够整除 1A B⋅ ，进而 I 必然有 N 作为其因子，这等价于 I
可以被 N 整除。 

8. 定理一 
2p i

pC + 可以被 p 整除，其中 p 是一个质数而 i 是 1 到 1p − 之间的任何自然数。 
证明： 
设

2p i
pC + ，p 为质数，且 i 是 1 到 1p − 之间的任何自然数。 

那么此时我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1

!
1 1 1 1

1 !

p i
p

p i p i p p p p i p
C

P
p i p i p p p i p

p
p

+
+ ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + − +

=

+ ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + − +
= ⋅

−

 

 

 

根据引理一，我们知道
2p i

pC + 一定是一个整数，而我们又发现 p 和 ( )1 !p − 没有除 1 以外的公因数，所

以说根据引理二，我们可以证明
2p i

pC + 可以被 p 整除。 
事实上，依照相似的道理，我们也可以证明

2kp i
pC + 可以被 k p⋅ 整除，k 是任意的正整数。 

9. 定理二 

设任意正整数 x，我们有

2
2 1
1

kx
kxx
x

C C
kx

−
−= ，其中 k 是另一个正整数。 

证明：因为
( ) ( ) ( )

( )

2
2

2 2 2
1

1

1 2 1

1 !

kx
kxx
x

kx kx kx xC k C
kx x

−
−

− ⋅ − ⋅ ⋅ − +
= ⋅ =

−



 

所以由定理二我们显然可知
nx

xC 可以被 1nx − 整除，我们只需要令 2nk x −= 。 

10. 定理三 

设 n 为一个正整数，那么我们有
( )1 1 1 1

1 2 1

1 2 2 1

1
!

nn n n n
n n

n n n n
n n

nC C C C
nC C C C

+ + + +
−

− −

+⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅



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证明：因为 

( )
( )

1

1 1 1 1
1 2 1 2

1 !

1! 2! !

n

n n n n
n n

n
C C C C

n

−

+ + + +
−

+  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅





且
( )

( )

1

1 2 2 1 2

!

1! 2! 1 !

n
n n n n

n n
n

C C C C
n

−

− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ −  





 

进而

( )
( )

( )
( )

1

21 1 1 1
1 2 1

1
1 2 2 1

2

1 !

1! 2! !
!

1! 2! 1 !

n

n n n n
n n

n n n n n
n n

n

nC C C C
C C C C n

n

−

+ + + +
−

−
− −

+  
⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ −  








 

化简得
( )1 1 1 1

1 2 1

1 2 2 1

1
!

nn n n n
n n

n n n n
n n

nC C C C
nC C C C

+ + + +
−

− −

+⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅




。 

11. 定理四 

设 1 2, , , ,rn n n n 和 r 皆为正整数，那么我们有 

( )
1 1 2 1 2

1 2 3
1 2 1 2

!
! ! ! !

r
r

n n n n n n n n nn
n n n n

r r

nC C C C
n n n n n n n

− − − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
− − − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅





 

，其中
1

r

i
i

n n
=

≥ ∑ 。 

证明： 
因为 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

1 1 2 1 2
1 2 3

1 1 2 1 2 1

1 1 1 2 2 1 2 3 3 1 2 3

1 2 1 2

! ! !!
! ! ! ! ! ! ! !

!
! ! ! !

r
r

n n n n n n n n nn
n n n n

r

r r

r r

C C C C

n n n n n n n n nn
n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n
n n n n n n n

− − − − − − −

−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− − − − − − −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− ⋅ − − ⋅ − − − ⋅ − − − − − ⋅

=
− − − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅











 

 

写到这里，顺便提一下，如果
1

r

i
i

n n
=

= ∑ ，那么
1 2

!
! ! !r

n
n n n⋅ ⋅ ⋅

可以被记作
1 2, , , r

n

n n n

 
 
 

 

12. 定理五 

设 p 是一个质数且1 a N p+< ∈ < ，那么 p
aC 可以被 p 整除。 

证明： 

我们先来证明 11
n n
a a

n aC C
a +
−

⋅ =
+

，其中 n 是一个正整数且1 a N n+< ∈ < 。 

事实上，我们根据定义一，就有
( ) ( ) ( )1 2 1

!
a
b

a a a a b
C

b
⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − +

=


，进而： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1
1 2 1

! 1
1 2 1

1 !

n
a

n
a

n aC
a

n n n n a n a
a a

n n n n a n a
a

C +

−
⋅

+
⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − + −

= ⋅
+

⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅ −
=

+

=





 

所以，当我们取 n p= 时，我们先观察 1a = 时的情形，我们知道 1
pC p= 所以 1

pC 显然可以被 p 整除，
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而我们又知道 1 2
1

2
p ppC C−
⋅ = ，那么根据引理一，我们明白 2

pC 是整数，而我们又明白 p 可以整除 1
pC 且 p

和 2 互质，那么根据引理三，我们就能明白 2
pC 必然可以被 p 整除。依照同样的道理，由 2 3

1
3

p ppC C−
⋅ = 就

可以证明 3
pC 可以被 p 整除。 

如此递推下去，我们就可以证明 p
aC 可以被 p 整除，其中1 a N p+< ∈ < ，p 是一个质数。 

事实上我们由这个定理，再意识到： 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
1

1 2 1 1 2
1 ! 1! !

! 1 !

p p
a a

p p p p a p p p a
pC Ca a

p p a p a p a p a p a

−
⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − + − ⋅ − ⋅ ⋅ −

−
= = ⋅ = =

⋅ − − − − −

 

 

就可以发现 1p
aC − 可以被 p a− 整除。 

13. 定理六(二项式定理) 

设 x 为任意实数，n 为一个正整数，那么我们有 ( )
0

1
nn n k

k
k

x C x
=

+ = ⋅∑ 。 

证明：我们将采用数学归纳法，不过在此之前为了流畅，先证明 1
1

n n n
r r rC C C +

−+ = ，其中 n 是一个正整

数，而 r 是一个正整数且 0 r n≤ ≤ 。 

由
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1
1

! 1 1! !
! ! 1 ! 1 ! ! 1 ! ! 1 !

n n n
r r r

n n r r nn nC C C
r n r r n r r n r r n r

+
−

− + +  + + = + = = =
⋅ − − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ + −

！
，即得。 

现在，因为显然在 1n = 时我们有 1 1
0 11 x C C x+ = + ⋅ ，让我们假设 ( )

0
1

rr r k
k

k
x C x

=

+ = ⋅∑ ，对某正整数 r 成

立，那么 ( ) ( ) ( )
11 1 1 1

0
0 0 0 0

1 1 1
r r r rr r r k r k r r k r k

k k k k
k k k k

x x x C x C x C C x C x
+

+ + + +

= = = =

   + = + ⋅ + = ⋅ + ⋅ = + ⋅ = ⋅   
   
∑ ∑ ∑ ∑ ，根据数学归

纳法，即证 ( )
0

1
nn n k

k
k

x C x
=

+ = ⋅∑ 对任何实数 x 以及正整数 n 成立。 

如果我们令
ax
b

= ，随后再在等式两边乘以 nb ，那么我们就可以得到 ( )
0

nn n n n k
k

k
a b C a b −

=

+ = ⋅ ⋅∑ 。 

如果我们令 1x = ，那么我们就可以发现
0

2
n

n n
k

k
C

=

= ∑ 。如果说再令 n p= ，p 是一个质数， 

那么我们可以发现
1

1
2 2

n
p n

k
k

C
−

=

− = ∑ ，再根据定理五，我们就能知道等式的右边可以被p整除，从而 2 2p −

可以被 p 整除。可以认识到这实际上是费马小定理的特殊情况。这实际上给了我们一种启发，是否我们

能参考定理五和定理六的证明的过程来证明费马小定理。 

14. 定理七(费马小定理) 

设 r 是一个整数，p 是一个质数，那么根据费马小定理(Fermat’s Little Theorem)，就有 pr r− 可以被 p
整除。 

现在让我们仔细回顾一下定理五和定理六，我们会发现，我们可以根据如下的步骤来证明费马小定理。 

1) 让我们先证明
1 2

!
! ! !r

p
n n n⋅ ⋅ ⋅

是一个正整数且可以被 p 整除， 1 2, , , rn n n 都是不等于 p 的非负整数

且满足条件 1 2 rn n n p+ + + = ，r 是一个正整数，p 是一个质数。 

2) 之后我们来证明多项式定理，并且通过多项式定理证明
1 2 1 2

!
! ! !r

p

n n n p r

pr
n n n+ + + =

=
⋅ ⋅ ⋅∑





，其中 r 是
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正整数，p 是质数， 1 2, , , rn n n 是非负的整数。 
3) 最后我们再结合 1)和 2)，就可以由 r 是一个正整数， 1 2, , , rn n n 都是非负的整数且均不等于 p，

知道等式
1 2 1 2

!
! ! !r

p

n n n p r

pr r
n n n+ + + =

− =
⋅ ⋅ ⋅∑





的右边必然可以被 p 整除，进而等式的左边也可以被 p 整除。 

而虽然此时的 r 是正整数，但这丝毫不影响在 r 为整数的时候费马小定理还是成立的，因为显然如

果 pr r− 可以被 p 整除，那么 ( ) ( ) ( )ppr r r r− − = − − − 也可以被 p 整除，再加上 0 又能被任何非零的整数

整除即可。对于 2p = 的情形，我们只需要记得 ( ) 21r r r r+ ⋅ = + ， 2r r+ 必然可以被 2 整除，因为很明白

两个连续的整数中必然有一个是偶数。 
证明 1)：我们只需要回忆起定理四就可以发现 

1 1 2 1 2 1
1 2 3

1 2

!
! ! !

r
r

p n p n n p n n np
n n n n

r

pC C C C
n n n

−− − − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅







，
1

r

i
i

p n
=

= ∑ 。 

因为等式的左边根据引理一我们知道是正整数之间的乘法，所以他们的乘积依然是正整数，进而等

式的右边必然是一个正整数。 

现在又由
( ) ( )1 2 1 2

! !
! ! ! ! ! 1 ! ! 1 ! 1 ! !

i

i s r s i s r

np p
n n n n n n n n n n n

⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅     

，其中 s 和 r 为不

同的正整数且1 ,s i r≤ ≤ 。 
所 以 我 们 只 需 要 选 取 1 2 3 41, 1, 0rn p n n n n= − = = = = = 时 ， 我 们 就 能 够 得 到

1 2

!
! ! ! ! !i s r

p p
n n n n n

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

，其必然可以被 p 整除，从而再结合引理三，我们就证明了 1)。 

证明 2)：如果我们采用组合数学中的方法来证明多项式定理那定然很好，在很多书中[3]也有证明，

不过这里我还是希望使用数学归纳法来证明多项式定理。 

我们往证(多项式定理) ( ) 1 2

1 2
1 2 1 2

1 2

!
! ! !

r

r

k n n n
r r

n n n k r

ka a a a a a
n n n+ + + =

+ + + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅∑



 



 

其中 1 2, , , ra a a 是实数， 1 2, , , rn n n 和 k 是不为负的整数。 
对于 2k = 的情形，多项式定理将退化为二项式定理，我们已经讨论过了。 
让我们假设有某大于等于 2 的正整数 1t − ，在 1r t= − 时我们有 

( ) 1 2 1

1 2 1
1 2 1 1 2 1

1 2 1

!
! ! !

r

r

k n n n
r r

n n n k r

ka a a a a a
n n n

−

−

− −
+ + + = −

+ + + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅∑



 



 

那么对于 ( )1 2 1
k

r ra a a a−+ + + + ，我们由 

( )
( )

( )
( )

1 2

1 2 1

1 2

1 2

1 2 1

1 2 1

0 1 2 1

1 2
1 2

!!
! ! ! ! !

!
! ! !

r

r r r

r

r

k
r r

k
r r

k
n n nr

n n n n k nr r r

n n n
r

n n n k r

a a a a

a a a a

k nk a a a
n k n n n n

k a a a
n n n

−

−

−

= + + + = − −

+ + + =

+ + + +

= + + + +  
 −

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ 

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

∑ ∑

∑

















 

即证多项式定理。 

现在，我们只需要取 1 2 1ra a a= = = = ，那么我们就有
1 2 1 2

!
! ! !r

k

n n n k r

kr
n n n+ + + =

=
⋅ ⋅ ⋅∑





 

接下来，只需要取 k p= ，p 是一个质数，然后我们遵照 3)中的说明，证明费马小定理。 
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一个非常显然的推论是如果 r 不等于 p，那么根据引理三，我们有 1 1pr − − 可以被 p 整除。 

15. 结语 

本文主要用代数方法讨论了 a
bC 的诸多性质，最后我给出了一种办法证明费马小定理，这是在初等数

论中极为重要的定理，它被广泛运用尤其是密码学当中。我的这种办法的优点在于是极便于理解的，学

生不必学习同余和模运算的知识就能够了解证明费马小定理的办法，可是一个不可避免的缺点是，这种

证明办法会比利用同余知识的办法的显得复杂一些，尽管过程都是初等的。 
事实上，由代数方法我还能得出 a

bC 的一些其他性质，读者大可以参照这里的思路进行研究。 
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