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摘  要 

抽象思维能力是数学素养的一个重要方面，它不仅是解决数学问题的核心能力，也是学生进行科学研究

与创新的基础。《高等代数》作为高中《代数》的进阶，具有高度抽象性。因此，在《高等代数》课程

中如何培养抽象思维能力，使学生实现高中到大学学习的顺利过渡是值得研究的课题。本文分析了《高

等代数》中抽象性思维四个方面的体现，并从抽象概念的理解、逻辑推理的训练、推广与类比、可视化、

解决问题、以及探索与创新等方面给出了抽象性思维培养的途径和方法。 
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Abstract 
Abstract thinking ability is an important aspect of mathematical literacy. It is not only a core com-
petence for solving mathematical problems but also the foundation for students’ scientific research 
and innovation. As a progression from high school Algebra, Advanced Algebra is highly abstract. 
Therefore, how to cultivate abstract thinking skills in the Advanced Algebra course to facilitate a 
smooth transition for students from high school to university learning is a worthy topic of research. 
This paper analyzes several aspects of abstract thinking in Advanced Algebra and provides ap-
proaches and methods for cultivating abstract thinking from the perspectives of understanding ab-
stract concepts, training logical reasoning, generalization and analogy, visualization, problem-solv-
ing, and exploration and innovation. 
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1. 引言 

数学素养通常指个体在日常生活、学习和工作中运用数学知识和技能的能力。它不仅仅包括对数学

概念、方法和技巧的理解，还涉及将这些知识运用到实际问题中的能力。数学素养的内涵通常包含了数

学知识、数学思维、数学方法、数学思想、数学技能、个性品质等多个方面的内容。对数学学科教育而

言，核心素养包括：数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、数学运算和数据分析[1]。这些核心素

养既相对独立、又相互交融，是一个有机的整体。 
抽象思维能力是指个体从具体的经验和信息中提取出一般性规律和概念的能力。这种能力使人能够

在面对新的、未知的问题时，识别出关键因素并进行有效推理。具体而言，抽象思维不仅仅是对具体事

物的简单归纳，而是将主观经验转化为能够适用于更广泛情境的客观概念。在培养数学核心素养中，抽

象思维起着十分重要的作用，图 1 展示了抽象思维在数学素养培育中的中心地位。 
抽象思维是形成数学概念的基础，帮助学生从具体实例中概括出数学规律，使学生有效地将实际问

题转化为数学问题，并找到解决方案；抽象思维是逻辑推理的前提，有助于学生理解和应用数学证明和

逻辑推理；抽象思维使学生能够从现实世界中提取数学模型，应用于更广泛的情境，如在数据分析时识

别数据中的模式和趋势，进行概括和预测；抽象思维与直观想象相辅相成，直观想象可以帮助学生在抽

象思维过程中形成视觉或空间上的直观理解；抽象思维有助于学生理解运算规则的本质，提高运算技能

和策略的灵活性；抽象思维能力使学生能够准确地用数学语言表述数学思想和数学结论。 
《高等代数》课程是数学专业的重要基础课程，也是数学素养的核心课程[2]，它不仅涉及一系列抽

象的数学概念和理论，还需要学生具备较强的抽象思维能力。这种能力不仅是解决数学问题的基础，也

是理解和应用人工智能算法的关键。人工智能(AI)技术的发展要求学生具备更高层次的逻辑思维和抽象

能力，以便在复杂的数据分析和模型构建中能够灵活应对[3]。 
 

 
Figure 1. The central role of abstract thinking in cultivating mathematical literacy 
图 1. 抽象思维在数学素养培育中的中心地位 

 
《高等代数》这门课程开设在大学第一年，是高中学习方法向大学学习方法转变的时期。其内容的

高度抽象性要求学生具备较强的抽象思维能力。因此，探讨如何有效地在《高等代数》课程中培养学生

的抽象思维能力，具有重要的实际意义[4] [5]。 
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2. 高等代数中抽象思维的体现 

《数学的美与理》一书中明确指出，数学区分于其他学科的明显特点有三个：第一是它的抽象性，

第二是它的精确性，第三是它的应用极端广泛性[1]。高等代数作为数学专业的基础课程，具有更加高度

的抽象性。 

2.1. 数学概念的抽象化 

《高等代数》中引入了一系列抽象概念，如线性空间、线性变换、线性相关与线性无关等。这些概

念并非具体的数字、图形或特定的对象，而是对数学对象的高度概括和抽象。例如，线性空间的定义不

依赖于元素的具体类型，可以是数字、多项式、向量、矩阵或变换等。这要求学生不仅要理解概念的直

观意义，还要能够严格地、形式化地处理它们。 

2.2. 数学表达的符号化 

在高等代数的学习中，具体实例(如多项式、向量)通常是理解抽象概念的起点，而符号化则有助于将

这些具体实例上升到更抽象的层次。符号化是指使用符号(如字母、运算符、数学符号等)来表示数学对象

及其关系，如特征方程、矩阵的满秩分解等。通过符号化，复杂的代数表达式和运算可以更简洁地表示，

同时这种数学表达具有普遍性，使得我们能够在更高的抽象层次上进行思考，也能够适用于各种特定情况。 

2.3. 逻辑推理的抽象化 

逻辑推理是理解和构建代数理论的基础。高等代数中的逻辑推理建立在公理化方法的基础上。通过

一组公理、定义(基本假设)出发，推导出一系列定理和性质，这种方法具有严谨的逻辑性，有助于建立坚

实的理论基础。逻辑推理要求学生能够识别和理解不同数学概念和知识板块之间的联系，例如，矩阵和

线性变换的对应，特征值和特征向量与线性变换的不变子空间的关系。 

2.4. 代数结构的抽象化 

《高等代数》涉及的代数结构(如数域、线性空间)本质上是面向数学对象与运算关系的抽象描述，强

调对象的内在结构和它们之间的关系。例如，线性空间的研究不仅关注向量本身，还关注加法和数乘运

算、如何在这个空间中定义子空间、和空间以及直和分解等问题。《高等代数》中，代数结构的抽象化是

从具体的实例中提炼出一般性的理论，这一过程不仅帮助我们理解代数结构的内在性质，还为解决实际

问题提供了强有力的工具，促进了数学的统一性和广泛性。 

3. 高等代数中抽象思维能力的培养 

 
Figure 2. Six major approaches to cultivating abstract thinking in t advanced algebra 
图 2. 高等代数中培养抽象思维的六大途径 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.1411387


胡建华 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.1411387 182 理论数学 
 

抽象思维能力并不是一种与生俱来的技能，良好的抽象思维需要经过系统地训练。图 2 给出了在《高

等代数》课程中培养抽象思维的六大途径以及具体的方法。 

3.1. 从抽象概念的理解中提高抽象思维能力 

抽象思维的起点是对抽象概念的深刻理解。概念的学习是基础，内化是将学习到的概念内化为自己

的思维模式，并通过重复和实践加深理解。许多高等代数的核心概念，如线性空间、线性相关、不变子

空间和直和等，具有高度的抽象性。因此，学生需要在学习过程中善于抓住这些概念的本质，深入理解

它们的性质及相互关系。如向量组线性相关的定义本质是零向量可以被此向量组非平凡表示出来，说明

其中至少有一个向量可以用其余向量的线性组合表示。这一理解不仅帮助学生在解决具体问题时进行准

确判断，也让他们意识到向量之间的依赖关系。又如线性空间定义中零元 o 的本质是在加法运算下，与

任意元α 都满足 oα α+ = ；α 的负元的本质是空间中满足 oα β+ = 的向量 β 。这种对零元和负元本质的

理解是学习线性空间的重要基础。 
为了更具体地说明抽象概念的内涵，举个简单的例子：实数域上的全体正实数V +=  ，在加法与数

量乘法定义α β αβ⊕ = ， kk α α= 下构成线性空间，V 中的零元是 1，而正数α 的负元为 1α− 。这个例子

中，数字 1 承担了零元的角色，即 1o = ，而每个正数α 的“负元”并不是我们直观理解上的负数，而是

它的倒数 1α− ，即 1α α− = − 。由此看出，高等代数中概念的抽象不再局限于我们熟知的形式，给理解概念

增加了难度，只有抓住本质，才能有效地掌握这些抽象概念，并将其应用于更复杂的问题解决中。 

3.2. 从逻辑推理训练中提高抽象思维能力 

逻辑推理是抽象思维的核心。高等代数的内容建立在公理化的方法之上，通过这种系统化的逻辑结

构形成了一套严谨的知识体系。在高等代数的学习过程中，逻辑推理的训练贯穿始终，以帮助学生逐步

掌握抽象概念并提高思维能力。在教学中的具体策略有： 
1) 归纳推理：训练学生从特殊到一般的推理过程，如高等代数中的第二归纳法。 
2) 演绎推理：练习从一般到特殊的推理，如线性空间的维数公式，应用到具体的 n 维向量空间，就

可以用来证明矩阵的秩的不等式。 
3) 因果推理：分析命题之间的因果关系，建立不同因素之间的逻辑联系。高等代数中有很多等价命

题，如直和的判定条件、正定矩阵的充要条件等，学生通过这些充分必要条件的证明，可以更好地掌握

因果推理的技巧，提升逻辑思维能力。 
4) 错误分析：提供错误示例，展示一些常见的逻辑错误让学生识别，鼓励学生分析这些错误的原因，

并讨论如何避免。 
5) 逆向推理练习：针对高等代数中一些结论，给学生反向设计一些结论，让学生判断结论是否正确，

或推导结论正确的条件，并加以证明。 
6) 推理过程反思：鼓励学生反思自己的推理过程，识别其中的逻辑跳跃和不合理的假设。 
例如线性空间 V，它是在给定数域 P 的基础上，对集合 V 赋予加法和数乘运算，且满足加法交换律、

数乘分配律等八大条性质。这些性质的确立并不是随意选择的，而是通过逻辑推理所形成的严密框架。

在线性空间的八大基本性质中，加法的交换律并不是绝对必要的，它可以通过其他七条性质严格推导出

来： , Vα β∀ ∈ ，比较 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 α β α β α β α β α β+ + = + + + = + + +                        (1) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1α β α β α α β β α α β β+ + = + + + = + + + = + + +                (2) 
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从而有α β β α+ = + ，即加法交换律成立。这一过程不仅展示了代数运算内在的逻辑关系，也强调了逻

辑推理在抽象思维中的重要性。 
此外，逻辑推理的训练还体现在对反例和特殊情况的分析上。学生在学习过程中，常常需要构造反

例来验证某一命题是否成立，或通过特殊情况来简化问题。这种方法不仅促进了对理论的深刻理解，还

培养了学生的批判性思维能力，使他们能够从多个角度看待问题，避免思维的局限。 

3.3. 从推广和类比中提高抽象思维能力 

推广是将特定问题或概念扩展到更普遍情境的过程，而类比则是在不同概念之间寻找相似之处，以

帮助理解新的概念。在高等代数中，许多概念和理论的形成依赖于这种推广与类比的思维方式。这种方

法不仅丰富了代数的内涵，还帮助学生更深入地理解不同代数结构之间的关系。许多高等代数的概念最

初源于具体实例，随后逐渐推广到更一般的情形。例如，多项式代数、向量代数和矩阵代数都属于具体

的代数系统，通过挖掘这些系统的共同性质，形成了更为一般的代数结构。这种推广不仅使代数结构的

定义更加广泛，也使它们能够应用于更复杂的数学问题。 
此外，高等代数中的不同代数结构之间存在着深刻的联系。通过类比，学生能够理解这些结构之间

的相似性和不同。例如，对称矩阵和反对称矩阵性质、方阵的性质和线性变换性质、矩阵的三大等价关

系等。同构概念的引入进一步促进了代数结构之间的类比。通过研究不同结构之间的同构关系，学生能

够看到不同代数结构在某些方面的相似性。两个同构的线性空间意味着它们在结构上是“一样的”。这

样的类比不仅简化了复杂的代数问题，也为理论的发展提供了新的视角。 

3.4. 从可视化角度提高抽象思维能力 

 
Figure 3. An example of the non-commutativity of matrix multiplication 
图 3. 矩阵乘法交换律不成立的示例 

 
可视化是理解抽象概念的重要工具，通过图形和可视化工具表达抽象概念，可以帮助学生在直观理

解与抽象思维之间建立联系。在 AI 时代，教育正朝着智能化转型。借助 AI 驱动的思维导图工具，如
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GitMind AI 工具，可以迅速将简短的文字输入转化为思维导图，帮助学生理解和记忆复杂概念，同时构

建知识框架，关联不同知识点，并进行整合与总结。Immersive Math 网站(https://immersivemath.com)提供

了一个创新的数学学习平台，专注于通过互动和可视化的方式增强学生对线性代数概念的理解。该网站

提供各种互动工具和软件，帮助学生在实践中掌握数学概念，特别是在代数和几何等领域。通过图形、

动画和互动模拟，复杂的数学概念得以直观地呈现，使学生更容易理解和吸收。以二阶方阵为例，图 3 展

示了矩阵乘法的交换律不成立的现象，其中 R，S 分别表示两个 2 阶方阵[6]。 
这种可视化方式为抽象的代数结构提供了直观的支持，使学生能够在思考的过程中将抽象的符号与

具体的几何图形相结合，从而加深他们的理解。在这种学习过程中，学生不仅能够看到数学操作的直观

效果，还能更深刻地领会到各种数学概念之间的内在联系。 

3.5. 从解决问题中提高抽象思维能力 

解决问题的过程本身就是对抽象思维的锻炼。高等代数中的许多问题并不是单纯的计算，而是需要

学生运用抽象思维去解决的复杂问题。通过解决这些问题，学生可以在实践中锻炼自己的抽象思维能力。

举例如下： 
设有 n 个人以及 m 首歌曲，n m> ，假定每人至少听了一首歌。请说明:这 n 人中必存在甲乙两组人，

甲组人听过的音乐种类与乙组人听过的音乐种类相同。 
先将这个问题数学化。将这 m 首歌曲依次编号为1,2, , m ，记 1ija = 表示第 i 人听过第 j 首歌， 0ija =

表示第 i 人没听过第 j 首歌，则和 1 1m
ijj a

=
≥∑ 。记 i 个人听过歌曲的情况为 ( )1 2, , , m

i i i ima a aα = ∈  ，由

于 n m> ，则 1 2, , , nα α α 线性相关，存在一组不全为零的数 1 2, , , nk k k 使得 

1 1 2 2 0n nk k kα α α+ + + =                                 (3) 

将其改写成 

1 1 2 2 1 1 2 2r r s sj j j j j j l l l l l lk k k k k kα α α α α α+ + + = + + +                       (4) 

其中
1 2
, , ,

rj j jk k k 为 1 2, , , nk k k 中的正数，
1 2
, , ,

sl l lk k k 为 1 2, , , nk k k 中的负数，这样，只需取甲组为第

1 2, , , rj j j 人，乙组为第 1 2, , , sl l l 人，甲乙两组所听曲目种类相同。 
上例中，我们展示了如何通过将复杂的实际问题转化为数学模型，并利用向量组的线性相关性进行

推导，得出了所需的结论。这一过程不仅突显了问题解决的逻辑结构，也说明了抽象思维在实际应用中

的重要性。 

3.6. 从探索和创新中提高抽象思维能力 

高等代数的学习不仅仅是对已有知识的掌握，更是探索和创新的过程。鼓励学生在学习中主动探索，

比如尝试自己构建新的代数结构或推导新的定理，可以极大地激发学生的创造力和抽象思维能力。比如，

已知实数域，在普通的加法和乘法下，全体正实数 + 是不构成线性空间的，学生可以尝试探索在什么情

况下 + 也能构成线性空间；或者探索多项式的带余除法怎么用计算机编程实现；再如思考矩阵的特征值、

特征向量中“特征”这个词的含义。其次鼓励学生提出自己的猜想和证明，即使这些猜想可能是错误的，

也能够激发他们的思考和探索。在这些探索过程中，学生不仅要运用已有的知识，还要不断思考如何将

这些知识应用于新的情境中，从而培养出独立思考和创新的能力。 

4. 教学案例 

本节将以高等教育出版社的《高等代数》(第五版) [7]中线性空间 V 的定义设计教学案例，展示在高

等代数教学中传授知识的同时培养学生的抽象思维能力。由于篇幅原因，我们只给出框架(图 4)。 
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在这个教学框架中，通过观察向量、矩阵和多项式的加法、乘法以及数乘运算及其运算规律，引导

学生抓住研究对象的共性，从而抽象出线性空间的定义；通过对常见线性空间、特例与反例的演绎，加

深学生对线性空间定义的理解；同时，利用类比方法探索不同线性空间之间的关系，通过因果推理推导

出基本运算性质来加强学生的逻辑训练。此外，鼓励学生思考八大运算律的必要性，以培养他们的创新

思维，并通过具体证明和课堂练习来增强学生的逻辑推理能力。 
 

 
Figure 4. Teaching design framework for the definition of linear space V 
图 4. 以线性空间 V 的定义为例的教学设计框架 

 
通过本次教学，学生不仅掌握了线性空间的基本概念和运算性质，还充分锻炼了抽象思维能力。大

部分学生表示，通过观察具体的数学对象和运算，他们对线性空间有了初步的直观理解，为抽象出线性

空间的定义奠定了基础，并将抽象概念与已有知识联系起来。在寻找反例和特例的过程中，尽管学生面

临挑战，但这一过程帮助他们更深入地理解了线性空间的定义。学生普遍认为，利用类比和因果推理推

导运算性质是一种有效的学习方法，能更好地理解线性空间的运算特性。在教学中，学生对开放性问题

表现出极大的兴趣，并认为这有助于培养他们的创新思维。在进行课堂练习时，学生普遍对抽象问题感

到困难，但通过解决这些问题，他们的逻辑推理能力得到了提升。大多数学生认为错误分析是学习过程

中不可或缺的一部分，有助于他们从错误中吸取教训，并加深对概念的理解。根据学生的反馈，这样的

教学设计不仅符合他们的学习特征，而且有效。 
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5. 总结 

抽象思维的培养对于学习高等代数至关重要，这不仅有助于学生深入理解高等代数的概念和理论，

还能提升他们解决复杂数学问题的能力。在人工智能时代，抽象思维技能变得愈发重要，因为这些技能

与算法设计、数据分析和机器学习等领域的核心能力息息相关。通过对抽象概念的理解、逻辑推理的训

练、推广与类比、图形与可视化的应用、问题解决的实践以及鼓励探索与创新，学生的抽象思维能力能

够得到全面发展。这不仅有助于他们在数学领域的深入学习，也为他们在其他学科及生活中的思考奠定

了坚实基础。 
在未来的教学中，我们将继续探索更多培养学生抽象思维能力的方法，并将其融入高等代数的教学

中。同时，鼓励学生在解决实际问题时应用这些能力，以增强他们的数学素养和解决问题的能力。此外，

我们将根据学生的反馈和体验，持续调整和优化教学策略，以更好地适应不同层次学生的需求，并探索

如何在不同学科中整合抽象思维能力的培养，以促进学生在多个领域的思维发展。 
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