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摘  要 

文章提出一种新的算法，选用适当的初始值，则相应地得到贝努利数、多贝努利数以及富比尼多项式等

著名数和多项式。研究了该算法的原理，给出并证明了算法生成的无穷阶矩阵的第0列的显式计算公式，

以及第0列到第0行的逆变换公式以及生成函数的表示，它们可用于建立恒等式及封闭计算公式。作为应

用，得到有关这些著名数和多项式的一些封闭的计算公式以及恒等式。 
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Abstract 
A new algorithm for Bernoulli numbers, Poly-Bernoulli numbers and Fubini polynomials is given 
by using appropriate initial values in this paper. The principle of the algorithm is discussed, and the 
explicit formula for the 0-th column of the matrix generated by the algorithm, the inverse transform 
and their expression by generating funtions from the 0-th column to the 0-th row are given, which 
can be used to establish identities and closed formulae. As applications some identities and closed 
formulae for these famous numbers and polynomials are given. 
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1. 引言 

贝努利数在数学，特别是组合数学、数论中有很多重要的应用，如在幂和及zeta函数值的计算中。至

今一直有文章讨论它们的性质、各种推广及其各种应用[1]-[7]。富比尼多项式由于在组合数计算及无穷和

计算中有很多重要的应用，近年来得到很多人的研究[8]-[13]。 
在研究多zeta函数在非–正整数点处的值时，Akiyama和Tanigawa [6]，发现了一个可以用来计算贝努

利数的有趣算法，它类似于二项系数计算的帕斯卡三角方法，现被称为Akiyama-Tanigawa算法。算法如

下： 
给定初始行即第0行： 

0,0 0,1 0,2 0,
1 1 1, , , , , 1, , , , ,
2 3 1ka a a a

k
=

+
    , 

然后通过下列递推公式定义无穷阶矩阵的其它各行： 

 ( )( ) ( )1, , , 11 0, 0n m n m n ma m a a n m+ += + − ≥ ≥  (1) 

则无穷阶矩阵的第0列为贝努利数列，即  

0,0 1,0 2,0 ,0 0 1 2, , , , , , , , , ,n na a a a B B B B=    , 

这里 nB 是第n个贝努利数。部分计算结果原文显示如下图1： 
 

 
Figure 1. Akiyama-Tanigawa triangle 
图 1. Akiyama-Tanigawa 三角 
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Kaneko [7]研究了Akiyama-Tanigawa算法的原理，给出了无穷阶Akiyama-Tanigawa矩阵的第0列的显

式计算公式，并证明选用适当的初始值，利用Akiyama-Tanigawa算法则可以在无穷阶矩阵的第0列得到

贝努利数。另外Kaneko新定义了一种多贝努利数，并证明选用另外适当的初始值，利用同一算法，则可

以在无穷阶矩阵的第0列得到多贝努利数。 
Inaba [14]和Cereceda [15]分别讨论了Akiyama-Tanigawa算法及广义Akiyama-Tanigawa算法在整数幂

的超和研究中的应用。 
本文提出一种新的算法，它在初始行即第0行恒取1这种非常简单的情形下，则可以在算法生成的无

穷阶矩阵的第0列得到贝努利数。算法如下： 
给定初始行即第0行 ( )0, 1 0,1,2,ka k≡ = 

，然后通过下列递推公式定义无穷阶矩阵的其它各行： 

 ( ) ( ) ( )
2

1, , , 1
1

1 0, 0
2n m n m n m

m
a m a y a n m

m+ +

+
= + − ⋅ ⋅ ≥ ≥

+
 (2) 

若其中参数选择为 1y = ，则算法生成的无穷阶矩阵的第0列为  

0,0 1,0 2,0 ,0 0 1 2, , , , , , , , , ,n na a a a B B B B=    , 

即为贝努利数列。部分计算结果显示如下图2： 
 

 
Figure 2. Some calculation results using the new algorithm   
图 2. 新算法部分计算结果展示  

 
同样，通过选取合适的初始行即第0行，该算法也可以生成多贝努利数和富比尼多项式。 
本文研究了该算法的原理，并证明分别选用适当的初始值，该算法可以相应地生成贝努利数，多贝

努利数以及富比尼多项式等著名数和多项式。给出并证明了算法生成的无穷阶矩阵的第0列的显式计算公

式，以及第0列到第0行的逆变换公式及其生成函数的表示，而它们可用于建立恒等式及封闭计算公式。

作为理论的应用，得到有关这些贝努利数、多贝努利数、调和数以及富比尼多项式等著名数和多项式的

一些恒等式及封闭的计算公式。由于富比尼多项式可用于偏好排列总数组合数计算及无穷和的计算，故

本文的结果也可用于它们的计算及相关恒等式的建立。通过算法理论及应用实例将可看出本文的算法是

对已有算法的一种补充。 
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2. 算法理论及主要结果 
定理1  给定参数y的值，给定第0行 ( )0, 0,1,2,ka k = 

，由递推公式 

( ) ( ) ( )
2

1, , , 1
1

1 0, 0
2n m n m n m

m
a m a y a n m

m+ +

+
= + − ⋅ ⋅ ≥ ≥

+
 

逐行定义无穷阶矩阵的其它各行 ,n ma ，则 

 ( ) ( ) ( ),
0

1 1 1, 1
!

mm m
n m

k

ma s m k y c n k
m

−

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ +∑  (3) 

其中                       ( ) ( ) 0,
0

1 1: 1 !
1 1

n k k
k

k

n
c n k y a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 
∑  

证 对n进行归纳，当 0n = 时， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0,
0 0

0,
0

,
0

1 1 1, 1
!

11 11 1, 1 1 !
1! 1

11 11 1, 1 1 !
1! 1

1 11 1 !
! 1

mm m

k

m lm km k
k

l k

m mm k m k
k

k l k

mm k m k
m k

k

m s m k y c k
m

lm s m l y k y a
km k

lm s m l k y a
km k

m k y a
m k

δ

−

=

−

= =

− +

= =

− +

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅

+ +
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 

+ +
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 

+
= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+

∑

∑ ∑

∑∑

∑

右边

0,k =左边

，结论正确。 

假设结论对 1n − 时成立，而对n时， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

, 1, 1, 1

0
2 11 1

0

0
1

0

1
1

2
11 1 1, 1 1

!

1 2 1 2, 1 1
2 1 !

1 1 1 1, 1 1
!

1 1 2, 1 1
!

n m n m n m

mm m

k

mm m

k

mm m

k
mm m

k

m
a m a y a

m
mm s m k y c n k
m

m my s m k y c n k
m m

m m s m k y c n k
m
m s m k y c n k
m

− − +

−

=

+
+ − +

=

−

=

+
−

=

+
= = + − ⋅ ⋅

+
+

= + ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ − +

+ +
− ⋅ ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ − +

+ +

+
= ⋅ − + ⋅ + + ⋅ ⋅ − +

+
+ ⋅ − + + ⋅ ⋅ − +

∑

∑

∑

∑

左边

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0
1

0
1

0
1

1

1 1 1 1, 1 1
!

1 1 2, 1 1
!

1 1 1 1, 1 2, 1 1
!
1 1 1 1, 1 2, 1 1

!
1 1 1 1

!

mm m

k
mm m

k
mm m

k
mm m

k

m

m m s m k y c n k
m
m s m k y c n k
m

m m s m k s m k y c n k
m

m m s m k s m k y c n k
m
m m s m
m

+
−

=

+
−

=

+
−

=

+
−

=

+
= ⋅ − + ⋅ + + ⋅ ⋅ − +

+
+ ⋅ − + + ⋅ ⋅ − +

+
= ⋅ − + ⋅ + + + + + ⋅ ⋅ − +  

+
= ⋅ − + ⋅ + + + + + ⋅ ⋅ − +  

+
+ ⋅ − + ⋅ +

∑

∑

∑

∑

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,1 2,1 1

1 1 1 1, 2 2, 2
!

1 1 1 1,1 2,1 1
!

m

mm m

k

m m

s m y c n

m m s m k s m k y c n k
m
m m s m s m y c n
m

−

−

=

−

+ + ⋅ ⋅ −  

+
= ⋅ − + ⋅ + + + + + ⋅ ⋅ +  

+
+ ⋅ − + ⋅ + + + ⋅ ⋅ −  

∑
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由递推公式[16] [17] 

( ) ( ) ( )1, , 1 ,s m k s m k m s m k+ = − − ⋅  

及 

( )1,0 0s m + = ，若 1 0m + >  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

1 1 1, 1
!

1 1 1,0 1
!

1 1 1, 1 0
!
1 1 1, 1

!

mm m

k

m m

mm m

k
mm m

k

m s m k y c n k
m
m s m y c n

m
m s m k y c n k

m
m s m k y c n k

m

−

=

−

−

=

−

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ +

+
+ ⋅ − + ⋅ ⋅ −  

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ + +

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ + =

∑

∑

∑

左边

右边

，结论正确。故命题得证。 

定理2 给定参数y的值，给定第0行 ( )0, 0,1,2,ka k = 
，设 

( ) ( ) ( )
2

1, , , 1
1

1 0, 0
2n m n m n m

m
a m a y a n m

m+ +

+
= + − ⋅ ⋅ ≥ ≥

+
, 

则第0列的显式公式为 

 ( ),0 0,
0

1 11 !
1 1

n k k
n k

k

n
a k y a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 
∑  (4) 

证   由定理1，       ( ) ( ) ( ),
0

1 1 1, 1
!

mm m
n m

k

ma s m k y c n k
m

−

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ +∑  

其中                    ( ) ( ) 0,
0

1 1: 1 !
1 1

n k k
k

k

n
c n k y a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 
∑  

令 0m = ，则  

( ) ( ) ( ),0 0,
0

1 11,1 1 !
1 1

n k k
n k

k

n
a s c n k y a

k k=

+ 
= ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 

∑  

证毕。 
定理3  给定参数y的值，给定第0行 ( )0, 0,1,2,ka k = 

，设 

( ) ( ) ( )
2

1, , , 1
1

1 0, 0
2n m n m n m

m
a m a y a n m

m+ +

+
= + − ⋅ ⋅ ≥ ≥

+
, 

则 

 ( ) ( ), ,0
0

1 1 1, 1
!

mm m
n m n k

k

ma s m k y a
m

−
+

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅∑  (5) 

特别当 0n = 时， 

 ( ) ( )0, ,0
0

1 1 1, 1
!

mm m
m k

k

ma s m k y a
m

−

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅∑  (6) 

证  由定理 1         ( ) ( ) ( ),
0

1 1 1, 1
!

mm m
n m

k

ma s m k y c n k
m

−

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅ +∑  
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其中                    ( ) ( ) 0,
0

1 1: 1 !
1 1

n k k
k

k

n
c n k y a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 
∑  

再由定理2给出的第0列的显式公式 

( ),0 0,
0

1 11 !
1 1

n k k
n k

k

n
a k y a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + 
∑  

得到                                ( ) ,0nc n a= , 

故有                  ( ) ( ), ,0
0

1 1 1, 1
!

mm m
n m n k

k

ma s m k y a
m

−
+

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅∑  

特别当 0n = 时，得到第0列到第0行的逆变换公式 

( ) ( )0, ,0
0

1 1 1, 1
!

mm m
m k

k

ma s m k y a
m

−

=

+
= ⋅ − + + ⋅ ⋅∑  

命题得证。 
定理4  第0列确定的指数型生成函数与第0行确定的通常性生成函数之间的关系 

 ( ) ( )
( )

0
1 e

1 11 d
t

u

u y

t u u u
y u = ⋅ −

   = − ⋅ ⋅     
∫   (7) 

其中                          ( ) ,0
0

:
!

n

n
n

tt a
n

∞

=

= ∑ ， ( ) 0,
0

: k
k

k
u a u

∞

=

= ∑  

证 

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

,0 0,
0 0 0

0,
0 1

0,
0

0,
0

0

1 1: 1 !
1! 1 !

1 11 !
1 ! 1

e 1 1e 1 !
! 1
1e 1 e

1
1e

1

n nn k k
n k

n n k

n
k k

k
k n k

kt
kt k

k
k

kt k t
k

k

t

nt tt a k y a
kn k n

n t k y a
k n k

k y a
k k

a y
k

a
k

∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

 +  
= = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  + +  

 + 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  + +   

−
= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
+

= ⋅ ⋅
+

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑



( )

( )

( )
( )

, 1 e0

0, 1 e0

0
1 e

1 11
1

1 11 d

t

t

t

k
k u yk

k
k u yk

u

u y

u

u a u
y k

u u u
y u

∞

= ⋅ −
=

∞

= ⋅ −
=

= ⋅ −

⋅

 
= − ⋅ ⋅ ⋅  + 
   = − ⋅ ⋅     

∑

∑

∫ 

 

命题得证。 

3. 在贝努利数、富比尼多项式等著名数和多项式研究中的应用 

本节将给出前节中算法理论及主要结果的应用： 
例1 贝努利数和多贝努利数的生成及相关的恒等式 
贝努利数的定义[7]： 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.1411394


刘伟明 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.1411394 274 理论数学 
 

0
e

!e 1

n
x

nx
n

x xB
n

∞

=

⋅ =
− ∑  

贝努利数的显式公式(定理1 [7]) 

 ( )
0

1 11 !
1 1

n k
n

k

n
B k

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 
∑  (8) 

由定理2(4)式，其中参数选择为 1y = ，则有  

( ),0 0,
0

1 11 !
1 1

n k
n k

k

n
a k a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 
∑  

对照贝努利数的显式公式，可知，若令 0, 1ka ≡ ，可得 ,0n na B= 。 
说明算法在第0行恒取1这种非常简单的情形下，生成贝努利数列作为无穷阶矩阵的第0列。 
再由定理3(6)式，其中 0, 1ma ≡ ，而 ,0k ka B= ，故得到有关贝努利数的封闭公式 

 ( ) ( )
0

!1, 1 1
1

m m
k

k

ms m k B
m=

+ + ⋅ = ⋅ −
+∑  (9) 

多贝努利数
( )r
nD 的定义[7]： 

( ) ( )

0

1 e

!e 1

x n
k r

nx
n

Li xD
n

− ∞

=

−
=

− ∑  

这里 ( )
1

:
n

k k
n

tLi t
n

∞

=

= ∑ 。多贝努利数的显式公式(性质3 [7]) 

 ( ) ( ) ( )
( )0

1 11 1 !
1 1

nn kr
n r

k

n
D k

k k=

+ 
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + + 

∑  (10) 

由定理2(4)式，其中参数选择为 1y = ，并对照多贝努利数的显式公式， 

令                             
( )

( )0, 1
1 1
1

k ra r
k −= ≥
+

， 

可得                              ( ) ( )
,0 1 n r

n na D= − ⋅ ， 

说明算法在第0行
( )0, 1

1
1

k ra
k −=
+

时，生成的无穷阶矩阵的第0列即为 ( ) ( )1 n r
nD− ⋅ 。  

再由定理3(6)式，以及
( )0, 1

1
1

m ra
m −=
+

， ( ) ( )
,0 1 k r

k ka D= − ⋅ ，故得到有关多贝努利数的封闭公式 

 ( ) ( ) ( )

( )
( )

0

!1, 1 1 1
1

m k mr
k r

k

ms m k D
m=

+ + ⋅ − ⋅ = ⋅ −
+

∑  (11) 

例2 富比尼多项式的生成及相关的恒等式 
富比尼多项式的定义[8] [12]： 

 
( ) ( )

0

1
!1 e 1

n

nt
n

tF y
ny

∞

=

=
− −

∑  (12) 

富比尼多项式的显式公式 

 ( )
0

!
n

k
n

k

n
F y k y

k=

 
= ⋅ ⋅ 

 
∑  (13) 
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下面将利用前面得到的结果，推导富比尼多项式的另一显式公式 

 ( ) ( ) ( )
0

1
1 ! 1

1

n k n k
n

k

n
F y k y

k
+

=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 
∑  (14) 

证明：由第0行到第0列的变换公式 

( ),0 0,
0

1 11 !
1 1

n k k
n k

k

n
a k a y

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + + 
∑   

利用定理4，其相应的生成函数表示形式为 

( ) ( )
( )

0
1 e

1 11 d
t

u

u y

t u u u
y u = ⋅ −

   = − ⋅ ⋅     
∫   

令初始行为 0, 1ka k= + ，参数y写为 1y + ，可求得 ( )t ，从而可得 ,0na 的显式表达式： 

( ) ( )
0 0

0

1 1 1d 1 d
1

u u k

k
u u k u u

u u u

∞

=

= + =
−∑∫ ∫  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
1 1 e

1 1 e

0 0

1 11 d
1

1 1 11 e
1 1 1 1 1 e

1 1
e 1 e 1 1 e 1 1 e 1

1 1
! !1 e 1

t

t

u

u y

t
t

u y

t t t t

n n
n

n nv
n n

v t

t u u u
y u

u
y u y

y y

t tF y F y
n ny

= + ⋅ −

= + ⋅ −

− − − −

∞ ∞

= =
=−

   = − ⋅ ⋅   +   

 
= − ⋅ ⋅ = ⋅ + − − + ⋅ − 

= =
− + ⋅ − + − − + ⋅ −

−
= = = ⋅ −

− ⋅ −

∫

∑ ∑

 

 

比较两边
!

nt
n

的系数可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,0 0,
0

0

1 11 1 ! 1
1 1

1
1 ! 1

1

nn k k
n n k

k

n k k

k

n
a F y k a y

k k
n

k y
k

=

=

+ 
= ⋅ − = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + + + 

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 

∑

∑
  

证毕。 
说明算法在初始行即第0行为 0, 1ka k= + ，参数y为 1y + 这种情形下，生成无穷阶矩阵的第0列为富比

尼多项式列乘上 ( )1 n− 。从而得到富比尼多项式的另一显式公式 

( ) ( ) ( )
0

1
1 ! 1

1

n k n k
n

k

n
F y k y

k
+

=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 
∑  

再由定理3(6)式， 

( ) ( )0, ,0
0

1 1 1, 1
!

mm
m k

k

ma s m k a
m =

+
= ⋅ − + + ⋅∑ , 

其中 0, 1ma m= + ，而 ( ) ( ),0 1 k
k ka F y= ⋅ − ，故得到有关富比尼多项式的封闭公式 

( ) ( ) ( ) ( )
0

11 1 1, 1 1
!

mm k
k

k

mm s m k F y
m =

+
+ = ⋅ − + + ⋅ ⋅ −∑  
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即 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ! 1, 1 1
mm k

k
k

m s m k F y
=

− = + + ⋅ ⋅ −∑  (15) 

评注：组合数学中有一种被称为“偏好排列总数”的组合数其显式计算公式为 

0
!

n

n
k

n
T k

k=

 
= ⋅ 

 
∑  

显然有：                        ( ) ( ) 1
1n n n y

T F F y
=

= = 。 

由上面例2中讨论的关于富比尼多项式生成的的计算过程可得到偏好排列总数 nT 的值，此时只要令

初始行即第0行为 0, 1ka k= + ，其中的参数y用 1 1 1 2y + = + = 替代，通过本文的算法计算得到第0列 ,0na ，最

后将它们再乘上 ( )1 n− ，即可得到偏好排列总数 nT 的值。 
例3 在无限和求解中的应用 
解析数论中常研究各种无限和，例如，求解无限和： 

( )
0

, : n k

k
G y n k y

∞

=

= ∑  

for 1,y n N< ∈ 。有一个著名的结果是 

0

1
1 1

n k
n

k

yk y F
y y

∞

=

 
=  − − 

∑  

即无限和可用富比尼多项式表示出来。故由上面例2中讨论的关于富比尼多项式生成的计算过程， 

可得到无限和 ( ),G y n 的值。此时只要令初始行即第0行为 0, 1ka k= + ，其中的参数y用 11
1 1

y
y y
+ =

− −
替代，

通过本文的算法计算得到第0列 ,0na ，最后将它们再乘上 ( ) 11
1

n

y
− ⋅

−
，即可得到无限和 ( ),G y n 的值。 

例4 贝努利数与调和数相关的恒等式 
调和数列的定义： 

0 0H = , 1 11 0
2nH n

n
= + + + >  

调和数列的通常型生成函数为： 

( )
0

ln 1
1

n
n

n

x
H x

x

∞

=

− −
= ⋅

− ∑  

下面将证明调和数和贝努利数相关的恒等式 

 ( )1
0

1 11 !
12 1

n k
n k

k

nn B k H
k k−

=

+ 
− = ⋅ − ⋅ ⋅ + + 

∑  (16) 

以及 

 ( ) ( )1
1

0

1 1 1, 1
! 2

mm
m k

k

m kH s m k B
m

+
−

=

+
= ⋅ − + + ⋅∑  (17) 

证明：在算法(2)中，取参数 1y = ，由第0行到第0列的变换公式 
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( ),0 0,
0

1 11 !
1 1

n k
n k

k

n
a k a

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 
∑   

利用定理4，其相应的生成函数表示形式为 

( ) ( ) ( )
0

1 e

11 d
t

u

u

t u u u
u = −

 = − ⋅   ∫   

现取初始行                           0,k ka H= , 

故                         ( ),0
0

1 11 !
1 1

n k
n k

k

n
a k H

k k=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + + 
∑  

可证明                              ,0 12n n
na B −= − . 

过程如下                ( ) ( )
0,

0 0

ln 1
1

k k
k k

k k

u
u a u H u

u

∞ ∞

= =

− −
= ⋅ = ⋅ =

−∑ ∑  

( ) ( ) ( )2

0 0

ln 1 ln 11 1d d
1 2

u u u u
u u u

u u u u
− − −

= =
−∫ ∫  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
1 e

2

1 e
2

0

1 ,0
0 0

11 d

ln 1
1

2

1 1e e
2 2e 1 e 1
1
2 !
1
2 ! !

t

t

u

u

u

t t
t t

n

n
n

n n

n n
n n

t u u u
u

u
u

u

t tt

tt B
n

t tnB a
n n

= −

= −

∞

=

∞ ∞

−
= =

 = − ⋅   

 −
= − ⋅ 
  

= − ⋅ = − ⋅ ⋅
− −

= − ⋅

= − ⋅ =

∫

∑

∑ ∑

 

 

比较两边
!

nt
n

的系数可得： 

( )1 ,0
0

1 11
12 1

n k
n n k

k

nn B a k H
k k−

=

+ 
− = = ⋅ − ⋅ ⋅ + + 

∑ ！  

证毕。 

说明算法在第0行取调和数列即 0,k ka H= 时，生成 ,0 12n n
na B −= − 列作为无穷阶矩阵的第0列。从而建 

立起调和数和贝努利数之间的联系，得到恒等式 

( )1
0

1 11
12 1

n k
n k

k

nn B k H
k k−

=

+ 
− = ⋅ − ⋅ ⋅ + + 

∑ ！  

再由定理3(6)式，可得 

( ) ( )1
1

0

1 1 1, 1
! 2

mm
m k

k

m kH s m k B
m

+
−

=

+
= ⋅ − + + ⋅∑  

评注：如果这里将算法换成Akiyama-Tanigawa算法，而初始行仍然选取调和数列，即 0,k ka H= ，则

可证 ,0 ,1n na δ= ，故只能得到恒等式 
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( ),0 ,1
0

1
1

1

n k
n k n

k

n
a k H

k
δ

=

+ 
= ⋅ − ⋅ ⋅ = + 
∑ ！  

这里 ,1nδ 是Kronecker符号。从而无法建立起调和数和贝努利数之间的联系，故仅从这点也可看出本文

的算法是对已有算法的一种补充。 

4. 总结与展望 

本文提出了一种新算法，通过选取适当的初始值生成贝努利数、多贝努利数及富比尼多项式等著名

数和多项式，探讨了该算法的原理，并给出了无穷阶矩阵的第 0 列的显式计算公式、逆变换公式以及生

成函数的表示，它们可以作为建立恒等式及封闭计算公式的一种方法，同时提供了建立这些著名数和多

项式相关的封闭计算公式和恒等式的应用实例。通过算法理论及应用实例可看出本文的算法是对已有算

法的一种补充。 
存在的不足以及未来的改进和研究方向：已有的Akiyama-Tanigawa算法的研究，以及本文提出的算

法研究，它们的侧重点在于：选定什么初始行，算法生成的无穷阶矩阵其第0列是要研究的各种著名数列

或多项式列；给出第0列的显式计算公式，以及第0列到第0行的逆变换公式及其生成函数的表示。目的在

于建立著名数和多项式之间的各种关系、恒等式及封闭计算公式，这是从组合数学研究的角度。然而，

对该类型算法进行可行性分析、计算复杂度和适用范围的研究，即从数值分析和计算的角度的研究，目

前还基本属于空白，但是这是很有意义、值得未来进一步研究的课题。另外，算法生成的无穷阶矩阵虽

然给出了通项公式，但是任意列的生成函数的表达式并未给出；算法生成的无穷阶矩阵有哪些好的性质，

还需进一步深入讨论；以及探讨算法的更多的应用等。 
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