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摘  要 

本文利用不动点定理和算子半群理论讨论了Banach空间 ( ]0,1α ∈ 阶Conformable型分数阶发展包含 
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Abstract 
This paper utilizes the fixed point theorem and operator semigroup theory to discuss the existence 
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evolution inclusion  

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2024.1411398
https://doi.org/10.12677/pm.2024.1411398
https://www.hanspub.org/


常元元 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.1411398 315 理论数学 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]
( )

T x t Ax t B t x t u t F t x t t J b

x x0

, , , 0, ,

0 .
α ∈ + + ∈ =


=

. 

 
Keywords 
Conformable Fractional Derivative, Fractional Order Evolution Inclusions, Fixed Point Theorem 

 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

微分包含系统作为一种动态系统，描述具不确定演化方程规则的系统模型，该类系统于二十世纪六

十年代提出。作为非线性分析理论的重要分支之一，微分包含与许多数学分支有着紧密的联系，由于它

在机器人工程、流体力学和数学金融等领域的应用而引起人们广泛关注。因此，微分包含具有丰富的研

究内容和广泛的应用价值，见文献[1]-[3]。分数阶微分包含是整数阶微分包含与分数阶微分方程的推广，

随着分数阶微分理论发展的日益完善，许多系统的行为可以通过分数阶模型来描述，分数阶微分逐渐成

为人们研究分形几何和分数阶动力系统的有力工具，在粘黏性力学、神经系统、热传导、信号预处理、

人工智能、气候研究等很多领域都应用广泛。 
分数微积分理论是专门研究任意阶(分数阶，甚至是复数阶)微分和积分性质及其应用的领域，它始于

1695 年的 L’Hospital，最流行的分数阶导数是由积分形式定义的，紧随其后的是 Riemann-Liouville 和

Caputo 分数阶导数，参见[4]-[6]。但这些定义有一些缺点： 
1) 任何函数的 Riemann-Liouville 分数阶导数在时间 0t = 处是具有某种奇性的，例如对于

( )1,n nα ∈ − ， ( )0
0Tα λ+ = 在 Riemann-Liouville 意义上是无效的，其中 λ 是常数。 

2) 对于 Caputo 导数或 Riemann-Liouville 导数，以下公式是不满足的：对于 [ ), : 0,g h R+∞ → ， 

(i) ( ) ( ) ( )0 0 0
T gh gT h hT gα α α

+ + += + 。 

(ii) 
( ) ( )0 0

20

hT g gT hgT
h h

α α
α + +

+

−  = 
 

。 

(iii) ( ) ( )( ) ( )0 0 0
T h g T h g t T gα α α

+ + += 。 

然而，我们从文章中推断出[4] [7] [8]，由 Khalil 等人提出的“Conformable 分数阶导数”满足上述性质， 
设 ( ]0,1α ∈ 。对于 [ ): 0,h R+∞ → ，Conformable 分数阶导数定义为 

( )( )
( ) ( )1

0
lim

α

α ε

ε

ε

−

→

+ −
=

f t t f t
T f t , 0t > , 

其中Tα 表示α 阶 Conformable 分数阶导数算子。高阶 Conformable 分数阶导数也在[4]中建立。2015 年，

Abdeljawad [7]进一步研究了分数阶导数和积分，得到了许多性质的证明，包括链式法则和拉普拉斯变换

等。更多结论，我们参考[8]-[10]。 
算子半群理论是研究发展方程的一个有利工具，运用算子半群性质，可以把抽象发展方程对应的定

解问题转化为与之等价的积分方程，进而利用非线性泛函分析的方法和抽象空间的常微分方程理论来研

究发展方程。关于算子半群理论的更多应用，可以参考文献[11]-[13]。 
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2019 年，何家维等[14]运用 cosine 族理论以及凝聚不动点定理研究 ( )1,2α ∈ 阶发展包含 
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 (1.1) 

mild 解的存在性以及解集的紧性，其中 g 是全连续的非局部函数。 
2020 年，项乔敏等[15]在非紧半群下，利用 Hausdorff 非紧性测度与等度连续模定义的新的非紧性测

度证明了时滞发展包含 
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mild 解的存在性及近似可控性，并将结果推广到了非局部的情形，其中 C q
tD 是 Caputo 型分数阶导数，

( ):A D A X X⊂ → 是稠定闭线性算子且生成了非紧半群 ( ){ }, 0S t t ≥ 。 

受上述文献的启发，本文研究 Banach 空间 X 中分数阶发展包含 
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的 mild 解的存在性和解集的紧性。其中Tα 表示 ( ]0,1α ∈ 阶 Conformable 型分数阶导数。 ( )x t 取值于自

反的 Banach 空间 X，控制函数 ( )u t 在另一个可分的自反 Banach 空间 Y 中取值。 ( ):A D A X X⊂ → 生

成 X 中的强连续半群 ( ){ } 0t
S t

≥
， ( ): ,B J X L Y X× → 且 { }: 2 \XF J X× → ∅ 是非空有界闭凸值的多值映

射。 
以往证明发展方程解的存在性，选用的是著名的 Banach 不动点定理，Brouwer 不动点定理等，本

文选用凝聚映射的不动点定理，这也是本文选择分数阶微分包含解的证明方法的新颖性，通过定义一

个集值映射，将分数阶发展包含 mild 解的存在性与集值映射的不动点结合起来，即主要通过证明集值

映射的凸性和紧性，是闭的且 Cχ -凝聚的，证明了分数阶微分包含(1.3)解的存在性，在此基础上，只需

要证明解集的有界性，就可以得到分数阶微分包含(1.3)解集的紧性。在证明过程中，还引进了 Hausdorff
非紧性测度，此不动点定理为我们证明分数阶微分包含解的存在性与解集的紧性提供了很好的思路。

另外，Banach 不动点定理也是此类问题常用的不动点定理，也是最重要、最基础的不动点定理，它不

仅给出了不动点的存在性，保证了不动点的唯一性，而且还提供了逼近不动点的步骤，这使得很多求

解问题变得简单。但是 Banach 不动点定理的应用需要满足一定的条件，即映射必须是压缩映射，这意

味这不是所有的映射都可以应用这个定理，这限制了它的适用范围。Brouwer 不动点定理也是研究方程

解的存在性与唯一性理论的重要工具之一。该定理在无穷维的情况下不成立，这是因为在无穷维的情

况下，即使是连续映射也可能没有不动点。Brouwer 不动点定理在有限维的情况下断言：从有限维欧氏

空间中的紧凸集到自身的任意连续映射具有不动点。然而，在无穷维的情况下，由于空间的性质发生

了变化，这个定理不再适用。 

2. 预备知识 

在本文中，用 ( )P X ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,cl b cv w cpP X P X P X P X 
 表示 X 的所有非空[分别非空闭的，非空有界

的，非空凸的，非空(弱)紧的]子集构成的集合。 ( ),XO x r 表示中心为 x X∈ 和半径 0r > 的开球。 

设 X 是自反的 Banach 空间。 ( ),C J X 是定义于 J 的 X 值连续函数之集按范数 ( )supC
t J

x x t
∈

= 构成的
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Banach 空间。 ( ),pL J X ( )1p ≥ 为 J 上的 X 值 p 方 Bochner 可积函数按范数 ( )( )
1

0
d

b p pf t t∫ 构成的 Banach

空间。不失一般性，我们总假设存在常数 0M > 使得 ( )sup
t J

S t M
∈

≤ 。设 Y 为可分的自反的 Banach 空间，

其范数定义为 ⋅ ，控制函数 ( )u t 在 Y 中取值， ( ),L Y X 为 Y 到 X 的有界线性算子全体构成的 Banach 空

间。 
定义 2.1 [4] [7] [8]设 ( ], 1n nα ∈ + ， [ ): 0,f R∞ → 。f 的 Conformable 分数阶导数可定义为 

( )( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )1 1

0
lim

n nnf t t f t
T f t

α

α ε

ε

ε

− −−

→

+ −
= , 0t > , 

其中 [ ]n 表示大于等于α 的最小整数。特别地，当 ( ]0,1α ∈ 时，有 

( )( )
( ) ( )1

0
lim

f t t f t
T f t

α

α ε

ε

ε

−

→

+ −
= , 0t > . 

关于 Conformable 分数阶导数，我们有如下的引理。 
引理 2.1 [4] [7] [8]假设 ( ]0,1α ∈ 或者 ( ], 1n nα ∈ + ， n N∈ 和 ,f g 在 0t > 处可微。则 

(1) ( ) ( ) ( )T af bg aT f bT gα α α+ = + ， ,a b R∀ ∈ ； 

(2) ( )p pT t pt α
α

−= ， p R∀ ∈ ； 

(3) ( ) 0Tα λ = ， Rλ∀ ∈ ； 

(4) ( ) ( ) ( )T fg fT g gT fα α α= + ； 

(5) ( ) ( )
2

gT f fT gfT
g g

α α
α

− 
= 

 
； 

(6) ( )( ) ( )1 d
d
fT f t t t
t

α
α

−= 。 

定义 2.2 [7]设 ( ], 1n nα ∈ + ，函数 f 的α 阶分数阶积分定义为 

( ) ( ) ( )1
0

1 d
!

t n nI f t t s s f s s
n

α α− −= −∫ . 

定义 2.3 [11] [12] 设 X 是 Banach 空间。 ( )L X 表示 X 中线性有界算子全体构成的 Banach 空间。若

[ ) ( ): 0,T L X+∞ → 为算子函数，满足： 

(i) ( )0T I=  (I 表示 X 上的恒等算子)； 

(ii) 半群性质，i.e.，对 [ ), 0,t s∀ ∈ +∞ ， ( ) ( ) ( )T t s T t T s+ = ； 

(iii) 强连续性，i.e.，对每一个 x X∈ 都有 ( )
0

lim
t

T t x x
+→

= ； 

则称 ( ){ } 0t
T t

≥
为 X 上的一个强连续半群，也称 0C -半群。 

定义 2.4 [11] [12] 设 ( ){ } 0t
T t

≥
是 Banach 空间 X 上的一个 0C -半群，则线性算子 

( )
0

lim
t

T t x x
Ax

t+→

−
= , ( ) ( )

0
: lim

t

T t x x
D A x X

t+→

− 
= ∈ 
 

存在 , 

称为 ( ){ } 0t
T t

≥
的无穷小生成元，简称为生成元。 

定义 2.5 [11] [12] 设 ( ){ } 0t
T t

≥
是 Banach 空间 X 上的一个 0C -半群。若 0 0t t> > 时， ( )T t 为紧算子，

( )T t 为紧算子，则称 ( )T t 是 0t t> 的紧半群。若 ( )T t 是 0t > 的紧半群，则称 ( )T t 是紧半群。 

定义 2.6 [16] 设 X 是 Banach 空间。映射 ( ): bP X Rβ +→ 称为空间 X 中的非紧性测度(MNC，简写)，
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如果对每个 ( )bP XΩ∈ ， ( ) ( )coβ βΩ = Ω 。 

特别地，一个非紧性测度 β 称为： 
(i) 单调的，如果 ( )1 2, bP XΩ Ω ∈ ， 1 2Ω ⊆Ω 得到 ( ) ( )1 2β βΩ ≤ Ω ； 

(ii) 非奇异的，如果对每个 a X∈ ， ( )bP XΩ∈ ， { }( ) ( )aβ β∪Ω = Ω ； 

(iii) 正则性，如果 ( ) 0β Ω = 则等价于Ω是相对紧的。 

显然， ( ),C J X 空间中的有界子集Ω的 Hausdorff MNC 可以写成如下形式 

( ) ( ) ( )
1 2

1 20

1 limsup max
2C t tx

x t x t
δ δ

χ
→ − ≤∈Ω

Ω = − . 

这一数量关系称为 ( ),C J XΩ⊂ 中的等度连续模且它具有定义 2.3 中的所有性质。 

定义 2.7 [16] 设 ( ):F X P X→ 为集值函数，如果对任意的 x X∈ ，存在 0σ > 使得集合
( )

( )
,xy O x

F y
σ∈

  

关于弱拓扑 w 是相对紧的，则称 F 是局部弱紧的。 
引理 2.2 [16] 设Ω是 X 的闭凸子集，且 ( ): cpF PΩ→ Ω 是闭的 β -凝聚的。如果对每个不是相对紧的

集合 XΩ⊆ 有 ( )( ) ( )Fβ βΩ ≥ Ω/ 。 

定义 2.8 [16] 若Ω是 X 的闭凸子集，且 ( ),: cv cpF PΩ→ Ω 是闭的 β -凝聚多值映射，其中 β 是定义在

Ω中的非奇异 MNC，则 ( ){ }: :FixF x x F x= ∈Ω ∈ ≠∅。 

引理 2.3 [16]设Ω是 Banach 空间 X 的闭子集，且 ( ): cpF D P X→ 是一个闭值映射，对于集合 D 中的

每个子集，它是 β -凝聚的，其中 β 在 X 中是 MNC 单调的。若 FixF 是有界的，则它是紧的。 
引理 2.4 [17] 设 ( ):F X P X→ 是强弱闭凸的(i.e.，若 nx x→ 在 X 中和 nf f→ 弱收敛在 Y 中关于

( )n nf F x∈ ，则 ( )f F x∈ )局部弱紧多值映射。则 F 从 X 映射到 wY 中是 u.s.c.的。 

引理 2.5 [18] (Arzela-Ascoli 定理)集合 ( ),D C J X⊂ 相对紧⇔ D 是一致有界且等度连续的，并且对任

意的 t J∈ ， ( )D t 在 X 中相对紧。 

引理 2.6 [19] (Bellman 不等式)设 K 为非负常数， ( )f t 和 ( )g t 为区间 tα β≤ ≤ 上的非负连续函数，且

满足不等式 

( ) ( ) ( )
0

d
t

f t K f s g s s≤ + ∫ , tα β≤ ≤ , 

则有 

( ) ( )( )0
exp d

t
f t K g s s≤ ∫ . 

定义 2.9 [20]若函数 ( ),x C J X∈ 满足 
(i) ( ) 00x x= ， 

(ii) 存在 ( ),pf L J X∈ ， ( ) ( )( ),f t F t x t∈ ，使得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, d
tt t sx t S x s S B s x s u s f s s

α α α
α

α α
−   −  = + +     

   
∫ , t J∈ , (2.1) 

则称 x 是 Cauchy 问题(1.3)的 mild 解。 

3. 主要定理 

本节我们引入如下假设条件： 
(HA)算子 A 生成一个紧半群 ( ){ }, 0S t t ≥ 。 
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(HB)1映射 ( ): ,B J X L Y X× → 使得 

(1) 对任意的 x X∈ ，映射 ( ),t B t x 是可测的； 

(2) 对 . .a e t J∈ ，映射 ( ),x B t x 是连续的； 

(3) 存在一个函数 ( )1 ,a L J R∞ +∈ 使得 

( ) ( )1,B t x a t≤ , . .a e t J∈ . 

(HF)1集值映射 ( ),: cl cvF J X P X× → 使得： 

(1) 对任意的 x X∈ ， ( ),t F t x→ 是可测的； 

(2) 对 . .a e t J∈ ， ( ),F t ⋅ 有一个强–弱闭图； 

(3) 存在一个常数 2 0c > 和一个函数 ( )2
1,pa L J R p
α

+  ∈ > 
 

使得 

( ) ( ){ } ( )2 2, : sup : ,F t x f f F t x a t c x= ∈ ≤ + , 

. .a e t J∈ , x X∀ ∈ . 

注 1 集值映射 ( ):F J X P X× → 使得，对 . .a e t J∈ ， ( ) ( ), :F t X P X⋅ → 有一个强–弱闭图且满足假

设条件(HF)(3)，关于第二变量从 X 到 wX 是上半连续的。事实上，由假设条件(HF) (3)和 Banach 空间 X 的

自反性知，对于 . .a e t J∈ ，集值映射 ( ),F t ⋅ 是局部弱紧的，从而由引理 2.2 知，集值映射 ( ),F t ⋅ 关于第二

个变量从 X 到 wX 是上半连续的。 
由假设条件(HF) (1)~(3)和注 1，合成集值算子： 

( ) ( )( ): , ,p p
FN C J X P L J X→ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }, : , . .p p
FN x f L J X f t F t x t a e t J= ∈ ∈ ∈  

是有定义的(见文献[21])。 
问题(1.3)所有 mild 解组成的集合定义为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, : , d
tt t sx x C J X x t S x s S B s x x u s f s s

α α α
α

α α
−    −  Ψ = ∈ = + +           

∫ . 

定理 3.1 给定一个控制函数 ( ) 1,pu L J Y p
α

 ∈ > 
 

，如果假设条件(HA)，(HB)，(HF)成立，则问题(1.3)

的 mild 解集 ( )xΨ 是非空的且在空间 ( ),C J X 上是紧的。 

证明：根据问题(1.3)mild 解的基本定义(见定义 2.9)，定义集值映射 ( ) ( )( ): , ,Q C J X P C J X→ 如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, : , d
tt t sQ x y C J X y t S x s S B s x x u s f s s

α α α
α

α α
−    −  = ∈ = + +           

∫  (3.1) 

其中 ( )p
Ff N x∈ 。根据算子 Q 的定义，建立 mild 解集 ( )xΨ 的非空性和紧性等价于不动点集合 Q 的非空

性和紧性。为此，考虑算子 Q 在 Banach 空间 ( ),C J X 上赋予加权函数 supe t
C

t J
x xλ∗

∈
= 的情况，其中 λ 足

够大使得 

 
( )

1
1

2
1
1

p
p ppMc b

p
p

α

α
λ

−
− −

 − > , (3.2) 
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且将证明的主要步骤分成以下五步： 
第一步：对于每一个 ( ),x C J X∈ ，有 ( ) ( )( ), ,cv cpQ x P C J X∈ 。 

显然，对任意的 ( ),x C J X∈ ，由 p
FN 的凸性知 ( )Q x 是凸的。接下来需要验证 ( )Q x 的紧性。首先，对

于任意的 ( ),x C J X∈ ，可以找到 p
Ff N∈ 使得

 

( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, d ,
tt t sy t S x s S B s x s u s f s s t J

α α α
α

α α
−   −  = + + ∈     

   
∫ . 

由条件(HB) (3)，(HF) (3)及 Hölder 不等式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1
0 0

1
0 1 2 20

1
0 1 2 20

111
2

0 1 2

, d

d

e e d

1 .
1 p p

t

t

t s s

p
p C

L L L

t t sy t S x s S B s x s u s f s s

M x M s a s u s a s c x s

M x M s a s u s a s c x s s

Mc b xpM x Mb a u a
p

α α α
α

α

α λ λ

αα

α α

α α
∞

−

−

− −

∗−
−

   −
≤ + +   

   

≤ + + +

≤ + + +

 −
≤ + + + − 

∫

∫

∫
 

这意味着 ( )Q x 对于每一个 ( ),x C J X∈ 在 ( ),C J X 上是有界的。同时，下证 ( )Q x 对任意的 ( ),x C J X∈

是一族等度连续函数。为此，讨论下面两种情形。 
情形(I)：若 1 0t = 且 2 00 t ε< ≤ ， 0 0ε > 足够小，则由 Hölder 不等式和 ( )S t 的紧性可得 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )

2

2 1

12 2
0 0

111
2 22

0 2 1 2

, d

1 ,
1 p p

t

p
p C

L L L

y t y t

t t sS I x s S B s x s u s f s s

Mc x tt pS I x Mt a u a
p

α α α
α

αα α

α α

α α α
∞

−

∗−
−

−

    −
≤ − + +         

    −
≤ − + + +      −   

∫  

这表明当 2 00 0t ε< ≤ → 时， ( ) ( )2 1y t y t− 时一致地趋向于零。 

情形(II)：若 0
1 22
t t bε

< < ≤ ，其中 0 0ε > 足够小，则 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2

1

1

2 1

12 1 2
0 0 0

12

1

1 2 1
0 0

1

0

0

, d

,

,

t

t

t

y t y t

t t t sS x S x s S B s x s u s f s s

t ss S B s x

t t t s t sS x S x s S S B s x s u

s u s f s

s f s
α α α

α α α α
α

α α
α

α α α
α

α α α

α α

α

α

α

−

−

−      

−

     −  ≤ − + +       
     

 −  − +   

  − −  ≤ − + − − +          

 

        

∫

∫

∫

( )( ) ( ) ( )2

1

1 2

1 2 3:

,
t

t

ds

t ss S B s x s u s f s
α α

α

α
−  −  + + 

= Λ +

 


Λ

+ Λ

∫
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( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

[ ]
( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1 2 1
2 0

1 2 1

11 1
22 1

1 2 1 1
0,

, d

, d

1sup
1

α α α α
δ α

α α α α
α

δ

α α α α α α

δ

α α

α α

δ δ
α α α α

∞

− −

−

−

∗−
−

∈ −

   − −
Λ ≤ − +   

   

   − −
+ − +   

   

     − − −
≤ − + × − + −     −     

∫

∫

p p

t

t

t

p
p C

L L L
s t

t s t ss S S B s x s u s f s s

t s t ss S S B s x s u s f s s

c xt s t s pS S a u a t t
p

( ) ( ) ( )( )
11 11

2
1 2 1 1 1 1

21+2
1

αα ααδ δ
α α

∞

∗−
−−


 
 
 

  −
+  − −  + − −   −   

p p

p
pp C

L L L

Mc xpM a u a t t t t
p

 

( ) ( )
11 1 1

2
3 1 2 2 1 2 1

1
1 p p

p
p p C

L L L

Mc xpM a u a t t t t
p

α α
α α

α α
∞

∗−
− −  −

Λ ≤ + − + −    −   
. 

由于
tS
α

α
 
 
 

是强连续的，所以 

( )2 1
0 0 2 10, 0t tS x S x t t

α α

α α
   

− → − →   
   

. 

所以 1 0Λ → 。再结合估计式 2Λ ， 3Λ ，可见当 2 1t t→ 及 0δ → 时， ( ) ( )2 1y t y t− 一致地趋于零。因此，可以

得出集合 ( )Q x 在 ( ),C J X 上是等度连续的。另外，需要证明 ( ) ( ) ( ) ( ){ }: : , ,E t y t y Q x x C J X= ∈ ∈ 在 X 上是

相对紧的。若 0t = ，有 ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }00 : 0 : , ,E y y Q x x C J X x= ∈ ∈ = 相对紧。固定 0 t b< ≤ ，对任意的

( )0,tδ ∈ 和 0ε > ，定义 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
, , , 0 0

, : , d
tt t sQ x y C J X y t S x s S B s x s u s f s s

α α αε α
δ ε δ ε δ ε α α

− −    −  = ∈ = + +           
∫  

其中 ( )p
Ff N x∈ 。 

则对任意的 ( ), ,y Q xδ ε δ ε∈ ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
, 0 0

1
0 0

, d

, d

t

t

t t sy t S x s S B s x s u s f s s

t t sS x S s S B s x s u s f s s

α α αε α
δ ε

α α α α αε α

α α

ε ε
α α α α

− −

− −

   −  = + +     
   
     −  = + − +       
     

∫

∫
 

由
αε
α

 
 
 

S 的紧性可知，集合 ( ) ( ) ( ){ }, , ,: :δ ε δ ε δ ε= ∈E t y t y Q x 在 X 上是相对紧的。 

进一步，对任意的 ( )y Q x∈ ，有 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

,

1 1
0 0

1

, d , d

, d

t t

t

t

y t y t

t s t ss S B s x s u s f s s s S B s x s u s f s s

t ss S B s x s u s f s s

δ ε

α α α α
εα α

α α
α

ε

α α

α

−− −

−

−

−

   − −   = + − +      
   

 −
≤ + 

 

∫ ∫

∫
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

1
1 2 2

1111
2

1 2

d

1
1

0, 0.

p p

t

t

p Cpp
L L L

M s a s u s a s c x s

Mc x t tpM t t a u a
p

α
ε

αα
αα ε

ε
α α

ε

∞

−

−

∗−
−−

≤ + +

− −  −
≤  − −  + +   −  
→ →

∫

 

因此，集合 ( )E t 在 X 上是相对紧的。于是，由 Ascoli-Arzela 定理可知， ( )Q x 对每一个 ( ),x C J X∈

是相对紧的。最后，为了完成这一步的证明，还需要验证 ( )Q x 是一个闭集。为此，假设序列{ } ( )1n n
y Q x

≥
⊂

且 ,ny y n→ →∞。由序列{ } ( )1n n
y Q x

≥
⊂ 知存在一个序列{ } ( )1

p
n Fn

f N x
≥
∈ 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, d
t

n n
t t sy t S x s S B s x s u s f s s
α α α

α

α α
−   −  = + +     

   
∫ , t J∈ . 

由假设条件 (HF)(3)，序列 { } ( )1
,p

n n
f L J X

≥
⊂ 是弱相对紧的。从而，可假设在 ( ),pL J X 中，

( )p
n Ff f N x→ ∈弱 ，其中 ( )p

Ff N x∈ 由 p
FN 的上半连续性而得。 

另一方面，
t sS
α α

α
 −
 
 

对于 0t > 的紧性意味着 

( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, d
α α α

α

α α
−   −  → + +     

   
∫

t
n

t t sy t S x s S B s x s u s f s s . 

这表明 ( )y Q x∈ ，即 ( )Q x 是一个闭集。由上面的证明就得到了 ( ) ( )( ), ,cv cpQ x P C J X∈ 。 

第二步：Q 是一个闭集值映射。 
设在空间 ( ),C J X 上， nx x∗→ 且 ny y∗→ 以及 ( )n ny Q x∈ 。事实上，由 ( )n ny Q x∈ 可知存在

( )p
n F nf N x∈ 使得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, d
t

n n n
t t sy t S x s S B s x s u s f s s
α α α

α

α α
−   −  = + +     

   
∫ . (3.3) 

由假设条件(HF) (3)，可得{ } 1n n
f

≥
在 ( ),pL J X 上是有界的。因此，可以假设 

 在 ( ),pL J X 中， nf f∗→弱 。 (3.4) 

由(3.3)式，(3.4)式以及
t sS
α α

α
 −
 
 

的紧性，可得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

, d
t

n
t t sy t S x s S B s x s u s f s s
α α α

α

α α
−

∗ ∗

   −  → + +     
   

∫ . (3.5) 

由于在空间 ( ),C J X 上 ny y∗→ 且 ( )p
n F nf N x∈ ，则由假设(HF)(2)和(3.5)式，得到 ( )p

Ff N x∗ ∗∈ 。因此，

就证明了 ( )y Q x∗ ∗∈ ，该步的证明完成。 

第三步：Q 是 Cχ -凝聚的。 
反设 ( )( ),bD P C J X∈ 不是 ( ),C J X 上的相对紧子集，使得 ( ) ( )( )C CD Q Dχ χ≤ 。由于 ( ),D C J X⊂ 是

一个有界集，则由类似于第一步的证明，容易验证 ( )Q D 是相对紧的，即 ( )( ) 0C Q Dχ = 。因此，

( ) ( )( ) 0C CD Q Dχ χ≤ = 。于是由 Cχ 的正则性知 D 是相对紧的，矛盾。所以 Q 是 Cχ -凝聚的。 

第四步：存在一个常数 0R > 使得 
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( ) ( ){ } ( ): , : ,R R CQ B B y C J X y R C J X∗⊂ = ∈ ≤ ⊂ . 

为了得到这一步的证明，选取 

( )
111

0 1 2

1 11 1

2

1
1

1 11
1

p p

p
p

L L L

p p
p

pM x Mb a u a
p

R
pMc b

p p

α

α

α

α λ

∞

−
−

−
−

 −
+ + − >

   −
−    −   

. 

则对任意的 ( )y Q x∈ ，有 
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<

∫

 

从而定义 2.8 的所有条件均被满足。于是由定义 2.8 可知 Q 至少有一个不动点。此不动点也是问题

(1.3)的一个 mild 解，即 ( )xΨ 是非空的。 
第五步：mild 解集 ( )xΨ 的紧性。 
正如之前的证明，将问题(1.3)的 mild 解集 ( )xΨ 与定义在(3.1)式的集值映射 

( ) ( )( ),: , ,cl cvQ C J X P C J X→ 的不动点联系在一起。因此需要验证集合 FixQ 的紧性。为此只需验证引理

2.3 的所有条件并用 Q 代替其中的 F 即可。 
注意到第二步已经验证了(3.1)式所定义的集值算子 Q 是闭的，且第三步已经证明了 Q 是一个 Cχ -凝

聚算子。为了运用引理 2.3，还需要验证 FixQ 在 ( ),C J X 上是有界的。事实上，对任意的 ( )x Q x∈ 和所有

的 t J∈ ，根据假设条件(HA)、(HB)、(HF)及 Hölder 不等式，有 
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其中 ( )
111

0 1 2
1
1 p p

p
p

L L L

pK M x Mb a u a
p

α

α
∞

−
−  −

≤ + + − 
。则由 Bellman 不等式，可得 ( ) 1x t R≤ ，其中

2

1 : e
Mc b

R K
α

α= 。 

从而 ( )
2

sup e eλ α∗

∈
= ≤

aMc b
b

C
t J

x x t K 。于是引理 2.3 的所有条件都满足。所以由引理 2.3 可得，问题(1.3)
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的解集 ( )xΨ 在 ( ),C J X 上是紧的。 

4. 结论 

本文讨论了 Banach 空间中一类 Conformable 分数阶发展包含解的存在性以及解集的紧性，首先给出

了 Conformable 分数阶发展包含 mild 解的表达形式，其次在紧半群情形下利用凝聚映射的不动点定理证

明了系统(1.3)mild 解的存在性以及解集的紧性。 
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