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摘  要 

本文先研究了一类变型Bessel方程的通解，由此进一步研究求解复合变型Bessel方程边值问题，发现这

类微分方程边值问题的解在不同的边界条件下具有相似的结构，且其解是由边界条件的系数和相似核函

数决定的，由此提出了相似构造法。该方法的主要步骤是首先求出方程的基础解系，构造引解函数；再

利用引解函数和初边值条件、交界面条件的系数构造内区核函数和外区核函数；最后根据核函数和边值

条件的系数得到微分方程组的相似结构解。利用相似构造法在求解微分方程的初边值问题时，能够极大

地简化求解过程，便于试井软件的编写以及分析相应的参数。 
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Abstract 
In this paper, the general solution of a class of variant Bessel equations is studied, and then the 
boundary value problem of the composite variant Bessel equation is further studied, and it is found 
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that the solution of the boundary value problem of this kind of differential equation has a similar 
structure under different boundary conditions, and its solution is determined by the coefficient and 
similar kernel function of the boundary condition, so the similarity construction method is pro-
posed. The main steps of this method are to first find the basic solution system of the equation and 
construct the induction function. Then, the coefficients of the induction function, the initial bound-
ary value condition and the interface condition are used to construct the inner and outer kernel 
functions. Finally, according to the coefficients of the kernel function and the boundary value con-
dition, the similar structural solutions of the differential equations are obtained. The similarity con-
struction method can greatly simplify the solution process when solving the initial boundary value 
problem of differential equations, which is convenient for the compilation of well testing software 
and the analysis of corresponding parameters. 
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1. 引言 

随着全球经济的快速发展，人们对能源的需求越来越大，特别是在油气藏研究领域。为了更好开发

利用油气藏，在实际工程所得数学模型中往往需要研究变型 Bessel 方程的边值问题，如均质油藏[1]、复

合油藏[2]、分形双孔油藏[3]、复合双孔[4]以及双孔合采油藏[5]，这些油藏在求解转化过程中都涉及到一

类变型 Bessel 方程边值问题的求解，但其中研究复合型的很少，因此，研究复合变型 Bessel 方程边值问

题的解是必要的。 
相似构造法是一类求解微分方程初边值问题的数学方法，它在求解复杂的微分方程组时具有重要的作

用。通过对解的形式进行构造，利用初边值条件的系数进行组装将得到一个统一的、简洁的连分式形式，

尤其对编程算法等方面有重要的作用。它最初是由李顺初等人在研究复合油藏的解时提出的。2002 年，Li 
[6]等人在研究复合油藏的渗流模型解时，发现无因次压力在三种理想状态外边界条件下，复杂的解的形式

可以表达为连分式的统一形式，并能适用于其他类型的油藏，因而提出了相似构造法。从此相似构造法得

到了广泛的应用，2010 年严娟[7]等人利用相似构造法研究了 Kummer 方程的一类边值问题，简化了求解

过程。Wang [8]等人在 2013 年将相似构造法引入到了微分方程组中，对 Airy 方程的一类边值问题进行求

解，通过变量替换得到了一类 Bessel 方程的边值问题，随后利用相似构造法求解并发现了相似构造法在求

解该类边值问题时的简便性。接着相似构造法被引入到了各类丰富的油藏中来，2021 年 Dong [9]等人利用

相似构造法求解了一类考虑井筒储集和表皮因子的两区径向复合油藏，随后利用 Laplace 变换和 Gaver-
Stehfest 数值反演得到了实空间的相似结构解。2017 年 Zhang [10]等人将相似构造法引入到了页岩气渗流

模型中来，针对传统页岩气储层模型在描述页岩气流动过程中存在的局限性，建立了考虑吸附和解吸过程

的三重介质页岩气储层渗流模型，利用相似构造法和 Laplace 变换法求解了三种外边界状态下的 Laplace
空间解，扩展了相似构造法的使用范围。Li [11]等人在 2022 年应用相似构造法求解了一类双孔分形复合

油藏渗流模型，极大地简化了模型的求解过程，同时也简化了编写程序的繁琐。罗静[12]等人在 2023 年建

立了弹性外边界条件下(其弹性系数为常数)分形复合油藏渗流模型，对一类复合扩展变型 Bessel 函数边值
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问题利用相似构造法和 Stehfest 数值反演法[13]得到了模型在实空间中的解，并绘制了在不同参数作用下

油藏的特征曲线，为相应试井软件的编程设计提供了新思路。以上研究表明相似构造法对于渗流模型的求

解是一种简单有效的方法。此外，相似构造法不仅局限于变型 Bessel 方程，而且可以推广到 Laguerre 方

程、Legendre 方程、Hermit 方程、Tschebycheff 方程、Weber 方程、Thomson 方程等方程的边值问题。这

些都是相似构造法的应用，该方法在工程和物理等方面也具有重要意义。 
弹性是用来表示变量的相对变化对另一个变量相对变化的反映程度，1920 年，Marshall [14]在经济学

领域首次提出弹性的概念，他表明价格弹性或需求弹性表示的是在一个特定时期内，一种商品需求量相

对变动相应于该商品价格相对变动的反映程度。但是由于没有具体表达式，使得弹性发展较为缓慢，直

到 1997 年，Woods [15]等人给出了弹性的数学表达式。于是弹性开始被运用于化学、物理学、经济学等

各个领域中[16]-[21]。2019 年，李顺初[18]等人最初将弹性外边界引入到均质复合油藏，发现弹性外边界

是石油工程中常用的三种外边界条件的推广，建立了更贴近实际渗流特征的均质油藏渗流模型。2021 年，

郑鹏社[19]等人将弹性外边界条件引入到页岩气藏渗流模型中，建立双重介质页岩气渗流模型，得到了实

空间中渗流模型的解。李顺初[20]等人在 2020 年针对传统分形均质油藏模型外边界条件(无限、恒压、封

闭)的理想化，引入弹性外边界条件，建立了分形均质储层渗流模型，发现弹性外边界位于三种理想状态

边界之间，更能真实反映渗流规律。Sun [21]等人在 2023 年把弹性外边界条件引入到了非牛顿幂律流体

均质油藏中来，发现弹性外边界主要影响渗流后期，同时要比理想外边界条件更具有一般性，是传统理

想外边界条件的推广。然而弹性函数是与半径和时间有关的函数，上述渗流模型的研究中，外边界处的

弹性函数都是常数，有一定的局限性。本文对弹性外边界函数进行改进，将其表示成半径与时间的函数，

得到了一个关于半径和时间的微分表达式，这样得到的结果更具一般性和真实性。故本文研究如下外边

界条件为弹性外边界的复合变型 Bessel 方程边值问题，即 
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其中 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , ,A A C C D E F M N K a b cα β 都是实常数， ( ) ( ), , 1, 2iy y x z i= = 是关于变量 x, z 的二元函

数， 1 20, , 0z C C> ≠ 并且 2 20, 0, 0D M Nαβ ≠ ≠ + ≠ 。 

2. 预备知识 

引理 1 一类变型 Bessel 方程的通解[22] 
若有方程形如 

 2 0CAy y Bx y
x

−′′ ′+ − =  (2) 
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其中 , , ,  0,  0A B C R B C∈ > ≠  

则方程的通解为： 

 
1 1

2 2 2 2
1 2

2 2A C A CB By C x I x C x K x
C Cν ν

− −   
= +      

   
 (3) 

其中
1 Av

C
−

= ， 1 2,C C 是任意常数。 

证明：对原式进行变量替换 
1

2
A

h x y
−

−
= ， 22 CBg x

C
= ，得到如下变型 Bessel 方程： 

22
2 2

2
1 0d dh Ag g

dg Cdg
hg h

 − + − + =     
 

根据变型 Bessel 方程的性质可得到该方程的通解是： 

( ) ( )1 2v vh C I g C K g= +  

其中 ( ) ( ),v vI K⋅ ⋅ 分别为 v 阶的第一、第二类变型 Bessel 函数。 

将其带入原来所作的变量替换中，得到变型 Bessel 方程的通解如下： 
1 1

2 2 2 2
1 2

2 2A C A CB By C x I x C x K x
C Cν ν

− −   
= +      

   
 

3. 主要定理及其证明 

若复合变型 Bessel 方程边值问题(1)有唯一解，则 ( )1 ,y x z 在区间 [ ],x a b∈ 上的唯一解可以表示为如下

连分式的形式： 

 ( )
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,

y x z D x z
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= Φ
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 (4) 

( )2 ,y x z 在区间 [ ],x b c∈ 上的唯一解可以表示为如下连分式的形式： 
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其中 ( , )x z∗Φ 是 ( )2 ,y x z 在区间 [ ],x b c∈ 上的外区相似核函数： 
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( ),x zΦ 为 ( )1 ,y x z 在区间 [ ],x a b∈ 上的内区相似核函数： 
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其中， ( ) ( ), , , 1,2; , 0,1i
j k x z i j kφ ξ = =， 为引解函数，它们的表达式如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 1 2 2 1, , , , , , , 1,2i
i i i ix z y x z y z y x z y z iφ ξ ξ ξ= − =  (8) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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其中 ( ) ( )1 2, , , , 1, 2i iy x z y z iξ = 分别是(1)式中的第一个和第二个微分方程的两个线性无关解。 

证明：设(1)式的第一个和第二个微分方程的两个线性无关解为 ( ) ( )1 2, , , , 1, 2i iy x z y z iξ = 。 

由引理 1 知，弹性边值问题(1)的内 ( )1i = 、外 ( )2i = 区间上的定解方程的通解为： 

 ( ) ( ) ( )1 11 11 12 12, , ,y x z C y x z C y zξ= +  (14) 

 ( ) ( ) ( )2 21 21 22 22, , ,y x z C y x z C y zξ= +  (15) 

其中 11 12 21 22, , ,C C C C 为任意常数。 

将定解方程的通解 ( )1 ,y x z 代入内边界条件 ( ) ( ) ( )1
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将通解 ( ) ( )1 2, , ,y x z y x z 代入交界面条件 ( ) ( )1 2, ,
x b x b

zy yx z xα
= =
= ，

( ) ( )1 2, ,

x b x b

y y
x x
x z x z

β
= =

∂ ∂
=

∂ ∂
得： 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 11 12 12 21 21 22 22, , , , 0C y b z C y b z C y b z C y b zα α+ − − =  (17) 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 12 21 22
11 12 21 22

, , , ,
0

y b z y b z y b z y b z
C C C C

x x x x
β β

∂ ∂ ∂ ∂
+ − − =

∂ ∂ ∂ ∂
 (18) 
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结合(16)、(17)、(18)、(19)式，可得一个关于 11 12 21 22, , ,C C C C 的线性方程组，利用克拉默法则，经过

一系列计算得到 11 12 21 22, , ,C C C C ，再进行组装 ( ) ( )1 2, , ,y x z y x z ，即可得到上式的两个连分式形式(4)和(5)

这种方法称为相似构造法，观察可知方程的解只与相似核函数和边值条件的系数有关。 

通过观察边值问题(1)的边界条件，易得到如下几个推论： 

推论 1 当 ( )2 , 0y c z = ，相应的外区核函数为 
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推论 2 当 ( )2 ,
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∂
，相应的外区核函数为 
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推论 3 当 ( )2 ,
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∂
，相应的外区核函数为 
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推论 4 在 x a= 处有： 
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4. 相似构造法的具体步骤 

通过上述求解证明复合变型 Bessel 方程边值问题的过程，总结出相似构造法求解微分方程边值问题

的步骤： 

第一步：分别求出两个控制方程的两个线性无关解 ( ) ( ) ( ) ( )11 12 21 22, , , , , , ,y x z y z y x z y zξ ξ 。 

第二步：利用方程的线性无关解构造出引解函数 ( ), , , ( 1,2, ; , 0,1)i
j k x z i j kφ ξ = ∗ =， 。 

第三步：利用六个引解函数和外边界条件 
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的系数 , ,M N K 以及 x c= 构造外区相似核函数

( )* ,x zΦ ，即(6)式。 

第四步：利用引解函数 ( )( ) ( )1
,

*, , , 0,1 , ,j k x z j k x zφ ξ = Φ 以及(1)的交界面条件 
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x b x b

x z x zy y
y yx z

x
x

x
z α β

= =
= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
， 中的系数α ，β构造内区相似核函数 ( ),x zΦ ，即(7)

式。 

第五步：将相似核函数 ( ) ( )* , , ,x z x zΦ Φ 和内边界条件 ( ) ( ) ( )1
1

,
1,

x a

x zy
Ey EF D

x
x z

=

∂ 
+ + = ∂ 

中的系数

, ,E F D 进行组装即可得到边值问题(1)的解 ( ) ( )1 2, , ,y x z y x z ，即(4)、(5)式。 

5. 举例 

利用相似构造法求解以下具体复合变型 Bessel 方程边值问题，其中： 

1 2 1 21, 1, 2, 1, 2, 1,
1, 3, 1, 2, 6

A A C C E F D M N K
a b cα β

= = − = = = = = = = =
= = = = =
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则有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1

12

2
2 2

22

1
1

1

1 22 2

1 2

2 2

2 2
2

6

1 0 1 2

2 0

, ,
,

, ,
,

,
,

, ,

, ,

,

2 4

3

1 ,

2

3

0
,

x

x x

x x

x

x z x z
x z

x z x z
x z

x z

y y
zy x

x xx
y y

zy x
x xx
y

y
x

y

x z

x z x z

x z x z

x z x z

y

y y
x x

y y
x y x

x
x z

z

=

= =

= =

=

∂ ∂
+ − = ≤ ≤

∂∂
∂ ∂
 + − = ≤ ≤

∂∂
 ∂  + =  ∂ 
 =

∂ ∂
 =

∂ ∂


∂ ∂ 
+ + =  ∂ ∂

−


，

，

 (24) 

第一步：根据定理 1 可知(24)式内区定解方程的两个线性无关解为： 

( ) ( ),I K xzx zν ν ， 1

1

1 0Av
C
−

= = ，这里构造内区二元函数(引解函数)： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
1
0,0 , , , ,v vK x I I Kz z zx z zx xz ν ν ν νξ ξ ψφ ξ ξ− ==  (25) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, , , 1m n m n

m n
m n K xz I I Kx y z yz xz yzψ − += + −  

 ( ) ( ) ( )1,0 0,0

1 1
1,, , , , , ,v vx z x z z x z

x
φ ξ φ ξ ψ ξ+

∂
= =
∂

 (26) 

 ( ) ( ) ( )0,0

1 1
0,1 , 1, , , , , ,v vx z x z z x zφ ξ φ ξ ψ ξ

ξ +
∂

= =
∂

 (27) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1,1 0,0 0,1

2
1 1 1

1, 1, , , , , , , ,v vx z x z x z z x z
x x

φ ξ φ ξ φ ξ ψ ξ
ξ + +

∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

 (28) 

外区定解方程的两个线性无关解为： 

( ) ( ), ,xI K xzx x zν ν
2

2

1
1,

Av
C
−

= =  

这里构造以下外区二元函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2
0,0 , , , ,v vK x I I Kx z xx z z zx z x x zν ν ν νξ ξ ξ ξ ξ ψ ξφ ξ == −  (29) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,0

2 2
, 1,, , , , 2 , , , ,v v v vx z x z x z x z x z

x
φ ξ φ ξ ξ ψ ξ ξ ψ ξ+

∂
= = −
∂

 (30) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0

2 2
0,1 , , 1, , , , 2 , , , ,v v v vx z x z x x z x z x zφ ξ φ ξ ψ ξ ξ ψ ξ

ξ +
∂

= = −
∂  (31) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1,1

2 2
0,1 , 1,

, 1 1, 1

, , , , 4 , , 2 , ,

2 , , , ,

v v v v

v v v v

x z x z x z x z x z
x

z x z x z x z

φ ξ φ ξ ψ ξ ψ ξ

ξ ψ ξ ξ ψ ξ

+

+ + +

∂
= = −
∂

+ −
 (32) 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
0,1

*

2

, , 1

, ,

, , , ,
2 2

v v v v

v v v v

x z xK zx I z xI zx K z
z z

x xx z x z
z z

φ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξψ ξ ψ ξ+

∂ ∂
= −

∂ ∂

= +
 (33) 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
1,1

*

2 2

, , 1 1, 1, 1

, ,

, , , , , , , ,
2 2

v v v v

v v v v v v v v

x z xK zx I z xI zx K z
x z x z

x z x z x z x z
z zz z

φ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξψ ξ ψ ξ ψ ξ ψ ξ+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂
= −
∂ ∂ ∂ ∂

= + − −
 (34) 

第二步：构造外区相似核函数 
根据 ( )( ) ( ) ( ), 0,1 1,1

2 * *, , , 0,1 , , , , , ,i j x z i j x z x zφ ξ φ ξ φ ξ= 和边值问题(24)中的外边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

4

1
,

0
,

,
x

xy y
x y x

z
z

x
z

z
x

x
=

∂ ∂ 
+ + = ∂ ∂

−
 

的系数 1M N K= = = 以及 6c = 。 

可得到区间 [ ]2,6x∈ 上的外区相似核函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 * 2
0,0 0,1 0,1*

2 * 2
1,0 1,1 1,1

1 ,6, ,6, 4 ,6,
, , 2 6

1 2,6, 2,6, 4 2,6,
x x z x z x z

x z x
x z z z

φ φ φ
φ φ φ

+ − −
Φ = ≤ ≤

+ − −
 (35) 

第三步：构造内区相似核函数 

根据 ( ),
1 *( , , )( , 0,1), 2,i j x z i j zφ ξ = Φ 以及交界面条件 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 22 2
2 2

, ,
, , ,

x x
x x

xy y
y y

z x z
x z

x
x

x
z

= =
= =

∂ ∂
= =

∂ ∂

中的系数 1, 3, 2bα β= = = 可得到区间 [ ]1,2x∈ 上的内区相似核函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
* 1 1

0,1 0,0
* 1 1

1,1 1,0

2, , 2, 3 , 2,
, , 1 2

2, 1,2, 3 1,2,
z x z x z

x z x
z z z
φ φ
φ φ

Φ −
Φ = ≤ ≤

Φ −
 (36) 

第四步：构造内区、外区的解 

根据 ( )( ) ( ) ( ),
1 *, , , 0,1 , , , ,i j x z i j x z x zφ ξ = Φ Φ 以及内边界条件 ( ) ( )1

1
1

,
, 3 2

x

y
y

x z
x z

x
=

∂ 
+ = ∂ 

中的系数 

1, 2,E F D= = = 以及 1, 2, 6a b c= = = 可得到边值问题(24)有唯一解，则在区间 [ ]1,2x∈ 上的内区解可表示

为如下连分式的形式： 

 ( )

( )
( ) ( )1

2 1, ,1 1, 21
1, 2

y x z x z
z

z

= Φ
Φ ++

Φ +
 (37) 

在区间 [ ]2,6x∈ 上的外区解可以表示为如下连分式的形式： 

 ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

0,1 1,0

*

2 * 1 1

1 1
0,1 0,1

,2 1, 1 1, 2 2, 1,2, 3 1,2,1
1, 2 2,2, 2,2,

x z
y x z

z z z z
z z z

φ φ

φ φ

Φ
= ⋅

Φ + Φ+ −Φ +
 (38) 

6. 结论 

利用相似构造法求解微分方程的初边值问题时，能够极大地简化求解过程，便于试井软件的编写。

主要步骤包括：首先计算出方程的线性无关解，构造引解函数；再利用引解函数和外边界条件、交界面

条件构造相似核函数；最后由左边界条件系数和相似核函数得到方程组的解。 
复合变型 Bessel 方程边值问题的解都可以表示成连分式的形式，结构特别，每一步的步骤都简洁清
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晰，便于求解。 
在具体工程所涉及的方程求解过程中，相似构造法发挥着很大的作用，尤其是在油藏方面的应用更

为广泛。因此，相似构造法的利用为很多油藏渗流模型的求解提供了一种简便的方法，具有重要的理论

和应用价值。 
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