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摘  要 

通过分析一类二阶微分方程边值问题解的表达式，发现此边值问题的解的表达式都呈现连分式乘积形式，

是由六个引解函数组成的相似核函数和左边界条件系数构造而成。由此得到求解该类边值问题的相似结

构解的相似构造法，并对一个具体的二阶微分方程边值问题进行求解。该方法降低了求解难度，得到的

解表达式简洁明了，更能清晰地反映各个参数对解的影响。 
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Abstract 
By analysing the expressions of the solutions of a class of second-order differential equation 
boundary value problems, it is found that the expressions of the solutions of this boundary value 
problem are all in the form of a continuous fractional product, which is constructed by the similar 
kernel function consisting of six induced solution functions and the left boundary condition coeffi-
cients. As a result, the similar construction method for solving similarly structured solutions of 
this class of boundary value problem is obtained, and a specific second-order differential equation 
boundary value problem is solved. The method reduces the difficulty of the solution, and the ob-
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tained solution expression is concise and more clearly reflects the influence of each parameter on 
the solution. 
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1. 引言 

随着社会的发展，许多工程技术和应用科学领域中的实际问题被转化为微分方程边值问题进行解决。

例如，在石油工程的研究中，各种油藏渗流模型(如多层油藏[1]、双渗油藏[2]、复合油藏[3]、双孔复合

油藏[4]、均质油藏[5])的求解都被转化为各类微分方程边值问题的求解，因而各类微分方程的边值问题的

求解就显得极为重要。李顺初[6]在研究一类二阶常微分边值问题时，通过分析其解的结构，提出了相似

构造法求解此类边值问题的解。随后，学者们开始在各种二阶常微分方程(如 Bessel 方程[7]、变型 Bessel
方程[8]、Airy 方程[9]、连带 Legendre 方程[10]、复合型变型 Bessel 方程[11]、复合 Hermit 方程[12])的某

类边值问题中尝试应用相似构造法，并取得了许多显著的成果，但远远还未达到完善。 
在实际油藏中，油藏的外边界条件具有弹性[13] [14] [15]，但是以往研究者总是局限于三种理想的外

边界条件，故以往研究还不能完全满足实际应用的需求，有待进一步地发展和后续的不断探索。基于以

上原因，本文探讨了一类二阶微分方程边值问题解的问题，通过对其解表达式的分析和观察，构造了由

六个引解函数组成的相似核函数，提出了该类边值问题解的相似结构法，并且得到了边值问题解的相似

结构式。对于上述研究的边值问题，常见的求解方法待定系数法、差分法、格林函数法、分离变量法等

运算过程相对复杂，而相似构造法简化了运算过程，只需通过简单组装由六个引解函数组成的相似核函

数和左边界条件系数即可获得边值问题的解。本文针对一类二阶微分方程边值问题解的研究拓展了可解

二阶微分方程边值问题的范围，并为解决计算机仿真、石油工程勘测等实际工程问题奠定了相应的理论

基础。解的相似构造法极大地降低了求解难度和计算时间，得到的解表达式简洁明了，为求解工程模型

提供了一种简单、实用的新方法。 

2. 主要定理 

本文研究如下的一类二阶微分方程的边值问题，即 
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                (1) 

其中 , , , , , , , , , ,A C D E F M G H Q a b均为实数，且 0, 0, 0C D a b≠ ≠ < < 。 
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定理 1 若边值问题(1)有唯一解，则解为如下连分式乘积形式 

( )

( )
( ) ( )1 1, , ,

,
,

y x z D x zM F a zE
F a z

= ⋅ ⋅ ⋅Φ
+Φ+

+Φ

                    (2) 

其中 ( ),x zΦ 称为解 y 的相似核函数 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
0,0 0,1 1,0 1,1 0,1 1,1, , , , , , , , , , , , , , , , ,x z x z x z x z x z x zϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ 称为引解函数，具体公式如下 
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证明 边值问题(1)中的定解方程 
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的通解[16]为： 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , .y x z C y x z C y x z= +                             (11) 

其中 1C 、 2C 为任意常数， ( )1 ,y x z 、 ( )2 ,y x z 为方程(10)的两个线性无关解。 
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由 ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, 0

x b

y x z y x z
Gx H y x z Q x

z x
=

∂ ∂ 
+ + + = ∂ ∂ 

得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

2 2
2 2

, ,
,

, ,
, 0.

y b z y b z
C Gb H y b z Q b

z x

y b z y b z
C Gb H y b z Q b

z x

∂ ∂ 
+ + + ∂ ∂ 

∂ ∂ 
+ + + + = ∂ ∂ 

                    (13) 

由于边值问题(1)的解存在且唯一，联立式(12)和式(13)，得到的关于待定系数 1C 、 2C 的线性方程组

的系数矩阵 0∆ ≠ ，且 
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根据 Cramer 法则得到 
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将 1C 和 2C 代入式(11)得到 
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结合相似核函数整理，即得到边值问题(1)的解为 

( )

( )
( ) ( )1 1, , .

,
,

y x z D x zM F a zE
F a z
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+Φ+

+Φ

                   (18) 

即为式(2)。 
在实际工程问题的分析时，常常用到以下推论： 

推论 1 对于边值问题(1)，若内边界条件是
( ),

1
x a

y x z
x

=

∂ 
= ∂ 

有 

( ) ( ), , .y x z x z= Φ                                 (19) 

推论 2 对于边值问题(1)，在 x a= 处时有 

( ) ( )
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, 1, .

,
x a

y x z
y x z F D Mx E

F a z
=
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+ = ⋅ ∂  +
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                    (20) 

3. 相似构造法的求解步骤 

根据上面的论述，可将相似构造法求解边值问题(1)的步骤归纳如下： 
第一步构造引解函数 
根据所给二阶微分方程边值问题中定解方程类型，得到定解方程的两个线性无关解 ( )1 ,y x z 、 ( )2 ,y x z ，

并利用其构造得到引解函数 ( )0,0 , ,x zϕ ξ 、 ( )0,1 , ,x zϕ ξ 、 ( )1,0 , ,x zϕ ξ 、 ( )1,1 , ,x zϕ ξ 、 ( )*
0,1 , ,x zϕ ξ 、 ( )*

1,1 , ,x zϕ ξ ，

即式(4)~(9)。 
第二步构造相似核函数 

利用六个引解函数和右边界条件 ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, 0

x b

y x z y x z
Gx H y x z Q x

z x
=

∂ ∂ 
+ + + = ∂ ∂ 

中的系数 , ,G H Q

构造相似核函数 ( ),x zΦ ，即式(3)；并计算 ( ),a zΦ 的值。 

第三步构造相似结构解 
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根据第二步得到的相似核函数 ( ),x zΦ ， ( ),a zΦ 和左边界条件 ( ) ( ) ( ),
,

x a

y x z
Ey x z M EF D

x
=

∂ 
+ + = ∂ 

中的系数 , , ,E F M D 组装得到边值问题的相似结构解，即式(2)。 

4. 应用举例 

求解如下具体的边值问题 
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             (21) 

通过对比分析边值问题(21)和边值问题(1)可得 1, 2, 6, 2, 3, 2,A C D E F M= = = = = =  
( ) ( ) 3 2 12, 3, 2, 7, 1, 2, 2 3M G H Q a b B z f z z z z

z
= = = = = = = = + + + ，接下来利用相似构造法进行求解。 

对于边值问题(21)， ( )( ) ( )( )0 0,I x f z K x f z 是边值问题中定解方程 

( ) ( ) ( )
2

3 2
2

, ,1 12 3 , 0
y x z y x z

z z z y x z
x x x z

∂ ∂  + − + + + = ∂ ∂  
的 2 个线性无关解。 

第一步，构造引解函数 
为了简化引解函数，我们引用以下函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, , , 1 ,m n

m n m n m nx y z K xz I yz I xz K yzψ − += + −                   (22) 

其中 ( )lK ⋅ 和 ( )lI ⋅ 分别为 l 阶第二类和第一类变型 Bessel 函数， ,x y 和 z 为实变量，m 和 n 为实常数。根

据式(4)~(9)利用 2 个线性无关解构造引解函数，即 

( ) ( )( )0,0 0,0,2, ,2, ,x z x f zϕ ψ=                              (23) 
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( ) ( ) ( )( )0,1 0,1,2, ,2, ,x z f z x f zϕ ψ=                           (25) 
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∂
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∂
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( ) ( ) ( )( )1,1 1,11,2, 1,2, .z f z f zϕ ψ= −                             (28) 

第二步，构造相似核函数 
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由于 3, 2, 7, 2G H Q b= = = = ，根据式(3)可以得到相似核函数，即 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*
0,0 0,1 0,1

*
1,0 1,1 1,1

8 ,2, 7 ,2, 2 ,2,
, .

8 1,2, 7 1,2, 2 1,2,
x z x z x z

x z
z z z

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

+ +
Φ =

+ +
                    (29) 

第三步，构造相似结构解 
由于 6, 2, 3, 2, 1D E F M a= = = = = ，根据式(2)，可以得到边值问题(1)的相似结构解，即 

( )

( )
( ) ( )1 1, 6 , .2 3 1,2

3 1,

y x z x z
z

z

= ⋅ ⋅ ⋅Φ
+Φ+

+Φ

                      (30) 

5. 结论 

对于二阶微分边值问题(1)，只需先根据定解方程的线性无关解构造引解函数，然后利用一个边界条

件的系数以及六个引解函数构造相似核函数，最后将另外一个边界条件系数和相似核函数进行组装即可

获得边值问题的解。 
二阶微分边值问题(1)解的表达式都呈现连分式乘积形式，当改变边界条件系数时，解的相似结构仍

保持不变。 
利用相似构造法求解二阶微分边值问题(1)时，降低了求解难度，提高了计算的准确度，得到的解表

达式清晰明了。 
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