
Pure Mathematics 理论数学, 2024, 14(4), 137-151 
Published Online April 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2024.144120   

文章引用: 张莹. 带有奇异非线性项的分数阶 p-Kirchhoff 方程解的存在性问题[J]. 理论数学, 2024, 14(4): 137-151.  
DOI: 10.12677/pm.2024.144120 

 
 

带有奇异非线性项的分数阶p-Kirchhoff方程解

的存在性问题 

张  莹 

上海理工大学理学院，上海 
 
收稿日期：2024年2月27日；录用日期：2024年3月23日；发布日期：2024年4月23日 

 

 
 

摘  要 

本文主要研究如下带有奇异非线性项的分数阶p-Kirchhoff方程解的存在性： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2d d , , ,

0, ,

N N

p
s q

N ps p

u x u y
M y x u u u g x u f x u x

x y

u x

γµ λ− −
+

  −   −∆ + = + ∈Ω   − 
= ∈∂Ω

∫ ∫ 

 
其中 NΩ ⊂  ( )N ps> 是一个边界光滑的有界区域， ( )− s

p
∆ 是一个分数阶p-Laplace算子， 

( ) 1kM t a bt −= + ， t 0≥ ， , 0a b > 。假设 ( )0,1γ ∈ ， ( )0,1s∈ ，λ 是一个正实数，1 sp pk p∗< < < ，其中

sp∗ 是分数阶索伯列夫临界指数。通过Nehari流行方法和变分法，证明了该方程解的存在性。 
 

关键词 

Kirchhoff型方程，分数阶p-Laplace方程，Nehari流行，变分法 

 
 

Existence of Solutions for a Fractional 
p-Kirchhoff Equation with Singular  
Nonlinearity 

Ying Zhang 
College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 
 
Received: Feb. 27th, 2024; accepted: Mar. 23rd, 2024; published: Apr. 23rd, 2024 

 
 

 
Abstract 
This paper studies the following fractional p-Kirchhoff equation with singular nonlinearity:  

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2024.144120
https://doi.org/10.12677/pm.2024.144120
https://www.hanspub.org/


张莹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.144120 138 理论数学 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2d d , , ,
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u x

γµ λ− −
+

  −   −∆ + = + ∈Ω   − 
= ∈∂Ω

∫ ∫    

where Ω  is a bounded smooth domain of N
 ( )N ps> , ( )− s

p
∆  is a fractional p-Laplace opera-

tor, ( ) 1kM t a bt −= + , 0t ≥ , , 0a b > . Suppose ( )0,1γ ∈ , ( )0,1s∈ , λ  is a positive real number, 

1 sp pk p∗< < < , where sp∗  is the fractional Sobolev critical exponent. The existence of the equa-
tion is proved by Nehari manifold method and variational method. 
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1. 引言 

设 ( )0,1s∈ ， ( )1,p∈ ∞ ， NΩ⊂  是一个边界光滑的有界区域，本文考虑如下问题： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2d d , , ,

0, ,

N N

p
qs

N ps p

u x u y
M y x u u u g x u f x u x

x y

u x

γµ λ− −
+

  −   −∆ + = + ∈Ω   − 
= ∈∂Ω

∫ ∫        (1.1) 

其中 ( )0,1γ ∈ ，λ 是正实数， *1 s
Npp pk p

N ps
< < < =

−
，N ps> 。( )s

p−∆ 是分数阶 p-Laplace 算子，定义为： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2

\0
2lim dN

p
s

N psp B x

u x u y u x u y
u x y

x yεε

−

+→

− −
−∆ =

−
∫


， Nx∈ 。 

近年来，由于椭圆型的分数算子和非局部算子在金融、薄障碍、优化等问题应用广泛，因此该类算

子的研究也受到越来越多的关注。在[1] [2] [3]中，利用变分法研究了分数阶拉普拉斯算子的半线性

Dirichlet 问题，在[4] [5] [6] [7]中研究了带有凹凸非线性项的非局部算子的存在性和多重性结果，在[8] [9]
中研究了分数阶 p-Laplace 算子的特征值问题和最小特征值的简单性质，在[10]中研究了带有超线性项和

奇异非线性的(p, q)拉普拉斯问题解的存在性和正则性问题。 
在 1s = 的情况下，Crandal M. G.，Rabinowitz P. H.和 Tartar L.在[11]最先研究了一类带有奇异非线性

项问题的半线性问题。此后许多作者利用[11]中的技术将其与Nehari流行方法结合，研究了Laplace算子、

p-Laplace 算子、分数阶 Laplace 算子和分数阶 p-Laplace 算子的问题，见[12] [13][14]。在[15] [16]中，Tuhina 
M.和 Yang D. D.研究了类似的奇异问题： 

( )s q
p u u uαλ −−∆ = + ， 

其中在Ω 中 0u > ，在 \N Ω 上 0u = ，利用 Nehari 流行方法证明了方程解的存在性。在[17]中，Fiscella A.
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和 Mishra P. K.研究了如下的一类奇异 Kirchhoff 问题： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

*
2

2 1
2 d d s

N N
s

N s

u x u y
M x y u f x u g x u

x y
γλ −−

+

 −
  −∆ = +
 − 
∫ ∫
 

， 

其中 NΩ⊂  是一个有界开集， ( )0,1γ ∈ ， ( )
*

*
2

2 1
s

sf L γ+ −∈ Ω 。类似的分数阶 Kirchhoff 问题和分数阶

p-Kirchhoff 问题还有很多，例如[18] [19] [20]等。 
受[13] [15] [16] [17] [20]等文献的启发，本文研究问题(1.1)解的存在性，更加深入地了解用 Nehari

方法和变分法证明解的存在性，为该领域的进一步研究提供了新的思路和方法。首先给出如下假设： 
(H1) ( )g x 在Ω 上处处为正，且对于1 d q p< < < ， 

( )1
d

dg L γ+ −∈ Ω
； 

(H2) :F Ω× → 是连续函数，并且对于任意的 0t > ，我们有 

( ) ( ), ,rF x tu t F x u=
， 

其中 ( ) ( )
0

, , d
u

F x u f x s s= ∫ ， *1 sp pk r p< < < < 。 

注记 1.1 由(H2)，不难看出对于任意的
( ),x u ∈Ω×

和常数 0C > ，我们有 

( ) ( ), ,uf x u rF x u=
 

和 

( ), rF x u C u≤
 

成立。 
本文的主要结果如下： 
定理 1.1 假设条件(H1)~(H3)成立，那么存在 ( ) ( ) ( )* *, 0, 0,λ µ ∈ ∞ × ∞ ，使得对任意的 ( )*0,λ λ∈ ，

( )*0,µ µ∈ ，问题(1.1)至少有两个非平凡解。 
本文的结构安排如下：第二部分，介绍一些勒贝格空间和分数阶索伯列夫空间的一些基础知识；第

三部分，给出一些主要引理及其证明；第四部分是定理 1.1 的证明。 

2. 符号说明和基础知识 

在本节中，回忆一些关于勒贝格空间和分数阶索伯列夫空间的一些必要的基础知识，对于更多细节

的地方，可以参考[21] [22] [23]。 ( )p NL  表示值域为的 N
 上的函数空间 

( ) ( ){ }: , dN
pp N NL u u x= → < ∞∫



   ， 

记 ( ) ( )
1

dp N N
p p

Lu u x= ∫




，令
( )0,1s∈

， N ps> ，
( )1,p∈ ∞

，考虑空间 

( ) ( ) [ ]{ }, :s p N p NW u L u= ∈ < ∞  ， 

记 

( ) ( ) [ ],s p N p NW Lu u u= +
 

， 
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其中 

[ ] ( ) ( )
2

1

d d
N

p p

N ps

u x u y
u y x

x y +

 −
 =
 − 
∫∫
  

称为 Gagliardo 半范数。 
现在定义空间 

( ) ( ){ },
0 : 0s p NX u W uΩ = ∈ = Ω 在 中 ， 

在这里， \NΩ = Ω 表示Ω 在 N
 中的补集，定义 ( )0X Ω 上的范数为 

( ) ( )
1

d d
p p

N ps
Q

u x u y
u x y

x y +

 −
 =
 − 
∫∫ ， 

其中 ( )2 \NQ = Ω× Ω   。 
定理 2.1 ([23]，定理 6.7)令 ( )0,1s∈ ， [ )1,p∈ +∞ ， NΩ⊂  是一个有界区域，那么存在一个正的常数

( ), , ,C N p s Ω ，使得对于任意的 ( )0f X∈ Ω ，有 

( ) ( ), , ,qLf C N p s f
Ω
≤ Ω  

成立，其中 *1, sq p ∈   ，
*
s

Npp
N ps

=
−

称为分数阶索伯列夫临界指数。 

定义 2.1 我们说 0u X∈ 是问题(1.1)的弱解，如果对于任意的 0v X∈ ，都有 
( )( ) ( ) ( )1 1, d d , dp k qa b u u v u uv x g x u v x f x u v xγµ λ− − −

Ω Ω Ω
+ + = +∫ ∫ ∫  

成立，其中 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

, d d
p

N ps
Q

u x u y u x u y v x v y
u v y x

x y

−

+

− − −
=

−
∫∫ 。 

3. 主要引理的证明 

为了证明本文的主要结果，首先证明一些基本的引理。与问题(1.1)相关的能量泛函 0:J X →，如

下所示： 

( ) ( ) ( )1d d , d
1

p pk qa bJ u u u u x g x u x F x u x
p pk q

γµ λ
γ

−

Ω Ω Ω
= + + − −

−∫ ∫ ∫ 。 

注意到由于奇异项的存在， ( )J u 并不是可微的，因此考虑一类纤维映射 uϕ ，其在[24]中被 Drabek P.
和 Pohozaev S. I.介绍。定义纤维映射 uϕ 如下： 

( ) ( )

( ) ( )
1

1

d

d , d .
1

p pk q
p pk q

u

r

at bt tt J tu u u u x
p pk q

t g x u x t F x u x
γ

γ

ϕ µ

λ
γ

Ω

−
−

Ω Ω

= = + +

− −
−

∫

∫ ∫
 

由(H2)和注记 1.1，可以得到 

( ) ( ) ( )11 1 1 1d d , dp pk qp pk q r
u t at u bt u t u x t g x u x t f x u u xγγϕ µ λ −− − − − −

Ω Ω Ω
′ = + + − −∫ ∫ ∫ ， 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

11 2

1 1 1 d

d 1 , d .

p pk qp pk q
u

r

t a p t u b pk t u q t u x

t g x u x r t f x u u xγγ

ϕ µ

λγ

− − −

Ω

−− − −

Ω Ω

′′ = − + − + −

+ − −

∫
∫ ∫

 
J 在 0X 上并不是下有界的，但是在 0X 的子集上是有界的，称为 Nehari 流形： 

{ } ( ){ }0 \ 0 : 1 0uN u Xλ ϕ′= ∈ = 。 

现在，将 Nλ 分为以下三个部分： 

( ){ }: 1 0uN u Nλ λ ϕ+ ′′= ∈ > ， 

( ){ }: 1 0uN u Nλ λ ϕ− ′′= ∈ < ， 

( ){ }0 : 1 0uN u Nλ λ ϕ′′= ∈ = 。 

对于u Nλ∈ ，我们有 

( ) ( ) ( )11 d d , d 0p pk q
u a u b u u x g x u x f x u u xγϕ µ λ −

Ω Ω Ω
′ = + + − − =∫ ∫ ∫ ， 

( ) ( ) ( )11 d 1 ( ) d , dp pk q
u ap u bpk u q u x g x u x r f x u u xγϕ µ λ γ −

Ω Ω Ω
′′ = + + − − −∫ ∫ ∫ 。 

接下来，令 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

, , d ,

d , , d .

p pk qP u a u K u b u Q u u x

R u g x u x S u f x u u xγ

µ

λ
Ω

−

Ω Ω

= = =

= =

∫
∫ ∫

 

容易看出， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0u N P u K u Q u R u S uλ∈ ⇔ + + − − = 。                   (3.1) 

引理 3.1 令 0u X∈ ，那么我们有 
(1) 存在一个常数 1 0C > ，使得 

( ) 1
1R u C u γλ −≤ ， 

(2) 存在一个常数 2C a> ，使得 

( ) 2
rS u C u≤ 。 

证明：(1) 由(H1)和定理 2.1 我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1

1

1

11

1
1

d

, , ,

,

d d
d

d
d

L L

L

R u g x u x

g x u

g x C N p s u

C u

γ γ

γ

γ

γ

γγ

γ

λ

λ

λ

λ

+ − −

+ −

−

Ω

−

Ω Ω

−−

Ω

−

=

≤

≤ Ω

≤

∫

 

其中 ( )1 1 , , , ,C C N p s γ= Ω ，是一个正数。 
(2) 由(H2)、注记 1.1 和定理 2.1，我们有 

( ) ( ) ( )

( )

2

, d , d

, d d

,

r

r r

S u f x u u x r F x u x

r F x u x Cr u x

K u C u

Ω Ω

Ω Ω

= =

≤ ≤

≤ ≤

∫ ∫
∫ ∫  
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其中 2C K a= + ， ( ), , ,K CC N p s r= Ω 。证毕。 
引理 3.2 0λ > ，J 在 Nλ 上是强制的和下有界的。 
证明：令 u Nλ∈ 且 1u > 。那么由(3.1)、注记 1.1 和引理 3.1，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1

1d d , d
1

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 .
1

p pk q

p

a bJ u u u u x g x u x rF x u x
p pk q r

P u K u Q u R u S u
p pk q r

P u K u Q u R u
p r pk r q r r

a u C u
p r r

γ

γ

µ λ
γ

γ

γ

λ
γ

−

Ω Ω
Ω

−

= + + − −
−

= + + − −
−

       
= − + − + − − −       −      
   

≥ − − −   −  

∫ ∫ ∫

 

因为 *0 1 1 sp pk r pγ< − < < < < < ，所以如果 u →∞， ( )J u →∞成立。证毕。 

我们令 

( )
( )

( )
( )

( )1

1 2

1
1 1

pk
r pa r p a p

C r C r

γ

γ
δ

γ γ

− −
− − − +

=   − − − −       
， 

其中 1C 和 2C 在引理 3.1 中已被给出。 
引理 3.3 如果 0 λ δ< < ，那么 0Nλ = ∅。 
证明：用反证法来证明本引理。假设存在 0 λ δ< < 使得 0u Nλ∈ 。 
如果 1u < ，那么由(3.1)和引理 3.1，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1

0 1

0 1 1

1

1 ,

u

p p p

pP u pkK u qQ u R u rS u

p r P u pk r K u q r Q u r R u

a p r u b pk r u C q r u C r u γ

ϕ γ

γ

µ λ γ −

′′= = + + − − −

= − + − + − + − −  

≤ − + − + − + − −  

 

那么 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1 1

0

1 1p C r C r
u

a r p b pk r C r q a r p
γ λ γ λ γ

µ
− − − − − −      ≤ ≤

− + − + − −
。 

因此 

( )
( )

( )1

1 1
pa r p

u
C r

γλ
γ

− −−
≥

− −  
。                             (3.2) 

再次利用(3.1)和引理 3.1，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2

0 1 1

1 1 1 1

1 1 .

u

p r

pP u pkK u qQ x R u rS u

p P u pk K u q Q x r S u

a p u C r u

ϕ γ

γ γ γ γ

γ γ

′′= = + + − − −

= − + + − + + − + − − −  

≥ − + − − −  

 

因此 

( )
( )

1

2

1
1

r pa p
u

C r
γ
γ

− − +
≥   − −   

。                              (3.3) 
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结合(3.2)和(3.3)，可以得到 

( )
( )

( )
( )

( )1

1 2

1
1 1

p
r pa r p a p

C r C r

γ

γ
λ

γ γ

− −
− − − +

≥   − − − −       
。 

又因为 *0 1 1 sp pk r pγ< − < < < < < ， 2C a> ，那么 

( )
( )2

1
0 1

1
a p

C r
γ
γ

− +
< <

− −  
， 

( ) ( )1 1p pk
r p r p

γ γ− − − −
<

− −
。 

所以 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1

1 2

1

1 2

1
1 1

( 1 ) .
1 1

p
r p

pk
r p

a r p a p
C r C r

a r p a p
C r C r

γ

γ

γ
λ

γ γ

γ δ
γ γ

− −
−

− −
−

 − − +
≥   − − − −       

 − − +
≥ =  − − − −       

 

显然，这是矛盾的。 
如果 1u ≥ ，那么由(3.1)和引理 3.1，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
0 10 1 1pk

u a p r b pk r C q r u C r u γϕ µ λ γ −′′= ≤ − + − + − + − −       ， 

那么 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1 1

0

1 1pk C r C r
u

a r p b r pk C r q a r p
γ λ γ λ γ

µ
− − − − − −      ≤ ≤

− + − + − −
。 

因此 

( )
( )

( )1

1 1
pka r p

u
C r

γλ
γ

− −−
≥

− −  
。                             (3.4) 

另一方面，再次利用(3.1)和引理 3.1，我们仍然得到 

( )
( )

1

2

1
1

r pa p
u

C r
γ
γ

− − +
≥   − −   

。 

结合以上两式，我们得到 

( )
( )

( )
( )

( )1

1 2

1
1 1

pk
r pa r p a p

C r C r

γ

γ
λ δ

γ γ

− −
− − − +

≥ =  − − − −       
。                     (3.5) 

这显然是矛盾的。证毕。 
注记 3.1 从引理 3.2 和引理 3.3，可以总结出 
对于 0 λ δ< < ， N N Nλ λ λ

+ −= ∪ ； 

J 在 Nλ
+ 和 Nλ

− 上都是强制的和下有界的。 
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定义， 

( )( )inf
u N

J u
λ

θ
∈

= ； ( )( )inf
u N

J u
λ

θ
+

+

∈
= 和 ( )( )inf

u N
J u

λ

θ
−

−

∈
= 。 

引理 3.4 如果 0 λ δ< < ，那么 0θ θ +< < 。 
证明：取 u Nλ

+∈ ，由(3.1)，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1

1 1 1 1 .
u pP u pkK u qQ u R u rS u

p P u pk K u q Q u r S u

ϕ γ

γ γ γ γ

′′< = + + − − −

= − + + − + + − + − − −  
 

所以， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1
1

p P u pk K u q Q u
S u

r
γ γ γ

γ
− + + − + + − +

<
− −

。               (3.6) 

另一方面，由(3.1)，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 .
1 1 1 1

J u P u K u Q u R u S u
p pk q r

P u K u Q u S u
p pk q r

γ

γ γ γ γ

= + + − −
−

       
= − + − + − + −       − − − −      

 

再次利用(3.6)，所以 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 11 1 .
1 1

J u P u K u Q u
p pk q

p P u pk K u q Q u
r r

λ γ γ

γ γ γ
γ γ

     
< − + − + −     − − −     

− + + − + + − + 
+ − − − − 

 

因此， 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 1
1

1
11 1

1
1

11 1
1

.
1

pr pr pr p
r

J u P u
pr

pkr pkr pkr pk
r

K u
pkr

qr qr qr q
r

Q u
qr

γγ γ
γ

γ
γγ γ
γ

γ
γγ γ
γ

γ

− +
− − + − −   − −

<
−

− +
− − + − −   − −

+
−

− +
− − + − −   − −

+
−

                 (3.7) 

不难得到 

( ) ( ) ( )
11 1 0
1

pr pr pr p
r

γγ γ
γ

− +
− − + − − <   − −

， 

( ) ( ) ( )
11 1 0

1
pkr pkr pkr pk
r

γγ γ
γ

− +
− − + − − <   − −

， 

( ) ( ) ( )
11 1 0
1

qr qr qr q
r

γγ γ
γ

− +
− − + − − <   − −

。
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所以，可以得出，对于任意的 u Nλ
+∈ ，都有 ( ) 0J u < 。于是， 0θ θ +≤ < 。证毕。 

引理 3.5 如果
10

p
γλ δ−

< < ，那么存在 0K > 使得 

0Kθ − ≥ > 。 

证明：取 u Nλ
−∈ ，那么 0Kθ − ≥ > 。由引理 3.3 的证明，我们得知 

( )
( )

1

2

1
1

r pa p
u

C r
γ
γ

− − +
≥   − −   

。 

如果 1u < ，由(3.1)和引理 3.1，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1 1
1

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

1 1 1 1 .
1

pk

pk

J u P u K u Q u R u S u
p pk q r

P u K u Q u R u
p r pk r q r r

a u C u
p r r

u a u C
p r r

γ

γ γ

γ

γ

λ
γ

λ
γ

−

− − +

= + + − −
−

       
= − + − + − − −       −      

   
≥ − − −   −  

    
= − − −    −   

 于是， 

( ) ( )
( )

( )
( )

1 1

1 1
2 2

1 11 1 1 1
11 1

pk
r p r pa p a p

J u a C d
p r rC r C r

γ γ

γ γ
λ

γγ γ

− − +
− −
 

   − + − +    ≥ − − − =           −− − − −              

。 

因此，如果 

( )
( )

1+

2
1

11 1 1 1
1 1 1

1

pk
r pa p

a
p r pC r C

r

γ

γ γλ δ
γ

γ

−
− − +  −

< − =   − −        − − 

， 

那么， ( ) 1 0J u d≥ > 。 
如果 1u ≥ ，再次由(3.1)和引理 3.1，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1 1
1

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

1 1 1 1 .
1

p

p

J u P u K u Q u R u S u
p pk q r

P u K u Q u R u
p r pk r q r r

a u C u
p r r

u a u C
p r r

γ

γ γ

γ

γ

λ
γ

λ
γ

−

− − +

= + + − −
−

       
= − + − + − − −       −      

   
≥ − − −   −  

    
= − − −    −   

 

于是， 
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( ) ( )
( )

( )
( )

1 1

1 2
2 2

1 11 1 1 1
11 1

p
r p r pa p a p

J u a C d
p r rC r C r

γ γ

γ γ
λ

γγ γ

− − +
− −
 

   − + − +    ≥ − − − =           −− − − −              

。

 
因为

( )
( )2

1
1

1
a p

C r
γ
γ

− +
<

− −  
，所以，如果

1
p
γλ δ−

< ，一定有 

( )
( )

1+

2
1

11 1 1 1
1 1 1

1

p
r pa p

a
p p r C r C

r

γ

γγλ δ
γ

γ

−
− − + −

< < −    − −        − − 

。 

于是， ( ) 2 0J u d≥ > 。最后，令 ( )1 2min ,K d d= ，可以得到，如果
10

p
γλ δ−

< < ，对任意的u Nλ
−∈ 都

有 ( )J u K≥ 成立。于是， 0Kθ − ≥ > 。证毕。 

引理 3.6 对于 { }0 \ 0u X∈ ，存在 0δ ′ > 使得，当 0 λ δ ′< < 时，存在唯一的正数 t t+ −< ，使得 t u Nλ
+ +∈ ，

t u Nλ
− −∈ ，且 

( ) ( )
*0

inf
t t

J t u J tu+

≤ ≤
= ， ( ) ( )

0
sup
t

J t u J tu−

≥
= 。 

证明：令 

( ) 1 1
1

p pkp pkL t at u bt u− −= + ， 

( ) ( ) 1 11
2 d dqqL t t g x u x t u xγγλ µ− −− −

Ω Ω
= −∫ ∫ ， 

( ) ( )1
3 , drL t t f x u u x−

Ω
= ∫ 。 

那么， ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3u t L t L t L tϕ′ = − − 。容易看出： 

1) ( )
( )

3

0 1

lim 0
t

L t
L t+→

= ； 

2) ( )2
0

lim
t

L t
+→

= ∞； 

3) ( ) ( )1 3L t L t− 有唯一的一个极大值点 maxt ，且 ( ) ( )( )1 3lim
t

L t L t
→∞

− = −∞； 

4) ( )2L t 在 R+上严格递减，存在 ( )max0,t t∈ 使得
( ) ( )

( )
1 3

2

L t L t
L t
−

在 ( )0, t 上严格递增的。 

由 1)，对于 0t > 足够小，有 ( ) ( )1 3 0L t L t− > 成立。因此，由 2)，存在 ( )1 max0,t t∈ 使得 

( ) ( ) ( )2 1 1 1 3 1L t L t L t> − ；另一方面，对于 0λ > 足够小，存在 ( )2 max0,t t∈ 使得 ( ) ( ) ( )2 1 1 1 3 1L t L t L t< − 。由介

值性定理，存在 ( ) ( )max0,t t tλ+ += ∈ ，使得 

( ) ( ) ( )2 1 3L t L t L t+ + += − 。                               (3.8) 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3u t L t L t L tϕ′ = − − 在 ( )max0,t 上是严格单调增的，所以 ( )max0,t t+ ∈ 是唯一的。结合 4)和
(3.8)，我们得到 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )1 3 1 3

22

1 , ,
L t L t L t L t

t t t
L tL t

+ +
+

+

− −
= < ∈ 。 
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也就是说，对于所有的 ( ) ( ) ( )2 1 3L t L t L t< − ，我们有 

( ) ( ) ( )2 1 3L t L t L t< − 。 

此外，固定 1λ ，使得对所有 ( )10,λ λ∈ ，我们都有 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 max, ,L t L t L t t t t+< − ∈ 。                          (3.9) 

另外，由 3)，我们得到存在 maxt t′′ > ，使得 

( ) ( ) ( )1 3 2L t L t L t′′ ′′ ′′− < 。                             (3.10) 

由(3.9)和(3.10)，我们得到对于 ( )10,λ λ∈ ，存在 maxt t− > 使得 

( ) ( ) ( )2 1 3L t L t L t− − −= − 。                            (3.11) 

由于 ( ) ( )1 3L t L t− 在 ( )max ,t ∞ 上是严格递减的，我们可以固定 2λ 和 *µ ，使得对于 ( )20,λ λ∈ 和

( )*0,µ µ∈ 有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3u t L t L t L tϕ′ = − − 在 ( )max ,t ∞ 上是严格递减的，因此， ( )max ,t t− ∈ ∞ 是唯一的。通过

(3.8)和(3.11)，很容易推断出 t+ 和 t− 是 ( )u tϕ 的两个临界点。选择 ( )1 2min , ,δ λ λ δ′ = 足够小，那么 ( )0 0uϕ = ，

( ) 0u tϕ < 对于 t 足够小。另外，对于 ( )0,t t+∈ 时， ( ) 0u tϕ′ < ；对于 ( )max,t t t+∈ 时， ( ) 0u tϕ′ > ； ( ) 0u tϕ +′ = 。

所以 ( )u tϕ 在 t+ 处达到局部最小值，且 ( ) 0u tϕ +′′ > 。所以，t u Nλ
+ +∈ 。同理可得，所以 ( )u tϕ 在 t− 处达到局

部最大值，且 ( ) 0u tϕ +′′ < 。所以， t u Nλ
− −∈ 。由引理 3.4 和引理 3.5，我们有， ( ) 0u tϕ + < ， ( ) 0u tϕ − > 。所

以，存在唯一的一个 ( )* ,t t t+ −∈ ，使得 ( )* 0u tϕ = 。 
因此，我们得到 ( ) ( ) ( )

*0
infu

t t
J t u t J tuϕ+ +

≤ ≤
= = 和 ( ) ( ) ( )

*
supu
t t

J t u t J tuϕ− −

>

= = 。证毕。 

4. 主要结果的证明 

现在，我们将给出主要结果的证明。令 * 1min ,
p
γλ δ δ

 −′=  
 

，其中δ 和δ ′分别在引理 3.3 和引理 3.6

中给出。为了证明定理 1.1，我们首先需要下面两个命题。 
命题 4.1 如果 ( )*0,λ λ∈ ，那么泛函 J 有一个极小值点 *u Nλ

+∈ ，满足 

( )* 0J u θ += < 。 

证明：因为 J 在 Nλ
+ 上是下有界的，所以存在一个极小化序列{ }nu Nλ

+∈ 使得 

( )nJ u θ +→ 。 

由引理 3.3 的证明过程，{ }nu 在 0X 上是有界的。因为 0X 是一个自反的巴拿赫空间，所以存在 * 0u X∈  

*nu u ，在 0X 中， 

*nu u→ ，在 ( )mL Ω 中， *1 sm p≤ < ， 

*nu u→ ，在Ω 中几乎处处成立， 
由控制收敛定理，我们得到 

( ) ( )* lim nn
Q u Q u

→∞
= ， ( ) ( )* lim nn

R u R u
→∞

= ， ( ) ( )* lim nn
S u S u

→∞
= 。                (4.1) 

另外， * 0u ≠ 且 ( )* 0R u > 。事实上，如果不是这样的话，考虑{ }nu Nλ
+∈ ，利用(3.1)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
1n n n n nJ u P u K u Q u R u

p r pk r q r rγ
       

= − + − + − − −       −      
， 

因此 ( )lim 0nn
J u

→∞
> 。然而，由引理 3.4， ( )lim 0nn

J u
→∞

< ，显然这是矛盾的。因此 
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{ }* 0 \ 0u X∈ 且 ( )* 0R u > 。                             (4.2) 

接下来，我们将证明在 0X 中， *nu u→ 成立。假设结论不成立，由 Brezis-Lieb 引理[25]，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )* * d d liminf d d
p p

n n
N ps N psn

Q Q

u x u y u x u y
y x y x

x y x y+ +→∞

− −
≤

− −
∫∫ ∫∫ 。               (4.3) 

结合(4.1)，(4.2)，(4.3)，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

lim liminf d d d d

d d , d
1

liminf d d d d

kp p
n n n n

n N ps N psn n
Q Q

q
n n n

kp p
n n n n

N ps N psn
Q Q

u x u y u x u ya bJ u y x y x
p pkx y x y

u x g x u x F x u x
q

u x u y u x u ya by x y x
p pkx y x y

γµ λ
γ

+ +→∞ →∞

−

Ω Ω Ω

+ +→∞

  − −  = +  − − 

+ − −

− 
  − −  ≥ +  − −  

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫

( ) ( )

( )

1

*

lim d lim d lim , d
1

q
n n nn n n

u x g x u x F x u x
q

J u

γµ λ
γ

−

Ω Ω Ω→∞ →∞ →∞




+ − −
−

>

∫ ∫ ∫

       (4.4) 

由引理 3.6，存在正数 t+ 使得 *t u Nλ
+ +∈ ，进一步我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )* * d d liminf d d
p p

n n
N sp N spn

Q Q

t u x t u y t u x t u y
y x y x

x y x y

+ + + +

+ +→∞

− −
≤

− −
∫∫ ∫∫ 。            (4.5) 

由控制收敛定理，我们得到
 

( ) ( )* lim nn
Q t u Q t u+ +

→∞
= ， ( ) ( )* lim nn

R t u R t u+ +

→∞
= ， ( ) ( )* lim nn

S t u S t u+ +

→∞
= 。        (4.6) 

因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 11

* * * *

lim liminf d d d d

d d , d

1 d d

n

kp p
p pkn n n n

u N ps N psn n
Q Q

q rq
n n n

p p

N ps N ps
Q

u x u y u x u y
t a t y x b t y x

x y x y

t u x t g x u x t r F x u x

t u x t u y t u x t u y
a y x b

t x y x y

γ γ

ϕ

µ λ

− −+ + +
+ +→∞ →∞

− − −−+ + +

Ω Ω
Ω

+ + + +

+ + +

  − −
 ′ = +
  − −  


+ − −


 − −> +
 − −


∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∫∫

( ) ( ) ( )

( )*

1

* *

d d

d d , d

0.

k

Q

q q
n n

u

y x

t u x g x t u x r f x t u t u x

t

γ
µ λ

ϕ

−+ + + +

Ω Ω
Ω

+

 
 
 
 


+ − −


′= =

∫∫

∫ ∫ ∫

   (4.7) 

另一方面，因为 nu Nλ
+∈ ，所以 ( )1 0

nuϕ′ = 且 ( )1 0
nuϕ′′ > 。由定理 3.6，对于所有的 ( )0,1t∈ ，我们有

( ) 0
nu tϕ′ < 。因此从(4.7)式，很容易得到 1t+ > 。又因为 *t u Nλ

+ +∈ ，由引理 3.6，我们得到 ( )
*u tϕ 在 ( )0,t+ 上

https://doi.org/10.12677/pm.2024.144120


张莹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.144120 149 理论数学 
 

是递减的，所以，通过(4.4)，我们总结出 

( ) ( ) ( ) ( )* * lim infnn u N
J t u J u J u J u

λ
+

+

→∞ ∈
≤ < = 。 

显然，这和 *t u Nλ
+ +∈ 是矛盾的。因此，当 n →∞时，在 0X 中有 *nu u→ 且 *u Nλ

+∈ 。证毕。 
命题 4.2 如果 ( )*0,λ λ∈ ，那么泛函 J 有一个极小值点 #u Nλ

−∈ ，满足 

( )# 0J u θ −= > 。 

证明：令{ }nu 是 Nλ
− 上的极小化序列使得 

( )nJ u θ −→ 。 

由引理 3.3 的证明过程，我们得知{ }nu 在 0X 上是有界的，因为 0X 是一个自反的巴拿赫空间，所以

存在 # 0u X∈ 使得 

#nu u ，在 0X 中， 

#nu u→ ，在 ( )Lβ Ω 中， *1 spβ≤ < ， 

#nu u→ ，在Ω 中几乎处处成立。 
类似于命题 4.1 的证明，很容易得到 

( ) ( )# #lim , d , dn nn
f x u u x f x u u x

Ω Ω→∞
=∫ ∫ ，                        (4.8) 

( ) ( )1 1
#lim d dnn

g x u x g x u xγ γ− −

Ω Ω→∞
=∫ ∫ 。                        (4.9) 

我们说 # 0u ≠ ，事实上，如果 # 0u = ，由(4.8)，我们得到当 n →∞时， 

( ) 0nS u → 。                                (4.10) 

因为 nu Nλ
−∈ ，利用(3.1)和引理 3.5，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 10
1 1 1nK J u P u P u S u

p pk rλ λ λ
     < < = − + − + −     − − −    

。 

于是我们得到 ( )0 0nK J u< < < ，显然是矛盾的。因此，存在一个正实数 t− ，使得 #t u Nλ
− −∈ 。类似

于命题 4.1 的证明，容易得到当 n →∞时，在 0X 中有 #nu u→ 且 #u Nλ
−∈ 。证毕。 

类似于[26]中引理 3.7 的证明，我们可以得到如下引理。 
引理 4.1 假设(H1)~(H3)成立， *u Nλ

±∈ ，那么存在 0ε > 和一个连续函数 

( ) ( ): 0 0,Bεβ → ∞  
使得 

( ) ( )( ) ( )0 1, , 0w u w N w Bλ εβ β ±= + ∈ ∀ ∈ ， 

其中 ( ) { }00 :B w X wε ε= ∈ < 。 

定理 1.1 的证明：通过引理 4.1，我们可以找到 ( ) 0tϑ > ， [ ]00,t t∈ 使得 

( )( )*t u th Nλϑ ++ ∈  
和 

( ) 1tϑ → ，当 0t +→  

成立。因此，由命题 4.1，我们有，对于任意的 [ ]00,t t∈ ， 
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( ) ( )( )( )* *m J u J t u thϑ= ≤ + 。 

因此对于所有的 [ ]10,t t∈ ， 1 00 t t< ≤ ，我们有 

( ) ( )* *m J u J u th≤ ≤ + 。 

因此 

( ) ( )* *0 J u th J u≤ + − 。 

在上式两边同时除以 t，且令 0t +→ ，通过简单的计算，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
* * * *

2
* * * *

* *

d d

d d

d , d 0.

p

N ps
Q

pk

N spk
Q

u x u y u x u y h x h y
a y x

x y

u x u y u x u y h x h y
b y x

x y

g x u x h x x f x u h x xγλ

−

+

−

+

−

Ω Ω

− − −

−

− − −
+

−

− − ≥

∫∫

∫∫

∫ ∫

 
在上式中，用−h 代替 h，很容易得到 *u Nλ

+∈ 是问题(1.1)的一个非平凡解。同样的道理，可以得到

#u Nλ
−∈ 也是问题(1.1)的一个非平凡解。因为 Nλ

+ 和 Nλ
− 是不相交的。所以，问题(1.1)有两个非平凡解。证

毕。 
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