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摘  要 

本文分两个部分对属于某个Bergman空间 pA 的解析函数类与满足某种特定增长条件的解析函数的等价

性的证明进行补充。首先通过两个引理以及Hölder不等式来证明对于 0a > ，有 ( ) ( )( )−
∞ −, 1 aM r f O r= ，

此时只要求函数 ( )f z 解析即可，而文献中却要求 pf A∈ ，因此是文献中叙述的进一步推广。其次，利

用贝塔函数的积分形式，便能够得到若 ( ) ( )( )−
∞ −, 1 aM r f O r= 时， pf A∈ 以及 ( ) ( )( )−−, 1 a

pM r f O r= 时，

同样有 pf A∈ 。 
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Abstract 
This paper is divided into two parts to supplement the proof of equivalence between the class of 
analytic functions belonging to a certain Bergman space pA  and the analytic functions satisfying 
certain growth conditions. First of all, two lemmas and the Hölder inequality are used to prove 
that for 0a > , there is ( ) ( )( )−

∞ −, 1 aM r f O r= . At this time, only the function ( )f z  is required to 

be analyzed, while pf A∈  is required in literature, so it is a further generalization of what is de-
scribed in literature. Secondly, using the integral form of the beta function, we can find that if 

( ) ( )( )−
∞ −, 1 aM r f O r= , pf A∈ , and ( ) ( )( )−−, 1 a

pM r f O r= , also pf A∈ . 
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1. 引言 

复分析学中的许多问题都集中在边界附近具有有限增长的解析函数上，Duren 在[1]中指出对于圆盘

中的解析函数，积分 ( ),pM r f 和 ( ),M r f∞  
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 = < < +∞ 
 
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π ∫  

提供了增长速度的一种度量，并引发了一个特别丰富的理论，具有广泛的应用。例如对于内解析函数

( )f z ，如果 ( ),pM r f 当 1r −→ 时依然是有界的，那么 ( )0pf H p∈ < ≤ ∞ 。 
记 { }: 1z z= ∈ < 表示复平面上的开单位圆盘，是单位圆周，用 dA代表上的概率测度， 

( ) 1 1d d d d d , eiA z x y r r z x iy r θθ= = = + =
π π

 

Bergman 空间是上关于面积测度的 ( )0p p< < +∞ 次方可积空间 ( ),dpL A 的解析闭子空间， 

( ) ( ) ( ){ }: d ,
ppA f f z A z f= < +∞∫ 在 上解析


   

显然 ( )pA  是 ( ),dpL A 的闭子空间。 
Rubén 和 Rosenthal 在[2]中给出了 Hardy 空间 pH 是满足如下条件的上的解析函数全体 
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1sup e d
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f f r θ θ
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π

π
= < ∞∫  

显然 pH 是 ( )pL T 的闭子空间。 
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Duren 在[3]中给出属于某个 Bergman 空间 pA 的解析函数类与满足 ( ) ( )( ), 1 aM r f O r −
∞ = − 增长条件的

解析函数是等价类，其中 0a > 。即如果 pf A∈ 时，则有 ( ) ( )( ), 1 aM r f O r −
∞ = − 或者当 

( ) ( )( ), 1 aM r f O r −
∞ = − 时，则有 pf A∈ 。但是并未给出详细的证明过程，故本文对其进行补充并进行推广。 
在此基础推广后，若只要求 ( )f z 在内解析，同样有 ( ) ( )( ), 1 aM r f O r −

∞ = − 其中 0a > 以及当 

( ) ( )( ), 1 a
pM r f O r −= − 时，可以得到 pf A∈ 。 

2. 某种特定解析函数类的增长速度 

引理 1：[1]如果 ( )f z 在 1z < 上解析，则我们有 

( ) ( ), 1 , 0 , 0pM r f O r pβ β= − < < ∞ ≥  

引理 2：如果 1a > ， ( )1 1
2

rρ = + ，那么 

( )( )2 1

0
e d 1 , 1.

a ait r t O r rρ
π − −− = − →∫  

证明： 
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                (2.1) 

接下来对 2 22 cos t rρ ρ− + 进行估计，首先有 
2 2sin , 0 sin 2, .

2 2
x x x x x x> < < > − + <
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当 且 当  

又因为 

( )22 2 2 2 2 22 cos 2 1 2sin 4 sin
2 2
t tr t r r r r rρ ρ ρ ρ ρ ρ − + = − − + = − + 
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所以有 
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π
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2
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22 cos 4 tr t r r rρ ρ ρ ρ− + > +
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− ； 

当
2 2

tπ
< < π时，有 ( )

2
22 22 cos 4 2tr t r r rρ ρ ρ ρ− + > − + − 

 π 
。 

接下来将式(2.1)积分拆分成(a)，(b)两部分考虑， 
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做变量替换
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因为 1a > ，所以无穷积分
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2

1 d
21

a θ
θ

+∞

−∞
 
 π 
+

∫ 收敛。 
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做变量替换
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综上，我们有 ( )( )2 1

0
e d 1 , 1

a ait r t O r rρ
π − −− = − →∫ 。 

 
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定理 1：若 ( )f z 在 1z < 中解析，则对于 0a > ，有 ( ) ( )( ), 1 aM r f O r −
∞ = − 。 

证明：由柯西积分公式， ( ) ( )1 d
2

f
f z

i z
ξ
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= ∫ ，可以得到在圆环 ( )1, 1
2
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因此由 Hölder 不等式，引理 1，以及变量替换有 
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再由引理 2，并由
1
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不妨令
1 0a
p

β= + > ，则有 

( ) ( )( )e 1 aif r C O rθ −≤ ⋅ −  

对上述不等式两边同时关于θ 取最大值，得到 
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( ) ( ) ( )( )
0 2

, max e 1 aiM r f f r C O rθ

θ π
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定理得证。 
 

3. Bergman 空间中函数与满足某种增长条件的解析函数的等价性 

定理 2：若 ( ) ( )( ), 1 aM r f O r −
∞ = − ，对于 0p > ，当
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由于
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< ，则1 0ap− > ，则有 
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故 pf A∈ ，得证。 
 

定理 3：若 ( ) ( )( ), 1 a
pM r f O r −= − ，对于 0p > ，当

1a
p

< 时， pf A∈ 。 
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因为 ( ) ( )( ), 1 a
pM r f O r −= − ，则有 
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剩余计算过程需同定理 2，则我们得到 pf A∈ ，得证。 
 
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