
Pure Mathematics 理论数学, 2024, 14(4), 197-206 
Published Online April 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2024.144127  

文章引用: 杨滨宾. 一个非线性 Gross-Pitaevskii 方程的行波解[J]. 理论数学, 2024, 14(4): 197-206.  
DOI: 10.12677/pm.2024.144127 

 
 

一个非线性Gross-Pitaevskii方程的行波解 

杨滨宾 

上海理工大学理学院，上海 
 
收稿日期：2024年2月29日；录用日期：2024年3月19日；发布日期：2024年4月25日 

 
 

 
摘  要 

本文主要讨论一个非线性Gross-Pitaevskii方程在一维情形下的行波解，我们的目的就是对局部相互作用

提供一些条件，从而得到存在这样的一组行波解。我们的结论主要通过证明能量泛函在具有固定的动量

时有最小值，该过程中主要运用集中紧性原理和一致先验估计。 
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Abstract 
In this paper, we mainly discuss the traveling waves of a nonlinear Gros-Pitaevskii equation in 
one-dimensional case. Our aim is to provide some conditions for local interactions, so as to obtain 
the existence of traveling waves. Our conclusion is mainly based on the proof that the energy func-
tional has a minimum value when it has a fixed momentum, which mainly uses the concentrated 
compactness principle and the uniform prior estimation. 
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1. 问题的背景和主要结论 

为了描述动力学中玻色气体的弱相互作用，Gross [1]和 Pitaevskii [2]发现控制凝聚态的波函数在

× 满足 Schrodinger 方程 

( )( )21t xxi Wφ φ φ φ− ∂ = ∂ + ∗ −  

其中 W 是实值调和分布函数，满足 1 1W ∗ = 。这里的∗表示卷积。我们对它满足无穷远处非零 

( )lim , 1
x

xφ
→+∞

⋅ =  

的有限能量行波感兴趣，即所谓的暗孤子，它可以看作是不扩散传播的局部密度缺口[3]。令 

( ) ( ),c x t u x ctφ = + 得到下列非线性 Gross-Pitaevskii 方程。 

( )( )21 0, ,icu u u W u x u′ ′′+ − ∗ − = ∈ ∈ ，                      (1.1) 

此方程模拟了一个玻色气体具有粒子间一般非局部相互作用在一个空间维度中在远处具有恒定的密

度。为了讨论行波在无穷远处具有不消失条件的存在性问题，我们需要提供关于势 W 的一般条件，使得

这些行波在一定的速度范围内是必然恒定的。不失一般性，我们假设 0c ≥ ，方程(1.1)为哈密顿方程，其

能量为 ( ) ( ) ( )1 2E u E u E u= + ，其中 

( ) 2
1

1
2

E u u′= ∫


， ( ) ( )( )( )2 2
2

1 1 1
4

E u W u u= − ∗ − −∫


。 

它的动能为 ( ) 2
1, 1P u iu u
u

 
′  = −

 
 

∫


。其中 inf 0
x

u
∈

>


， ( )1 2 1 2, Re ,z z z z= ， 1 2,z z ∈  (参见[4] [5])。 

现有结果的很大一部分涉及非局部 Gross-Pitaevskii 方程的动力学和用 Delta 方程给出了接触相互作

用 W 下行波的存在性和稳定性(参见[4] [6] [7] [8] [9])。然而，很少有无穷远处非零条件下的非局部相互

作用的数学结果。在[5] [8]中，作者为 W 设定了一些条件，对高维行波的不存在性进行了研究(参见[10] 
[11])。由于非局部相互作用，这些结论[1] [6]不能应用于(1.1)，因此我们证明行波的存在的方法依赖于先

验的能量估计证明行波存在和集中紧性参数，这使得我们能够证明存在函数的方法依赖于在动量固定的

情况下能量最小。 
为了给方程(1.1)的行波解一个清晰的定义，我们先介绍下面两个空间 
首先是能量空间： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }21 2 2: :1 ,locv H v L v Lε ′= ∈ − ∈ ∈    ， 

其次是不消失的能量空间： 

( ) ( ){ }0: : infn v vε ε= ∈ >


  。 

在与薛定谔方程相关的经典最小化问题中，在无穷远处消失的条件下，质量给出了约束，在本文中，

动量是我们需要作为约束证明暗孤子存在的一个关键，让我们先来验证一下动量在 ( )nε  是有意义的。
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事实上，函数 ( )v nε∈  是连续的，并且可以设为 eiv θρ= ，其中 vρ = ，θ 是 ( )1
locH  上的一个实值函数。

因为 ( )v nε∈  ，所以我们有 inf 0ρ >


，且用
2 2 2 2v ρ ρ θ′ ′ ′= + ，我们可以推导出

inf
v

θ
ρ
′

′ ≤


，因此 ( )2Lθ ′∈  。

设 ( )2 21 v Lη = − ∈  ，我们得到对于任意的 ( )v nε∈  ，当Ŵ 下有界时，能量和动量可以写成 

( ) ( )2 2 21 1 1
2 2 4

E v Wρ ρ θ η η′ ′= + − ∗∫ ∫ ∫
  

和 ( ) 1
2

P v ηθ ′= ∫


。 

除此以外，我们还需要经典的傅里叶变换，对于一个可积函数 ( )f x ，其傅里叶变换 

( ) ( )ˆ e dixf f x xξξ −= ∫


， 

和 Plancherel 恒等式 

( ) ( ) ( ) ( )1 ˆˆ ˆ
2

W f g W f gξ ξ ξ∗ =
π∫ ∫

 

， ( )2, ,f g L∈   。 

下面我们对 W 提出一些假设 
H1)：W 是一个偶实值分布， ˆessinf W ϖ≥ − ，且在原点处连续 

( )ˆ 0 1W = − 。 

H2)：存在 ( ]0,1σ ∈ ，
10,
2

κ  ∈  
使得对于ξ ∈，几乎处处有 

2Ŵ σ κξ≤ − + 。 

H3)：Ŵ 允许亚纯扩展到上半平面 ( ){ }: : Im 0H z z∈ > ，并且Ŵ 在 H 上唯一可能的奇点是一个属于

虚轴的简单孤立极点，即它们由{ }:jiv j J∈ 给出，其中对于所有 0jv > ，有 0 Card J≤ ≤ ∞，这里 Card 是

集合 J 中的元素个数，它们的残数 ( )ˆRes , jW iv 是满足 ( )ˆRes , 0ji W iv ≥ 的纯虚数。 
对于 0q > ，我们考虑极小化曲线 

( ) ( ) ( ) ( ){ }min : inf : ,E q E u u n P u qε= ∈ = 。 

此外，该曲线是非减量曲线(参见[11]中的定理 2)。我们设置 

( ) ( ) ( ){ }minsup 0 : , inf 0q q u E u E q uε∗ = > ∀ ∈ ≤ ⇒ >


 ， 

然后我们将基于[10] [12]，证明与 ( )minE q 相关的极小值是能得到的，并且相应的 Euler-Lagrange 方

程正是(1.1)，其中 c 表示为 Lagrange 乘子。 
定理 1.1：假设 W 满足 H1)和 H2) H3)且几乎处处 ˆ 0W ≤ ，那么对于所有 ( )0,q q∗∈ ， ( )0, 2c σ∈ ，方

程(1.1)存在一个非平凡解 ( )u nε∈  满足 ( )P u q= 。 
注记 1.1：条件 H1)确保能量函数非负且在 ( )ε  中定义良好。事实上，让我们考虑 ( )u ε∈  ，根据

Plancherel 的恒等式，我们有 

( ) ( ) ( )
2 2

22 21 1
2 4L L

E u u uϖ′≤ + −




， 

换句话说 H1)意味着 ( )E u 在能量空间 ( )ε  中是有限的。 
注记 1.2：由 H2)，我们有 

( ) ( )2
2 2

2
1 ˆ ˆ0

8 4 LE u W ϖη η≤ = − ≤
π ∫ 



。 

注记 1.3：更具技术性和限制性的条件 H3)仅用于证明极小化曲线是凹的(参见[11])。 
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注记 1.4：在空间维数为 2 或 3 的情况下，接触的相互组用是 0W δ= 的行波研究始于[13]的数值模拟，

从数值上观察到对于每一个 )0, 2c ∈  存在有限能量行波，否则不存在。而当相互作用为更一般条件的

时候，我们在一维中展开讨论。 

2. 主要引理的证明 

接下来，我们用能量的形式建立函数在能量空间中的 L∞估计。 
引理 2.1：假设 W 满足 H2)且对于一些 0κ > 和 [ )0,1σ ∈ ，在上几乎处 
处有 

( )2Ŵ σ κξ
−

≤ − +                                   (2.1) 

令 ( )u ε∈  ，设
2: 1 uη = − ，则我们有 

( ) ( ) ( )( )2 8 1 8 2 2L E u E u E uη κ κ κ∞ < + +                            (2.2) 

以及 

( ) ( ) ( )( )2 8 1 8 2 2L E u E u E uη κ κ κ∞ < + +                            (2.3) 

其中 1κκ
σ

= + 。 

证明：设 W 满足 H2)，并考虑 ( )u ε∈  。因为 uρ = ， 21η ρ= − ，我们得到下式 

( ) ( ) ( ) 222 2 21 ˆ2 d 1 d
2

x
x xη ηη η η ξ η ξ

−∞
′ ′= ≤ = +

π∫ ∫ ∫
 

                     (2.4) 

因为(2.1)，我们有 

( ) ( )( )
( ) ( )

2 22 2

2
2

1 1 ˆˆ ˆ1 d d
2 2

4 d

W

E u x

ξ η ξ ξ κξ η ξ
σ

κ η
σ

π π
+ ≤ − +

′= +

∫ ∫

∫

 





                      (2.5) 

由 21η ρ= − ，我们有 2η ρρ′ ′= − ， uρ = ，因此容易得到 ( ) ( )22 2
Luη ρ∞′ ′≤ 。 

一方面，如果 0ρ > ，则 ( ) ( ) ( )2 2 2 22u ρ ρ θ ρ′ ′ ′ ′= + ≥ ；另一方面，如果 0ρ = ，则 0ρ′ = ， 0u′ = 。所

以得到在上几乎处处有 

( ) ( ) ( )22 2
Lu uη ∞′ ′≤



                                  (2.6) 

结合(2.4) (2.5)和(2.6)，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22
2 2 1

2

4 44 8

4max ,8

L L

L

x E u u E u u E u

u E u

η κ κ
σ σ

κ
σ

∞ ∞

∞

≤ + ≤ +

 ≤  
 

 



 



                  (2.7) 

如果 ( )
2 1
Lu

σ
∞ ≤


，则 ( ) ( )
2 24max ,8 8L Lu uκ κ

σ
∞ ∞

  = 
  

  ，所以就得到了(2.2)。如果 ( )
2 1
Lu

σ
∞ >


，由于

( ) 0η ±∞ = ，我们假设存在一点 0x ∈使得 ( ) 2
0: min 1 Lm x uη η ∞= = = −



，运用(2.7)得到 
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( ) ( ) ( ) ( )22 8 8 1Lm u E u m E uκ κ∞≤ = −


   

所以有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 8 64 32 8 2 2
2

m E u E u E u E u E uκ κ κ κ κ ≥ − − + ≥ − −  
     ，而我们得到 

( ) ( ) ( )2 1 8 2 2Lu E u E uκ κ∞ ≤ + +


                             (2.8) 

最后由(2.7) (2.8)，我们证明得到了(2.2)。 
下面我们证明(2.3)。正如(2.7)，我们有 

( )( )

( ) ( ) ( )

22 2

2
2 1

1 ˆ ˆ d
2
4 8 L

W

E u u E u

η ξ κξ η ξ
σ

κ
σ

∞

≤ − +

≤ +

π∫ ∫
 





                         (2.9) 

结合(2.8)，我们得证(2.3)。证毕。 
为了得到与 minE 相关的最小序列的紧性，有必要给出下面的引理表明动量可以被能量控制。此外，

对于开集Ω⊂ 和 eiu θρ= ，我们使用局域动量 ( ) 1:
2

P u ηθΩ Ω
′= ∫ ，由 21η ρ= − ，我们有 

( ) 2 2 2 2 2
2

1 1 1 12
4 2 4 2

P u η θ η ρ θ
ρΩ Ω Ω Ω Ω

Ω

′ ′≤ + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫∫
                (2.10) 

由于非局域相互作用，我们提出局域能量 

( ) ( )21 1:
2 4

E u u W η ηΩ Ω ΩΩ Ω
′= − ∗∫ ∫  

其中 :η ηΩ Ω
= 。我们还需要引入平滑切割函数如下。设 0Ω 是紧包含在中的开子集，函数 ( )

0, Cχ ∞
Ω Ω ∈  ，

0,0 1χΩ Ω≤ ≤ 且满足如果 0x∈Ω ，则
0, 1χΩ Ω = ，如果 0\x∈ Ω ，则

0, 0χΩ Ω = 。 
引理 2.2：令 0,Ω Ω ∈是两个光滑开集满足 0Ω ⊂⊂Ω，

0,χΩ Ω 如上定义。假设 ( )u ε∈  。且在Ω 上

存在一些 ( )0,1δ ∈ 使得
21 1uδ δ− ≤ ≤ + 。那么 

( ) ( ) ( )2
1

E u
P u uδ

δ
Ω

Ω Ω< +
−

                           (2.11) 

且 ( )uδΩ 满足 

( ) ( )
( ) ( )

2 0 00 2 2\ \0 0

2 2

\ \\
L L

Lu Cδ η ηχ ηχ
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω

 
′ ′≤ + +  

 
               (2.12) 

此处 ( )( ),C C E u δ= 是一个与 ( )E u ，δ 有关的常数，与Ω， 0Ω 无关。 
证明：我们令 eiu θρ= ，正如(2.10)，我们有 

( ) ( )
2 2 212

4 2 1
P u λ η ρ θ

λ δΩ Ω Ω
′≤ +

−∫ ∫                        (2.13) 

其中 0λ > 是个定值。现在我们令 

( ) ( ) ( )2 2 2 21
4 2 1 4

W R uλ λη ρ θ η η η
λ δ Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω

 ′+ = + ∗ + −∫ ∫ ∫                (2.14) 

其中 ( ) ( ) ( )
2 21

4 2 1
R u Wλ η η ρ θ

λ δΩ Ω ΩΩ Ω
′= − ∗ +

−∫ ∫ 。令
, 0

: χη η
Ω ΩΩ = ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 21
:

4 4
u W W

σ λλδ η η η η η η ηΩ Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

−
= − + ∗ − ∗ +∫ ∫

 

    。由条件 H2)我们得到 

( ) ( ) ( )

 ( )( ) ( )

 ( )

2 2 1

2 1

22 1

4 4
ˆ1

8

8

W W u

W u

u

λ λη η η η η η δ

λ η ξ δ

λκ ξ η δ

Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω

Ω Ω

Ω Ω

   + ∗ = + ∗ +   

+

≤ +

π

π

= +

∫ ∫

∫

∫





  





 

注意到 ( )0 0 0 0 0 0

22 2 2 2 2
, , , , , ,2η η χ ηχ η χ ηη χ χ η χΩ Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + = + + 和

0,0 1χΩ Ω≤ ≤ ，我们推导出对于

10,
2

κ  ∈  
， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2

2 1 2

2
4

8

P u u R u u

u R u u

κλ η δ δ

λ η δ δ

Ω Ω Ω ΩΩ

Ω Ω ΩΩ

′≤ + + +

′≤ + + +

∫

∫
 

其中 ( ) ( )0 0 0

2 2 2
, , ,2

4
u κλδ ηη χ χ η χΩ Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ

′ ′ ′= +∫ 。因此把 ( )2 24 1η δ ρ′ ′≤ + 代入，取
2

1

1
λ

δ
=

−
，我们得到 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2

1 12
1 2 2 4 1

P u W uδ ρ ρ θ η η δ
δ δ

Ω Ω Ω ΩΩ Ω

 ′ ′−
≤ + − ∗ + − − 

∫ ∫  

此处的 ( ) ( ) ( )1 2u u uδ δ δΩ Ω Ω= + ，这样我们就完成了(2.11)的证明。 
下面我们还需要证明(2.12)。首先对于第一项 ( )1 uδΩ ，我们有 

( )0 00

2 22 2 2 2
\ \\

1 Lη η η χ ηΩ Ω Ω ΩΩ Ω ΩΩ Ω Ω
− = − ≤∫ ∫                       (2.15) 

对于第二项 ( )2 uδΩ ，我们利用等式 ( ) ( )W f g W g f∗ = ∗∫ ∫
 

， ( )2,f g L∈  ，我们得到 

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )2 2
0\4 L L

W W Wη η η η η η η η

ϖ η η

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

− ∗ + ∗ = ∗ + −

≤

∫ ∫
 



   

              (2.16) 

代入到 ( )2 uδΩ ，我们很容易得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 20 0

22
\ \\ \

4
8 L L L L

u u uλδ ηχ ηχ∞Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω
′ ′ ′≤ +

 

              (2.17) 

结合(2.15) (2.16) (2.17)我们得到(2.12)。证毕。 

3. 定理证明 

为了建立定理 1.1，我们首先给出了曲线 minE 的一些一般性质。然后我们研究了与 minE 相关的最小化

序列的紧性。 
命题 3.1：[11]假设W满足H1) H2)和H3)，则 minE 在 +

 上不递减。对任意 ( )u ε∈  满足 ( ) ( )minE u E q∗< ，

我们有 ( )u nε∈  。除此以外， minE 是偶的，对所有的 0q > ，我们有 min 2E q< 。特别的， minE 在 +
 上

是严格次加性的。 
引理 3.2：设 ( ) ( )nu nε∈  是一组序列满足 

( )nP u q→ ， ( ) ( )minnE u E q→ 当 n →∞时                      (2.18) 
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其中 ( )0,q q∈  ，则存在泛函 ( )u nε∈  使得 

nu u→ 在 ( )locL∞                                  (2.19) 

nu u′ ′
 在 ( )2L                                  (2.20) 

2 2: 1 : 1n nu uη η= − = − 在 ( )2L                           (2.21) 

除此以外，有 ( ) ( )minE u E q≤ 。令 eiu θρ= 和 e ni
n nu θρ= ，取常数 0T > ，则下列不等式也成立： 

22 lim inf
T T

nT Tn
u u

− −→∞
′ ′≤∫ ∫                              (2.22) 

( ) ( )lim
T T

n nT Tn
W Wη η η η

− −→∞
− ∗ = − ∗∫ ∫                         (2.23) 

lim
T T

n nT Tn
ηθ η θ

− −→∞
′ ′=∫ ∫                                (2.24) 

证明：根据(2.18)， ( )nE u 是有界的，
2: 1n nuη = − 在 ( )2L  是有界的，因此我们得到 nu′ 在 ( )2L  也

是有界的。因此存在一个泛函 ( )1
locu H∈  使得(2.19)~(2.22)成立，且有 

( ) ( )2 2lim inf nL Ln
u u

→∞
′ ′≤

 

                             (2.25) 

由于几乎处处 ˆ 0W ≤ ，再回顾 ( ) ( ):G F W f f= − ∗∫


是连续函数，在 ( )2L  是凸函数，所以我们得到 

( ) ( )lim inf nn
G Gη η

→∞
≤                               (2.26) 

结合(2.25)，我们有 

( ) ( )minE u E q≤                                  (2.27) 

由(2.20)和 ˆessinf W ϖ≥ − ，可以得到 nW Wη η∗ ∗ 在 ( )2L  。由(2.19)和(2.27)，我们证到了(2.23)。 
由命题 3.1 和(2.27)，我们可以得到 ( ) ( ) ( )min minE u E q E q≤ ≤  。此外，我们还得到存在 ( )1

locu H∈  。

因为 ( ) 2
1

1
2n nE u u′∫



= 是有界的，结合(2.19)，我们得到对于 0T > ， nθ ′在 ( )2L  是有界的。事实上 

[ ] [ ]

( )2 2
12 2

1 1
infinf

T
n n n nT

n T TT T

E u
uu

θ ρ θ
−

−−

′ ′≤ ≤∫ ∫


,,

 

所以得到 nθ θ′ ′
 在 [ ]( )2 ,L T T− 。由(2.19)，我们证得(2.24)。证毕。 

定理 1.1 的证明：设 ( ) ( )nu nε∈  是一组序列满足(2.18)，不妨设 ( ) ( )min2E u E q≤ 。由命题 3.1，我们

运用 ( )min 2E q q< 得
( ) ( )min: 1 0

2q
E q

L
q

= − ∈ ,1 。由[14]中的引理 2.4和引理 2.5，取 1 qL L= + 和 ( )min2E E q= ，

: q
q

L
m L

L
= = ，我们可以推导出存在 n

 个点 1 2 3, , , ,n n n nx x x x


 ，且 0
n n≤  使得 

( ) 2
1 n

n j qu x L− ≥  ， 1 nj∀ ≤ ≤                             (2.28) 

和 

( ) 2
1 n qu x L− ≤  ，

1
\ 1 1

n
n n
j j

j
x x x

=

 ∀ ∈ − , + 






                        (2.29) 

注意到 ( )n
 是有界的，且与 n 无关，所以我们可以假设 n ∗=  。对点 ( )n

jx 进行子序列和重新标记，

存在一个整数 ，1 ∗≤ ≤  和一些数字 0R > 使得当 n →∞时有 
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n n
j Kx x− →∞， 1 K j∀ ≤ ≠ ≤                              (2.30) 

和 

( )
1

,n n
j K

K
x B x R

=

∈




， 1 j ∗∀ ≤ ≤   

因此，由(2.29)，我们推导出 

21 1q qu− ≤ ≤ + 

  ， ( )
1

\ , 1n
j

K
x B x R

=

∈ +






                      (2.31) 

结合引理 3.2，我们得到存在泛函 ( )e ji
j jv θρ ε= ∈  ， { }1,2, ,j∈   ，当 n →∞时满足下列收敛： 

n, j ju v→ 在 ( )locL∞                                  (2.32) 

n, j ju v′ ′
 在 ( )2L   

2 2
, ,: 1 : 1n j n j j ju vη η= − = − 在 ( )2L                          (2.33) 

而且还有 

( ) ( ) ( )min minj jE q E v E q≤ ≤                             (2.34) 

( ) ( ), ,lim
R R

j j n j n jR Rn
W Wη η η η

− −→∞
− ∗ = − ∗∫ ∫                         (2.35) 

其中 ,
, ,: e n ji

n j n ju θρ= ， ( )j jq P v= 。而且，通过式(2.28)和式(2.32)，我们推断 ( ) 2
1 0j qv L− ≥  。更准确地说，

我们说 jv 不能是模 1 的常数函数，因为 0qL > 。 

由[11]我们得到存在常数 q∈ 使得 ( ) ( )min min
1

j
j

E q E q E
=

≥ +∑


 且
1

j
j

q q q
=

= +∑




。通过在[12]中同样的论

证，我们可以看到 0E q= = ， 1= 。 

取 1v v= ，因为 1= ，由(2.32)和(2.31)，我们得到(2.19)中的收敛性且存在常数υ使得 

( )inf n nu x υ⋅ + ≥


                                 (2.36) 

我们现在证 

( ) ( )n nu x v′ ′⋅ + → ⋅ 在 ( )2L                                 (2.37) 

和 

( ) ( )2 2
1 1n nu x v− ⋅ + → − ⋅ 在 ( )2L                            (2.38) 

其中 1v v= 。事实上，因为 1= ， 0q = ，我们有 1q q= 。结合(2.18)和(2.34)，我们得到 

( ) ( ),1nP u q P v→ = ， ( ) ( ) ( ),1 minnE u E q E v→ =                       (2.39) 

我们先证(2.37)，因为 ,1nu v′ ′
 在 ( )2L  ，很容易得到 

( ) ( )22,1lim sup n LLn
u v

→∞
′ ′≤





 

假设(2.37)不成立，则我们会取一个子序列我们仍然用 ,1nu′ 表示，然后假设 

( ) ( )2

2
,1 1 ,1: lim 2n nLn

M u E u
→∞

′= =


，其中 ( ) ( )2
2

12LM v E v> =


。由(2.39)，我们得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,1 ,1 1 ,1 1 2lim lim
2n n nn n

ME u E u E u E v E v E v E v
→∞ →∞

= − = − < − =  
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这与(2.26)矛盾。所以我们有 ,1nu v′ ′→ 在 ( )2L  。 
下面我们说明(2.38)成立。由于 ( ) ( )1 ,1 1nE u E v→ 和(2.39)，我们得到 

( ) ( ),1 ,1lim n nn
W Wη η η η

→∞
∗ = ∗∫ ∫

 

                          (2.40) 

其中
21 vη = − 。由条件 H2)，我们有 

( ) ( )

( )( ) ( )

2

2

2 2 22
,1 ,1 ,1

2
,1 ,1 ,1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 4

1
4

n n nL

n n n L

W

W

η η ξ η η ξ η η

η η η η η η

− ≤ − − + −

′ ′= − ∗ − − +

π π

−

∫ ∫

∫

  



                  (2.41) 

把(2.33)和(2.40)代入计算，我们得到 

( )( ),1 ,1 0n nW η η η η− ∗ − − →∫


                            (2.42) 

我们还得到
( )2,1 0n L

η η′ ′− →


。注意到 ( ),1 ,1 ,12 ,n n nv v u uη η′ ′ ′ ′− = − − ，所以 

( ) ( )
( )

( )
( )2 2 2,1 ,1 1 ,1 ,12 2n n n nL L L

v u v v u uη η′ ′ ′ ′ ′− ≤ − + −


 

                  (2.43) 

由不等式(2.29)，我们有
( ) ( ),1n L

u C q∞ ≤


，这允许我们使用控制收敛定理来推断(2.41)的右边的第二

项也收敛到零。然后由于(2.37)，我们得到 

( )
( )

( ) ( )22,1 ,1 ,1 0n n n LL
v u u C q v u′ ′ ′ ′− ≤ − →





。 

因此结合(2.41)和(2.42)，我们证到了(2.38)。因此存在 ( )v nε∈  满足 ( )P v q= ， ( ) ( )minE v E q= 。证毕。 
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