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摘  要 

随着科研领域的发展，拓宽了对知识的教学引导途径。作为运筹学的重要内容，图与网络分析也迎来了

新的科研领域的冲击，迫使教师们在教育教学方面实行探究性教学。首先，通过对图与网络分析教学内

容进行分析，并介绍了其在解决现实问题的局限性。然后，介绍了复杂网络理论及其解决优势，并重点

分析了引入复杂网络理论到其探究式教学实施过程。以此激发学生的学习兴趣，培养学生探索与研究的

能力。 
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Abstract 
With the development of the field of scientific research, the way of teaching and guiding know-
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ledge has been broadened. As an important part of operation research, graph and network analy-
sis has also ushered in the impact of new research fields, forcing teachers to implement explora-
tory teaching in education and teaching. Firstly, the teaching content of graph and network analy-
sis is analyzed, and its limitations in solving real problems are introduced. Then, the complex 
network theory and its solution advantages are introduced, and the introduction of complex net-
work theory to its exploratory teaching implementation process is analyzed. In this way, it stimu-
lates students’ interest in learning and cultivates students’ ability to explore and research. 
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1. 引言 

《关于实施高等学校本科教学质量与教学改革工程的意见》中指出：要改革“灌输式”以及在教学

中过分偏重讲授的教学方法，探索和实践启发式、讨论式、研究式等教学方法。美国学者博耶认为“最

好的教学不仅传授知识，同时也改造和扩展知识。”[1]大学教师的教学活动不仅具有自由性和学术性，

还应具有开放性和探究性。学生学习不仅要知道是什么，还应知道需要学习什么，从哪里学和怎样学，

最重要的是其是否能够运用所学理论知识解决现实问题。探究式教学模式是在教学活动中以问题为中心、

学生在教师指导下通过发现问题、分析问题、提出解决问题方案、解决问题而进行学习的教学模式。”

[2]探究式教学模式更注重学生在学习过程中的亲身体验，而且能够将探究过程中所获得的知识、情感和

方法等迁移到实际生活中以解决现实问题。探究式教学模式自新课改以来一直作为中小学教育中的热点

问题受到人们的广泛关注，而在大学教学改革中也逐步得到重视。 
运筹学，是现代管理学的一门重要专业基础课。它是 20 世纪 30 年代初发展起来的一门新兴学科，

其主要目的是在决策时为管理人员提供科学依据，是实现有效管理、正确决策和现代化管理的重要方法

之一。该学科应用于数学和形式科学的跨领域研究，利用统计学、数学模型和算法等方法，去寻找复杂

问题中的最佳或近似最佳的解决方案。运筹学中把一些研究对象用节点表示，对象之间的关系用连线边

表示。用点、边的集合构成图。图论是研究有节点和边所组成图形的数学理论和方法。图是网络分析的

基础，根据具体研究的网络对象(如：铁路网、电力网、通信网等)，赋予图中各边某个具体的参数，如时

间、流量、费用、距离等，规定图中各节点代表具体网络中任何一种流动的起点，中转点或终点，然后

利用图论方法来研究各类网络结构和流量的优化分析。网络分析还包括利用网络图形来描述一响工程中

各项作业的进度和结构关系，以便对工程进度进行优化控制。 
本文以图与网络分析为例，结合现实生活中常见的大而复杂的网络结构为例，开展复杂网络理论在

《运筹学》中的探究式应用研究。本文工作能够对《运筹学》探究式教学提供具体思路和引导过程，以

此激发学生的学习兴趣，培养学生探索与研究的能力。 

2. 《运筹学》课程中图与网络分析的教学内容分析 

2.1. 学生情况 

以上海理工大学管理学院为例，运筹学是学院的基本课程，所有专业的学生都需要学习，基本上均
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是大二上学期的必修课程。具体开设运筹学课程的专业有：财政税务系、工商管理系、工业工程系、公

共管理系、国际经济与贸易系、会计系、交通系统工程系、金融系、系统科学系、信息管理与信息系统

系。另外，需要指出的是，这里仅统计了《运筹学》课程。其他课程也可能涵盖图论与网络问题，如离

散数学课程。 

2.2. 学习内容 

图与网络理论在近数十年里是运筹学领域发展非常活跃的分支之一，特别是随着计算机的出现和发

展，其理论与应用得到了巨大的推进，现已成为管理科学、计算机科学、通信理论、自动控制、系统工

程与运筹学，以及军事科学等学科领域中的一种重要的数学方法和工具，这些领域中的许多问题都可以

用图论及网络模型加以描述和求解。图与网络理论之所以能够得到广泛的应用与发展，主要是因为它有

适应性很强的构模能力，对实际问题的描述很直观，其模型易于计算机实现，而且能够很方便地将一些

复杂问题分解或转化为一系列能够用一些有效方法求解的子问题[3]。 

2.3. 学习任务 

掌握图与网络分析的基本知识，理解树的定义及最小树的求解原理、最短路问题及其求解算法、最

大流问题及其求解算法、最小费用流问题求解原理等。在现实问题的图或网络的表示、问题分析、问题

求解、形成结论的过程中，引导学生体验在解决问题不断探究中掌握科学原理的过程．教学重点是图与

网络的表示、最小生成树算法、最短路求解算法、最大流求解算法、并真实应用到实际案例中并得到准

确求解。 

3. 复杂网络理论 

随着人类社会的发展及科技的进步，以 Internet 为代表的信息技术随之获得了高速发展，使得人类社

会逐步进入到网络互联时代[4]。随着社交软件的发展、人工智能的广泛应用、自动驾驶技术等基于网络

的科技日益繁荣，人类社会的网络化正在深刻改变着人们的生活习惯和生活方式，对人们的日常生活、

工作、学习等多个方面均产生了深远的影响。今天，人们已经生活在一个充满着各种不同类型的复杂网

络的世界中。但是《运筹学》课程中的图和网络的结构通常很简单，节点数和边数通常很少。复杂网络

通常结构复杂、网络进化、连接多样性、动力学复杂性、节点多样性、多重复杂性融合。现实社会中的

网络结构通常具备上述一个或多个复杂性的特征。因此，研究现实社会中的事物间的连接关系，单纯性

依赖《运筹学》中的图和网络知识不足与得到充分研究。因此，复杂网络理论成为探索研究现实世界间

连接关系的必须工具。 
复杂网络主要是以数学、统计物理学和计算机等为分析工具，将不同主体间的联系，以相对直观的

模式来表示。研究发现复杂网络可以很好地刻画社会科学、自然科学、管理科学与工程等领域的复杂系

统[5]。比如社交网络、交通网络、电力网络都是典型的现实复杂网络。在 20 多年的网络科学的研究发展，

复杂网络为科研领域得到突破性的研究成果，比如社交网络呈现的幂律规律、高阶网络传播动力学中的

双稳态等，网络科学促进了控制领域、预测领域的发展。复杂网络是 21 世纪发展较快的一门交叉学科，

但是目前尚未有严格的定义。从字面意义上理解，复杂网络就是表现出高度复杂性的网络。钱学森曾概

括出复杂网络即是具有自组织、自相似、吸引子、小世界、无标度中部分和全部性质的网络结构[6]。维

基百科中给出，具有数量巨大的节点和节点间具有错综复杂关系的网络结构称为复杂网络[7]。 
从图论的角度，一个网络可以表示为由有限个节点和连接这些节点间的边所构成的图[4]，记为

( ),G V E ，其中节点的个数记为 N V= ，边数记为 M E= 。E 中每条边都是V 中两个节点相对应。从数

学角度，一个图通常可以用邻接矩阵的形式来表示[4]。例如对于无权无向图， ( ),G V E 可以用 N N× 矩阵
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A 来表示，其元素为 ( ), 1, ,ija i j N=  ，其中，当节点 i 与节点 j 相连时，元素 ija 为 1，相反，当节点 i 与
节点 j 不相连时，元素 ija 为 0。所以对于无向网络，其邻接矩阵为对称矩阵并且其元素为 1 或 0。对于无

权有向图，如果节点 i 有指向节点 j 时，对应元素 ija 为 1，否则记为 0。对于加权无向图，如果节点 i 与
节点 j 有权值为 ijw 的边时，则 ija 为 ijw ，否则记为 0。类似的，对于加权有向图，如果节点 i 有指向节点

𝑗𝑗的权值为 ijw 的边时，则 ija 记为 ijw ，否则为 0。依据邻接矩阵的方法来表示一个图，可以很清楚的了解

到网络中任意两个节点之间的连接情况。图的邻接矩阵表示的另一个用处是，可以使用矩阵分析的方法

来研究图的很多性质。特别需要指出的是，这里复杂网络的数学语言与《运筹学》中的图和网络的概念

一致。 

4. 引入复杂网络理论的“图与网络分析”探究式教学实施过程 

4.1. 探究式分析网络结构 

首先由《运筹学》中“图与网络分析”的经典案例开始，即哥尼斯堡七桥问题。18 世纪在哥尼斯堡

城有一条河流(Pregel 河)流过，河中有两个小岛(见图 1(a))，岛与岸及岛与之间共有七座桥相连。于是流

传出了这样一个问题：一个人能否从一个地方出发通过每座桥一次且仅通过一次，最后回到出发点？ 
 

 
Figure 1. (a) Könisberg Seven Bridges; (b) A graph-theoretic model of the Könisberg Seven Bridges 
图 1. (a) 哥尼斯堡七桥问题；(b) 哥尼斯堡七桥问题的图论模型 

 
欧拉将两岸及两岛分别表示为节点(用 A、B、C、D 表示)，将连通两地之间的桥表示为连接两节点

之间的连线(称之为边)，于是可以得到一个由节点与边组成的图(见图 1(b))，该图即为哥尼斯堡七桥问题

的图论模型，且问题转化为：从 A、B、C、D 中任意一点出发，可否找到一条路径通过每条边一次且仅

一次，最后回到出发点。欧拉证明了这样的走法是不存在的，并给出了这类问题的一般结论：任何具有

超过两个奇点(顶点的度(或次)为奇数的点)的图 G 必不能一笔画成。 
探究性教学实施过程：通过课本中的典型例题，拓展到现实世界中的网络，引导学生如何解决现实

网络的结构问题、最短路径问题等。涉及的教学方法：探究性引导为主、集体讨论、展示法等。教学资

源：现实网络的数据、电脑平台和软件安装等。 
探究性问题 1 对于有 n 个节点构成的图或网络，其中 n 值较大或很大，如何快速求各个顶点的度呢？

度的分布又会呈现出什么规律呢？ 
对于大规模的图或网络，简称复杂网络，可以分析其多个网络属性。以如下真实某高校的邮件关系

网络为例[8]，网络节点代表个体，网络间的连边代表个体间通过邮箱互相联系。该网络的结构见图 2，
基本属性见表 1。 
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Figure 2. The email network of a university 
图 2. 某高校的邮件关系网络 

 
Table 1. Basic property of a university’s email network 
表 1. 某高校的邮件关系网络基本属性 

节点数 1133 

连边数 5451 

网络最大度 71 

网络最小度 1 

网络平均度 9 

 
对于节点数很少的图或网络，可以通过手动方式可以计算其网络节点中各个节点的度，网络度的分

布等情况，但是对于节点数很大的复杂网络，现实世界中所面临的网络大多是结构复杂的复杂网络，因

此对于现实网络的分析就需要借助复杂网络的分析工作。目前分析复杂网络结构属性的工作有很多，常

见的有 Matlab，Python，NetworksX，Gephi，Pajek，R 等工作，本文以 Matlab 为例来探究复杂网络的分

析工作。还以图 2 的复杂网络为例，借助于 Matlab 工具展示其其他方面的结构属性。其网络度分布结果

见图 3。通过图 3 的度分布，发现该网络的度分布呈现出类似幂律的分布特征。通过本例题，同时可以

引导同学们呈现幂律分布特征的网络并不是一种特殊情况，反而在现实世界中大多数的网络结构都呈现

出此特征。 
 

 
(a)                                    (b) 

Figure 3. (a) Linear coordinate and (b) Double logarithmic coordinate, the degree distribution 
of the email relationship network of a university 
图 3. (a) 线性坐标系下及；(b) 双对数坐标系下–某高校的邮件关系网络的度分布 
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4.2. 探究式研究最短路问题 

最短路问题的定义描述为：设 ( ),G V E= 为连通图，图中各边 ( ),i jv v 有权 ijl ，( ijl = ∞表示 ,i jv v 间无

边)， ,s tv v 为图中任意两点，求一条路径 µ ，使它是从 sv 到 tv 的所有路径中总权最小的路。即：

( ) ( ),i j ijvL lµµ
∈

=∑ 最小。 
最短路径问题作为图论和网络研究的基础内容之一，其计算算法已经历了半个多世纪的研究和发展。

其中具有开创性代表的包括 Dijkstra 算法、Bellman-Ford 算法，这两个算法属于目前研究和应用都比较成

熟的标号类算法[9]。算法思想是为网络中每个节点 iv 设置标号 ( )iP v 用于存储维护节点 sv 到节点 tv 的路

径长度；设置前驱标号 ( )ivλ 用于存储该节点的前驱节点，算法迭代过程通过不断修改这些标号来计算最

短路径。Dijkstra 算法和 Bellman-Ford 算法的区别在于，Dijkstra 算法不能应用于负权的网络，而

Bellman-Ford 算法的优势在于可以识别网络中的负权环，但是这两种算法的计算效率都不是很好。除此

之外，目前使用较多的还有基于这两种算法的改进算法即 Johnson’s 算法，而且经过改进的 Johnson’s 算

法比较适合于稀疏图的所有节点对最短路径的计算，适用于计算密集图的所有节点对最短路径的计算的

Floyd-Warshall 算法。 
经典算法在搜索过程中会重复遍历和计算路径长度，搜索方式具有盲目性，造成计算资源的严重浪

费，经典算法的低效严重制约了其在复杂网络中的应用。现有绝大数最短路径算法都是基于经典算法的

基础上，使用不同的数据结构、节点选取策略以及各类加速技术进而改进和延展出来的算法。尽管这些

近似算法能够在一些复杂网络中高效计算最短路径，但该项研究仍处于发展阶段、提升空间很大，需要

研究者不断创新和提高。 
探究性问题 2 对于有 n 个节点构成的图或网络，其中 n 值较大或很大，如何快速求解两点对或任意

两点间的最短路问题？ 
由于现实网络大多结构复杂，经典算法因其计算复杂度高的普遍特性，无法适用于规模巨大、结构

复杂的各类真实复杂网络。《运筹学》课本中的基本算法已无法真正应用到实际网络的最短路问题求解

过程中。以如下果蝇的基因功能连接网络为例[8]，网络节点代表某基金，网络间的连边代表基因之间互

相存在联系。该网络的结构图见图 4，该图中边的权重通过边的连线粗细来直观展示，其中权重越大边

的连线越粗。基本属性见表 2。 
 

 
Figure 4. Network of gene functional associa-
tions for the fruitfly Drosophila melanogaster 
图 4. 果蝇的基因功能连接网络 
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Table 2. Basic property of gene functional associations network for the fruitfly 
Drosophila melanogaster 
表 2. 果蝇的基因功能连接网络基本属性 

节点数 2831 

连边数 4562 

网络平均度 3.2229 

边权重最大值 3.6460 

边权重最小值 1.4226 

边权重平均值 2.9485 

 
借助于 Matlab 工具中的 shortestpath 函数，对于该网络其实际调用为 Dijkstra 算法，展示节点 1 到节

点 1000 的路径长为 20.7909，路径为 1→3→871→889→947→42→1107→1602→597→578→1000。对于

该算法计算时间较短，但如果网络庞大时，其效率就会明显降低。在权衡最短路径的计算效率和计算准

确率的前提下，近似计算复杂网络中的最短路径成为了一个有效解决途径。下面列出几类常用的适合现

实复杂网络的改进最短路求解算法，其通常具有高效和较为准确的特征。 
1) A*算法–最佳优先的搜索策略 
该算法在搜索过程中引入估价函数来评估网络中节点的重要性，节点估价值越小则该节点出现在最

短路径上的可能性越大。区别于 Dijkstra 算法，A*算法使用估价函数作为距离标号。所以其算法的优略

关键在于选取一个恰当的估价函数，估价函数选取的优劣直接影响到算法的搜索效率和准确率[10]。 
2) 基于缩略网络的最短路近似算法 
对于基于缩略网络的算法中，首先会选择部分顶点作为路标(landmark)放入集合 L 中，然后计算出集

合 L 中每个 landmark 节点到图 G 中任意节点的最短路径长度。顶点 u 的缩略可以简单表示为 

( )( ){ }, ,w d u w w L∈ ，其中 ( ),d u w 表示 u 和 w 之间的最短路径长度。对于任意节点u 和 v，它们之间的最

短路径长度估计值都可以表示为 ( ) ( ), ,d u w d w v+  (其中 w L∈ ) [11]。Landmark 的选择通常分为两种，一

种是随机抽取，一种是按特征抽取。不同的选取方式直接影响算法的效率。有研究发现抽取中心性高的

节点作为 landmark 比随机选取节点的效率更高。其次另一个重要问题是广度优先搜索(breadth-first search, 
简称 BFS)，在 landmark 集合确定后，下一步需要对大量节点进行广度优先搜索来计算 landmark 到任意

点的最短路径。 
3) 基于空间坐标的算法 
在基于坐标 coordinates 的算法中，首先将网络嵌入到一个几何空间中，保持嵌入几何空间新图中的

节点间的最短距离与原图的最短路径长度相同。然后通过计算几何空间中节点的坐标值来计算图中任意

节点间的最短路径长度。将图嵌入到几何空间的过程决定此类算法的好坏[11]。 
4) 基于区域中心点的最短路径近似算法 
区域中心点距离的最短路径(centers distance of zone，简称 CDZ)算法主要是利用网络中度值较大的节

点会有更多的最短路径通过的思想，首先将网络中的节点依据度值进行排序，再选取其中的 10%作为局

部区域的中心点，从各个中心开始进行宽度优先遍历整个网络，计算网络中每个节点到各个局部中心点

之间的距离，将距离各个中心点较近的节点与其中心点一起划分为一个区域，然后将各个中心点映射为

一个新的网络，通过原网络中一条实际存在的路径计算新网络中各个中心点之间的距离[12]。但是该算法

在区域划分时需要遍历整个网络，当网络规模较大时，算法的时间复杂度和空间复杂度都很高。 
5) 基于最优覆盖策略和路标宽度遍历的最短路径近似算法 
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最优覆盖策略和路标宽度遍历的最短路径近似算法(Landmarks-BFS, LBFS)，利用最优覆盖策略对网

络中的节点对进行随机选取，然后采用 Dijkstra 算法计算节点之间的最短路径，将在最短路径求解中出

现频率最高的节点加入到路标 landmarks 集合，并删除当前最短路径中所有经过该节点的路径，重复这个

操作直到路标集合中的节点数量满足设定的阈值。然后通过路标集合中的节点将整个网络划分为若干个

子网络，并继续求得网络中的每个节点到各个路标的路径，其中距离路标节点最短的路径即为所求的近

似最短路径[13]。 
6) 基于其他网络属性的方法 
除上述几类算法之外，还有基于其他网络属性的方法，包括最大度搜索策略算法(high degree strategy，

简称 HDS)，k-shell 的最短路径近似算法等。HDS 最初有 Adamic 等人提出[14]，但由于基于节点度值只

考虑了节点的局部特性，其计算准确率并不高，后来经过 Kim 等人对路径序列进行改进，包括删除路径

上的圈以及原路返回的步数改进等，提高了最短路径的计算准确率[15]。基于 k-shell 的最短路径近似算

法，利用节点的 k-shell 值进行网络划分并引导搜索路径，利用超点聚合处理 k-shell 子网来降低路径搜索

中节点和连边的规模，通过在路径搜索过程使用双向搜索树方法提高算法的计算效率和准确率[16]。 

5. 总结 

探究性教学对培养学生创新思维和创新能力具有重要作用。《运筹学》课程在传统教学模式中，教

师一般采用板书或者 PPT 的方式。在讲解“图与网络优化”章节时，除讲授基本知识外，主要讲授其中

涉及的基本经典算法。但是，随着现代社会的发展，所面临的现实问题更为复杂，仅仅依靠这些基本算

法往往并不能真正解决现实问题，或者效率低或无法直接采用。因此，本文以“图与网络优化”章节为

例，将复杂网络理论引入到《运筹学》中开展探究性教学。首先通过对图与网络分析课程内容和探究性

教学的重要性进行分析，其次介绍了复杂网络理论及其重要应用性进行介绍，然后，重点介绍引入复杂

网络理论到“图与网络分析”探究式教学实施过程，最后做出结论。以此激发学生的学习兴趣，培养学

生探索与研究的能力。 
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