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摘  要 

本文运用重心Jacobi插值配置法求解一类Fredholm积分–微分方程。首先通过取消重心Gegenbauer插
值中参数相等的条件，得到重心Gegenbauer插值的一般形式——重心Jacobi插值，并表明重心Jacobi插
值等价于插值节点为移位Gauss-Jacobi节点的Jacobi插值。然后基于配置法，应用重心Jacobi插值构造一

类带有初值条件的Fredholm积分–微分方程的数值算法。误差估计表明，在合适的条件下，该算法是收

敛的。最后，数值算例验证算法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, the barycentric Jacobi interpolation collocation method is used to solve a kind of 
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Fredholm Integral-Differential equation. Firstly, the general form of barycentric Gegenbauer in-
terpolation, barycentric Jacobi interpolation, is obtained by canceling the condition that the pa-
rameters in barycentric Gegenbauer interpolation are equal, and it is shown that the barycentric 
Jacobi interpolation is equivalent to the Jacobi interpolation whose interpolation nodes are shifted 
Gauss-Jacobi nodes. Then based on the collocation method, the numerical algorithm for a kind of 
Fredholm Integral-Differential equation with initial value conditions is constructed by barycentric 
Jacobi interpolation. The result of error estimates show that the algorithm is convergent under 
suitable conditions. Finally, the effectiveness of the algorithm is verified by a numerical example. 
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1. 引言 

积分–微分方程是积分方程与微分方程的交叉学科，在众多类型的积分–微分方程中，Fredholm 积

分–微分方程[1]常出现在数学物理应用问题中，如热–粘弹性力学问题以及三维薄翼理论相关问题[2]，
因此，Fredholm 积分–微分方程在理论上具有重要的研究意义，因这类积分–微分方程不仅包括未知函

数的微分，还包括未知函数的积分，同时还满足多个边值条件，故求其精确解较困难，需采用适当的数

值方法求其数值解。 
数十年来，Fredholm 积分–微分方程的高效数值解法一直是计算数学领域中的研究热点，同伦分析

法[3]、配置法[4]、Galerkin 法[5]及 Nystörm 法[6]等都是求 Fredholm 积分–微分方程的数值解有效的方

法。在这些方法中，多项式是函数逼近的常用工具，近年来，Bessel 多项式[7]、Legendre 多项式[8]以及

Chebyshev 多项式[9]等正交多项式已被应用于构造 Fredholm 积分–微分方程的数值解。文献[10]将
Fredholm 积分–微分方程的求解问题转化为积分方程的求解问题，并运用正交 Gegenbauer 插值配置法求

解了一类 Fredholm 积分–微分方程。文献[11]表明以 Gauss-Gegenbauer 节点为插值节点的 Gegenbauer
插值在数学意义上等价于 Lagrange 插值。Lagrange 插值可改写为重心 Lagrange 插值，文献[12]提出了以

Gauss-Gegenbauer 节点为插值节点的 Gegenbauer 插值的重心形式——重心 Gegenbauer 插值，并将其应用

于求解积分、微分以及积分–微分方程，同时表明以重心 Gegenbauer 插值为核心的求积方法是高阶、稳

定且有效的伪谱方法。从目前的研究状况来看，重心型插值并未被广泛应用于求解 Fredholm 积分–微分

方程，并且关于重心 Gegenbauer 插值中参数取值范围的问题并未被进一步研究。本文考虑扩大重心

Gegenbauer 插值中参数的取值范围，并基于重心 Gegenbauer 插值的一般形式，运用配置法求解一阶线性

Fredholm 积分–微分方程[3] [4] [5] 
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其中， ( )f x 与 ( )K x t, 分别是 D 和 D D× 上的已知连续函数， ( )u x 是方程(1)的未知函数，且 ( )u x 的一阶
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导数 ( ) ( )1u x 满足 ( ) ( ) ( )1 d du x u x x= 。 
本文共分为四节，其中，第一节的主要内容是证明重心 Jacobi 插值等价于以移位 Gauss-Jacobi 节点为

插值节点的 Jacobi 插值，并阐明重心 Jacobi 插值配置法求解积分/微分方程的基本原理与步骤。第二节的主

要内容是应用重心 Jacobi 插值以及 Gauss-Legendre 求积公式构造方程(1)的数值算法，算法的构造思路是将

方程(1)转化为一个积分方程，然后应用重心 Jacobi 插值配置法将其离散为一个线性方程组。第三节的主要

内容是对本文算法进行误差估计，并通过算法的误差估计式分析本文方法的收敛性质。第四节的主要内

容是通过数值结果验证本文方法的有效性，并探究 Jacobi 多项式中两参数的取值对数值结果的影响。 

2. 重心 Jacobi 插值 

2.1. 重心 Jacobi 插值多项式 

定义 1 [13]设 21 ,  d b a d a b= − = + 为任意实数，区间 [ ]1 1Ω = − , 上的 ( )j j ∈ 次 Jacobi 多项式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

0

1 1 1 ,
2

ˆ ˆ ˆ ˆ 1j k kk j k
j j

k

j

j jJ x C C x x xα β
α β α β−−

+ +
=

= − + ∈ ,Ω > −∑ ，则任意区间 [ ],D a b= 上的 j 次 Jacobi 多项式

定义为 

( ) ( ) ( ), , 2

1

2 ,  .j j
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定义 2 [14]设 ( )u x 是定义在区间 D 上的实值函数， ( )0,1, ,kx k m += ∈  是区间 D 上的节点且 ( )ku x
已知，若存在实数 ( )0,1, ,ju j m=

 ，使得函数 
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1,,  ,  
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m j j
j
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=

−= ,∈ >∑ 

  (2) 

满足 ( ) ( )m k kI u x u x= ，则称 ( )mI u x 是实值函数 ( )u x 在区间 D 上以{ } 0
m

k kx
=
为插值节点的 Jacobi 插值

多项式。 

在定义 2 中，若插值节点是 ( ) ( ),
1mJ xα β

+
 的零点 ( ){ },

, 0

m

m j j
x α β

=
，则系数 ( )0,1, ,ju j m= 

 满足[14] 
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其中， ( )0,1, ,i i mϖ =  是 Gauss-Jacobi 求积权， ( ),
j
α βρ 是与 ,α β 有关的正则化因子，满足[14] 

 ( )
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  (4) 

其中， ( )Γ ⋅ 是定义在实数域上的 Gamma 函数。将(3)式代入(2)式，令 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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, 0
0,1,  ,  , , ,m
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则(2)式可记为 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0
,  ,  .1m

m m i m ii
I u x L x u x x Dα β α β α β, ,

, ,=
,= > −∈∑  (6) 

定理 1 若 ( )mI u x 形如(6)式，且满足(4)式及(5)式，则(6)式是关于实值函数 ( )u x 的以 ( ){ },
, 0

m

m j j
x α β

=
为插

值节点的 Lagrange 插值多项式。 
证明 利用定义 1，在(5)式中，将区间 D 上的 Jacobi 多项式转换为区间Ω上的 Jacobi 多项式，可得 
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其中， ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, ,ˆ

2 2m i m i
b a a b

x xα β α β− +
= + 。由文献[14]中的 Christoffel-Darboux 定理，结合(4)式，则(7)式可化
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将节点 ( ) ( ),
,ˆ 0,1, ,m k kx mα β =  代入(9)式中，可得 
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(10)式中，当 i k≠ 时，因为 ( ) ( )( ), ,
1 , 0ˆm m kJ xα β α β

+ = ，故 ( ) ( )( ), ,
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于是 
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由 Gamma 函数的基本性质，可得(11)式中 
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将该式以及 Gauss-Jacobi 求积权{ } 0

m
j j

ϖ
=
的显式表达式[15]代入(11)式，可得 
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在 Jacobi 多项式三项迭代式[15]中令 ( ),
,ˆ ˆm ix x α β= ，可得 
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将(13)式代入(12)式，可得 ( ) ( )( ), ,
, , 1ˆm i m iL xα β α β = 。 

综上， ( ) ( )( ) ( ), 0,1ˆ , ,m i m k ik i k mL xα β α β δ, ,
, , = =  ，其中 ikδ 是 Kronecker-Delta 函数，满足当 i k≠ 时， 1ikδ = ；

当 i k= 时， 0ikδ = 。结合(5)式、(7)式以及定义 1 可知， ( ) ( )( )m i m k ikL xα β α β δ, ,
, , = ，故(6)式满足 
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 ( )( ) ( )( ) ,  0 1.1, , ,  m m i m iI u x u x i mα β α β α β, ,
, , = , , > −=   (14) 

(14)式表明，(6)式是以 ( ){ },
, 0

m

m j j
x α β

=
为插值节点的 Lagrange 插值多项式。□ 

以 ( ) ( ){ }
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=
表示 Lagrange 插值基函数 ( ) ( ){ }

0
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m i i
L xα β,

,
=
的重心形式，则实值函数 ( )u x 在 D 上的 m 次

重心 Jacobi 插值多项式表示为 
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( )
m i
α βσ ,
, 是与定义 1 中 1m + 次 Jacobi 多项式 ( ) ( ),

1 ˆmJ xα β
+ 的零点 ( ),

,ˆm ix α β
对应的重心插值权。 

特别地，文献[9]中的重心 Gegenbauer 插值多项式是α β= 时的重心 Jacobi 插值多项式。 
定理 2 [16] (16)式中，重心插值权 ( )

m i
α βσ ,
, 的显式表达式为 
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当 m 的取值较大时，该式中的 ( )( )2
1 ˆm ix α β,

,
 − 
 

会受到舍入误差的影响，对其引入正弦变换 
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
，可消除舍入误差的影响，此时 

( ) ( ) ( )( )( ), ,1
, ,1 cos sin ,  0ˆ ,1, , .i

m i i m ix i mα β α βσ ϖ −= − =   

根据定理 1 以及(16)式可知，(15)式在数学意义上等价于(6)式。由于(15)式的插值节点是定义 1 中区

间 D 上 1m + 次 Jacobi 多项式 ( ) ( ),
1mJ xα β

+
 的零点，与区间 D 上的 Gauss-Jacobi 求积节点(又称为移位

Gauss-Jacobi节点)的含义相同[13]，所以(15)式是与区间D上以移位Gauss-Jacobi节点为插值节点的 Jacobi
插值多项式等价的重心 Lagrange 插值多项式。 

2.2. 重心 Jacobi 插值配置法 

配置法是一种全局数值方法[14]，它求解积分/微分方程的基本原理是运用全局插值函数逼近原方程

的未知函数，并将原方程离散化。重心 Jacobi 插值配置法求解积分/微分方程的主要思路是首先运用满足

(15)式的 m 次重心 Jacobi 插值多项式 ( )m BI u x, 逼近原方程的未知函数，得到原方程的近似方程，然后令

原方程在(15)式的插值节点 ( ) ( )0,1, ,m j jx mα β,
, =  处精确成立，并应用求积公式得到近似方程的离散方程组，

最后求解离散方程组，该离散方程组的解是原方程的未知函数在节点 ( )
m jx α β,

, 处的近似值，将求得的数值结

果代入(15)式，即可得到原方程的重心 Jacobi 插值配置解。 

3. 算法构造 

以下详细阐述重心 Jacobi 配置法求解 Fredholm 积分–微分方程(1)的算法步骤。 
第 1 步将原积分–微分方程改写为积分方程 
结合初值条件，积分–微分方程(1)可变形为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0d d d d ,  .
x x b x

a a a a
u x u t t K t t u t t t f t t u a x D+ + , = + ∈∫ ∫ ∫ ∫  (17) 
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第 2 步构造积分方程的近似方程 
以(15)式近似积分方程(17)中的 ( )u x ，可得方程(17)的近似方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0 , 0d d d d .
x x b x

m B m B m Ba a a a
I u x I u t t K t t I u t t t f t t u a+ + , = +∫ ∫ ∫ ∫  (18) 

第 3 步将近似方程离散化 
令方程(18)在节点 ( ) ( ),

, 0,1, ,m j jx mα β =  处精确成立，则 

 ( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
, , ,

, , ,
0 0

,
, d d d d ,  0,1, , .m j m j m jb

a a

x x x
m B m j m aB am BI u t t K t t u t t t f t t u ax I u j mI

α β α β α β
α β

, , ,+ + , = + =∫ ∫ ∫ ∫   (19) 

第 4 步近似计算离散近似方程中的积分，并得到离散方程组 
采用 ( )M M +∈ 个求积点的 Gauss-Legendre 求积公式计算方程(19)中的第二项与第三项，结合定理

1，(19)式可转化为如下离散方程组 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
,

,1

0

, 1 ,
, , d 0 1, , ,ˆ m j

m

i j B a

x
m j i j B i

i
mu f t t u a j mx p p u x

α β
α β α β

, , , ,
=

 + + + , = ,  =∑ ∫


  (20) 

其中， ( )( ),
,m jxu α β

 是 ( )u x 在节点 ( ),
,m jx α β

的近似值，且 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 0 0 0

1
ˆ ,

2
m j M

i j B M q m i B M q m jq

x a
p L x a x

α β
α β α βω

,
, , , , ,

, , , , , , ,=

−
= ,;∑  

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )0 0 0,0 0 01
0 0 ,

1
01

dˆ ˆ  , 0 1, , ,
2

m jxM m
i j B M q M iq m i B M qq a

p id K t x jt L x m
α β

α βω
,

, , , ,
,, ,= ,=, ,

 
= , = ,, 

 
∑ ∫ ∑ 

 

其中， ( ){ }0 0

1
ˆ

M

M q q
x ,

,
=
是 Gauss-Legendre 求积点， ( ){ }0 0

1

M

M q q
ω ,

,
=
是 Gauss-Legendre 求积权。 

第 5 步将离散方程组改写为矩阵形式，得到线性方程组 
设 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )T

0

11 ˆ, ,
m

m m m i j B i ji j Bpu x u x pα β α β, ,
, , ,0 , , ,

, =
  = + = 
  BU P  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
, ,

,,0
T

d d ,m mm

a a

x x
f t t u a f t t u a

α β α β 
= + + 

 
∫ ∫BF  

则方程(20)的矩阵形式为 
 ,− =B BU P U F  (21) 

(21)式是关于U 的线性方程组。 
第 6 步回代，得到原方程的数值解 
求解线性方程组(21)并得到 ( )( ) ( )0 1, ,m j ju x mα β,

, = ,  ，将其代入(15)式，可得方程(1)的重心 Jacobi 插值

配置解为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
  1,  .m

m B m i B m ii
u x I u x L x u x x Dα β α β α β, ,

, , , ,=
≈ = , , > − ∈∑   (22) 

4. 误差估计 

本节在 ( )( ),C Dχ = ⋅  (D 上全体连续函数组成的完备空间)中对算法进行误差估计，其中，对任意

( ) ( )u x C D∈ ，范数 ⋅ 定义为 ( ) ( )max
x D

u x u x
∈

= 。另外，在本节中，记号Ω与 D 分别表示区间 [ ]1,1− 与

区间 [ ]( ), ,a b a b∈ 。 
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将(22)式代入方程(17)，并设余项为 ( )mE x ，则有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0d d d d ,m B m B m B
x x b x

ma a a a
t t K t t t t t f t t u a EI u x I u I u x, , ,+ + , = + +∫ ∫ ∫ ∫    (23) 

以(17)式减(23)式，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0d d d .
x x b

m am B m B m Ba a
E x u x u t t tI u K t tx u t tI u tI u t, , ,+= − − + , −∫ ∫ ∫    (24) 

引理 1 [17]设 ( ) ( ) ,f x C n +∈ Ω ∈ ，Gauss-Legendre 求积权为 ( ) ( )0 0 0,1, ,n k k nω ,
, =  ，Gauss-Legendre

求积节点为 ( )0 0ˆn kx ,
, ，若 [ ]nR f 为求积公式 ( ) ( ) ( )( )0 0 0

0
01

1
ˆd n nk k

n
kf x x f xω

−

, ,
, ,=

= ∑∫ 的余项，则 

[ ] ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
42 3

2 2
3

2 1 !
,  1,1 .

2 3 2 2 !

n
n

n

n
R f f

n n
η η

+
++  = ∈ −

+ +  
 

推论 1 若被积函数 ( )f x 在积分区间Ω内存在至多 2 1n + 阶导数，则 [ ] 0nR f = 。 
由(16)式可看出，重心 Jacobi插值基函数 ( ) ( ) ( ), 0,1, ,m i BL x i mα β,

, =  是m次多项式，因此结合推论 1可知，

采用不小于 ( )1 2m + 个求积点的 Gauss-Legendre 求积公式计算方程(19)中的第二项与第三项时，相应的

求积余项为 0，此时， ( )mE x 由插值误差主导。 
定理 3 设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ,m B m B m mm BL x LS s a x xn Lp α β α β α β, , ,

,0, ,1, , ,=  ，若 ,m BI 满足(15)式，且是从 ( )C D 到 mS 的插值

投影算子，则 ,m BI 是线性有界的，且满足 , mm BI ≤ Λ < ∞ ，其中 

( )

( ) ( ),

0
sup sup .

m
m B

m
u C D x D i

m i BL x
I u

u
α β

∈ ∈ =

,
, ,Λ = = ∑  

证明 对任意 ( ), ,  , ,  u g C D x Dε δ∈ ∈ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

,

, ,

0

0 0

,

m
m i B m i m ii

m m
m i B m i

m

m i B m ii

B

m B m

i

B

I u g x g

I u x I

L x u x x

L x u x L x

g x

g x

α β α β α β

α β α β α β α β

ε δ ε δ

ε δ

ε δ

, , ,
, , , ,=

, , , ,
, , , , , ,= =

 + =

= +

+

+=

∑

∑ ∑  

因此 ,m BI 是一个线性算子。由于 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0

0

,

,

m
m i B m ii

m
m i B m i

B

i

m

m

L x u x

L x u x u

I u x α β α β

α β α β

, ,
, , ,=

, ,
, , ,=

≤

=

Λ≤

∑

∑
 

因此 , mm BI ≤ Λ < ∞ 。综上， ,m BI 是一个线性有界算子。□ 

定理 3 中的 mΛ 是与节点 ( ){ },
, 0

m

m j j
x α β

=
对应的 Lebesgue 常数。结合(12)式，将 mΛ 中的变量 x D∈ 运用变

量代换转化为 x̂ ∈Ω，可以发现 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

ˆsup sup ,
m m

m
x D x

m i B m i
i

B
i

L x L xα β α β

∈ ∈Ω

, ,
, ,

=
, ,

=

Λ = =∑ ∑  

该式表明， mΛ 也是与节点 ( ){ }
0

ˆ
m

m j j
x α β,

,
=
对应的 Lebesgue 常数。此外，文献[16]表明， mΛ 有如下估计式成立 

 { }( )max , 1 2 ,m O m α β +Λ =  (25) 

其中， { }( )max , 1 2mO α β +
表示与 { }max , 1 2m α β +

同阶的量。 
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引理 2 [18]设存在 ( )p p +∈ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )ˆd d ppu x x u Cx= ∈ Ω 。令 ( )ˆmB u x 是 ( )ˆu x 的 m 次最佳逼近

多项式，则对任意 1p m≤ + ，有 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

2 ˆ
ˆ ˆ .

3

p

m p

u
B u u

m p

x
x x

π
− ≤

− +
  

定理 4 (误差界)设方程(1)满足条件 
( ) ( )

,
x, ,ma

x t D
K x t K x t h

∈
= ≤  (h 为常量)， 

精确解 ( ) ( ) ( ) ( ) pu C D px +∈ ∈ ， 

以(17)式~(22)式求解方程(1)，设 ( )( ) ( )0,1, ,m iu x i mα β,
, =

 是方程组(21)的解， ( )( )m iu x α β,
, 为方程(1)在节点

( )
m ix α β,

, 的精确值，若
1

2
mM +

= 且 p m≤ ，则对任意 0,1, ,i m=  ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) { }( )2
,

2max , 11 ,p
m m B m iE x b a b a h u x I u x e O m α β + − ≤ + − + Λ− − + =  

其中， ( )( ) ( )( )m i m ii u x ue xα β α β, ,
, ,= −  ， ,  α β 是 Jacobi 多项式中的参数且满足 ,  1α β > − 。 

证明 由(24)式以及范数的三角形不等式，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0

0 0

d d d

             d d d ,

x x
m B m B m B

m

b
m a a a

x x b

aB maB am B

E x u x u t t t K t t u t t t t

u x u t t t

I u x

K t t u t t

I u I

t

u

I u x I tI u u

, , ,

, , ,

= − − + , −

≤ − + − + , −

+ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

 

由于 x D∈ ，故 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),d ,
x

m Ba m Bu t t t b a u x I u xI u,− ≤ − −∫   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 ,d d ,

x b
m Bma a BK t t u t t t t b a h u xu uI I x,

 , − ≤ − ⋅ − ∫ ∫   

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
,

2
, , ,

1

             1 .

m m B

m B m B m B

E x b a b a h u x I u x

b a b a h u x I u x I u x I u x

 ≤ + − + − − 
 ≤ + − + − ⋅ − + − 





 

对任意 x̂ ∈Ω，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ,

m B m B m m B m m B

m m B m

u I u u I B u I B u I u

u B u I B u

x x x x x x

x x u x

− ≤ − + −

= − + −
 

结合定理 3 与引理 2，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ),

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 .          

3

2 p

m B m m m p

u
u I u

x
x x u

m
x

p
xB u

π
− ≤ + Λ − ≤ + Λ

− +
 

对该式运用变量代换 ˆ
2 2

xb a a bx +
− +

= ，结合(25)式，可得 ( )u x 的重心 Jacobi 插值误差估计式为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

{ }( )max , 1
,

21
2 3

2
.p

p

m
m B p

x
O m

ub a
u x I u x

m p
α β + −− Λ

≤
π+

− =
− +

 (26) 
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由(22)式，对任意 0,1, ,i m=  ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , 0
.m

m B m B m i B m i m i m ii
I u x I u x L x u x u x eα β α β α β, , ,

, , , ,=
 − −  ≤ Λ= ∑   

因为当采用 ( )1 2M m= + 个求积点的 Gauss-Legendre 求积公式近似积分时，相应的求积余项为 0，
所以近似方程与原方程之间的误差主要是未知函数的重心 Jacobi 插值误差，从而结合(26)式可知 ie 满足 

( ) ( ) { }( )max , 1 2
, ,p

i m Be u x I u x O m α β + −≤ − ≤  

于是 

( ) ( ) { }( ) { }( )max , 1 2 2max , 1
, , ,p p

m B m B mI u x I u x O m O mα β α β+ − + −Λ =≤−   

因此 

( ) ( ) { }( ) { }( ) { }( )max , 1 2 2max , 1 2m2
1 1

ax , 1 .1 p p
m

pO m O m OE x d d mh α β α β α β+ − + − + −  ≤ + + ⋅ =   + □ 

根据定理 4，可得到以下推论 
推论 2 (收敛性)若 { } ( )2 max , 1 , , 1p pα β α β+> + ∈ > − ，则当m → ∞ 时， ( )mE x 呈现指数收敛的特

点：按m的 { }2 max , 1 pα β + − 次幂收敛到0；此外，若 ( )u x 在D上充分光滑，且 1 ,α β− < ∞ ，则当m → ∞

时， ( ) 0mE x → 。 
证明 由定理 4，可知 ( ) { }( )2max , 1

m
pE x O m α β + −≤ ，因此当 { }2 max , 1p α β> + 时，有 

 { }2max , 1 0,pα β + − <  (27) 

因此当m → ∞ 时， { }2max , 1 0pm α β + − → ，从而 ( ) 0mE x → ，且 ( )mE x 收敛到零的速率与 m 的 

{ }1 2 max ,p α β− + 次幂收敛到零的速率相同，故此时 ( )mE x 呈现指数收敛的特点。 
若 ( )u x 在 D 上充分光滑，则 p → ∞ ，若 1 ,α β− < ∞ ，则 ,p α β ，从而仍有(27)式成立，故此

时当m → ∞ 时，总有 ( ) 0mE x → 成立。□ 
推论 3 当m → ∞ 时，若 ( ) 0mE x → ，则对任意 ,  1α β > − ， ( )mE x 收敛到 0 的速率随 ,α β 中最大值

的增大而减小。 
证明 由推论 2 可知，当 ( ) 0mE x → 时，有 { }2 max , 1 0pα β + − < 成立，此时 ( )mE x 的收敛速率与

{ }2max , 1 pm α β + −
的收敛速率相同。固定 p 的取值不变，当 { }max ,α β 逐渐增大时， { }2 max , 1 pα β + − 逐渐增

大， { }2max , 1 pm α β + −
的收敛速率逐渐减小，从而 ( )mE x 的收敛速率逐渐减小。□ 

5. 数值算例 

本节所给算例已知精确解，实验操作系统为 MATLAB R2018a，机器精度 162.220 10eps −= × 。数值实

验中使用 double 类型的变量进行计算，并将得到的数值结果保留两位小数。设本文方法求得的数值解为

( )m BI u x,  且满足(22)式，其中 m 表示(22)式中数值解 ( )m BI u x,  的次数，并将算例中的精确解与数值解在计

算节点{ } ( )0
N

i ix D N +
=

⊂ ∈ 的最大绝对误差可记为 

 ( ) ( )
0 ,max ,  0 1, , .mm ii N B i iI uu x x x D i Nψ

≤ ≤
= − ∈ , = ,   (28) 

在算例中，通过取不同的 ,α β 并根据(28)式计算 mψ 以体现 Jacobi 多项式中参数 ,α β 的取值对最大

绝对误差的影响。 
例 [3] [19] [20]考虑一阶线性 Fredholm 积分–微分方程初值问题 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

( )

11
20

d  0 1
1 ln 2

0 0,

xu x u x u t t f x x
t

u

 = + + , ∈ , , +
 =

∫
 (29) 

其中， ( ) ( ) ( )3 1 1 ln 1f x x x x= − + + − + ，方程(29)的精确解为 ( ) ( )ln 1u x x= + 。 
运用(17)式~(20)式，将方程(29)离散为线性方程组，求解离散线性方程组并得到数值解，以(28)式计

算精确解与数值解在计算节点的绝对误差与最大绝对误差。图 1是本文方法在 15, 0.5, 0.6m α β= = − = − 时

求得的数值解与方程(29)的精确解在等距节点的绝对误差分布图，表 1 比较了精确解与数值解在等距节点

的计算结果。从图 1 及表 1 可看出，本文方法对方程(29)的求解有效。当计算节点为 [ ]0 1, 上的等距节点

时，表 2 列举了本文方法在 ( )2 1 1, ,5nm n= − =  及 0.5, 0.4 : 0.4 : 2α β= − = − 时的数值结果；在 m 相同的

条件下，表 3 列举了本文方法在 0.4 : 0.4 : 2, 0.5β α= − = − 时的数值结果。此两表中数据显示，当 m 相对

较小时，随着 m 的增大，本文方法的收敛速率逐渐变大，且此时，随 ,α β 中最大值的不断增大，本文方

法的收敛速率不断减小。总之，通过大量的数值实验可以发现，对本例，最大绝对误差随 m 的增大而减

小，且此时本文方法的收敛速率随 ,α β 中最大值的增大而减小，但当 m 增大到某个范围内的值后，最大

绝对误差不会再随 m 的增大减小，而是保持相对稳定，且此时本文方法的收敛速率的随 ,α β 取值的变化

规律并不明显。 
 

 
Figure 1. The absolute error distribution of the presented method at equidistant nodes 
for 0.5, 0.6, 15mα β= − = − =  
图 1. 当 0.5, 0.6, 15mα β= − = − = 时，本文方法在等距节点的绝对误差分布 

 
由(22)式可知，本文方法得到的数值解的展开式项数为 1m + ，与文献[3]方法中构造的同伦级数解的

展开式的项数相同。当 0.2, 0.5α β= − = − 时，在展开式项数以及计算节点类型、个数均相同的条件下，

将本文方法所求的最大绝对误差与文献[3]方法比较，结果见表 4。从表 4 可看出，与文献[3]方法相比，

本文方法求得的最大绝对误差更小。 
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Table 1. The calculation result of the presented method at equidistant nodes 
for 0.5, 0.6, 15mα β= − = − =  
表 1. 当 0.5, 0.6, 15mα β= − = − = 时，本文方法在等距节点的计算结果 

节点 精确解 数值解 绝对误差 

0 0 6.63e−14 6.63e−14 

0.0625 0.061 0.061 3.14e−14 

0.125 0.118 0.118 5.46e−14 

0.1875 0.172 0.172 2.401e−14 

0.25 0.22 0.22 3.533e−14 

0.3125 0.272 0.272 7.705e−14 

0.375 0.318 0.318 5.085e−14 

0.4375 0.3629 0.3629 2.742e−14 

0.500 0.405 0.405 6.967e−14 

0.5625 0.446 0.446 3.170e−14 

0.625 0.486 0.486 3.908e−14 

0.6875 0.523 0.523 6.217e−14 

0.75 0.5596 0.5596 3.242e−14 

0.8125 0.5947 0.5947 1.077e−14 

0.875 0.6286 0.6286 2.931e−14 

0.9375 0.6614 0.6614 1.277e−14 

1 0.6931 0.6931 5.329e−14 

 
文献[20]在计算方程(29)的数值解时，生成一个维数为 ( ) ( )3 1 22 1 2m m m= + + 的线性方程组，其中 1m 与

2m 分别表示 Shannon 缩放函数的项数与母波展开式的项数；本文方法在计算方程(29)的数值解时，由(20)
式可知，生成一个 4 1m m= + 维的线性代数方程组。表 5 列举了本文方法在 0.2, 0.5α β= = 时所求的数值

解在 Sinc 节点[19]的最大绝对误差，并比较了本文方法与文献[20]方法的最大绝对误差为同一数量级时需

计算的线性方程组的维数。从表 5 可看出，本文方法能更精确地计算方程(29)的数值解，且当这两种方法

的最大绝对误差同阶时，本文方法需要计算的线性代数方程组维数更低，因此本文方法在计算时占用的

内存更少，计算量更小。 
 
Table 2. The calculation result of the presented method at different , nβ  for 0.5α = −  
表 2. 当 0.5α = − 时，本文方法基于不同 , nβ 的数值结果 

n 2 1nψ
−

 

0.4β = −  0β =  0.4β =  0.8β =  1.2β =  1.6β =  2β =  

1 5.31e−02 7.00e−02 7.98e−02 8.58e−02 8.96e−02 9.21e−02 9.70e−02 

2 7.80e−04 1.47e−03 2.24e−03 3.05e−03 3.87e−03 4.68e−03 5.47e−03 

3 3.59e−07 8.79e−07 1.68e−06 2.81e−06 4.29e−05 6.12e−05 8.33e−05 

4 1.44e−13 4.61e−13 1.13e−12 2.40e−12 4.59e−12 8.10e−12 1.35e−11 

5 2.22e−16 5.55e−16 1.54e−15 1.91e−15 6.52e−15 1.11e−14 6.81e−14 
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Table 3. The calculation result of the presented method at different , nα  for 0.5β = −  
表 3. 当 0.5β = − 时，本文方法基于不同 , nα 的数值结果 

n 2 1nψ
−

 

0.4α = −  0α =  0.4α =  0.8α =  1.2α =  1.6α =  2α =  

1 4.36e−02 3.38e−02 4.04e−02 6.08e−02 7.86e−02 9.41e−02 1.08e−01 

2 5.86e−04 6.76e−04 1.30e−03 2.06e−03 2.94e−03 3.94e−03 5.04e−03 

3 2.53e−07 4.86e−07 1.07e−06 2.03e−06 3.48e−06 5.55e−06 8.38e−06 

4 9.46e−14 2.66e−13 7.50e−13 1.80e−12 3.89e−12 7.78e−12 1.45e−11 

5 6.66e−16 7.77e−16 1.11e−15 5.55e−16 4.44e−16 2.23e−14 4.75e−14 

 
Table 4. Numerical results of the method presented in this paper and the me-
thod presented in reference [3] for 0.2, 0.5α β= − = −  
表 4. 当 0.2, 0.5α β= − = − 时，本文方法与文献[3]方法的数值结果 

m 本文方法的最大绝对误差 文献[3]方法的最大绝对误差 

10 1.29e−09 7.82e−04 

15 1.45e−13 9.05e−06 

20 5.55e−16 5.68e−07 

 
Table 5. Numerical results of the method presented in this paper and the me-
thod presented in reference [20] for 0.2, 0.5α β= =  
表 5. 当 0.2, 0.5α β= = 时，本文方法与文献[20]方法的数值结果 

3m  文献[20]方法的 
最大绝对误差 4m  本文方法的 

最大绝对误差 

20 9.28e−04 3 7.82e−04 

42 1.21e−08 9 1.02e−08 

70 8.09e−12 13 7.50e−12 

6. 总结 

本文探究了文献[12]中的重心 Gegenbauer 插值的一般形式——重心 Jacobi 插值，表明了它本质上是

与插值节点为移位 Gauss-Jacobi 节点的 Jacobi 插值等价的重心插值，并基于重心 Jacobi 插值多项式，探究

了一类一阶线性Fredholm型积分–微分方程初值问题的重心 Jacobi插值配置法，给出了相应的误差估计式。

数值算例中的数据验证了本文方法的有效性，并体现出当原方程未知函数的重心 Jacobi 插值多项式的次数

在一定范围内变化时，本文方法求得的最大绝对误差随 Jacobi 多项式中参数 ,α β 最大值的增大而增大。 
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