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摘  要 

本文研究一类具有相互干扰、恐惧效应和Holling II型的Lotka-Volterra捕食模型，分析了解非负性、有

界性和系统平衡点的存在性以及平衡点的稳定性，并给出系统持续性的充分条件。还得出恐惧水平的改

变对边界平衡点的稳定性没有影响，但对正平衡点有影响的结论；当恐惧因子满足定理时，系统在正平

衡点处出现Hopf分支。 
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Abstract 
In this paper, a class of Lotka-Volterra predation models with mutual interference, fear effect and 
Holling II type are studied, and the existence of non-negativity, boundedness, and system equili-
brium points and the stability of equilibrium points are analyzed, and sufficient conditions for 
system persistence are given. It is also concluded that the change of fear level has no effect on the 
stability of the boundary equilibrium point, but has an effect on the positive equilibrium point. 
When the fear factor satisfies the theorem, the system appears a Hopf branch at the positive equi-
librium point. 
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1. 引言 

捕食模型长期以来都是生物数学的重要课题之一，其原因在于食饵与捕食者之间相互作用关系的普

遍性和重要性。自从经典的 Lotka-Volterra 模型被提出以来，已有许多学者对其进行了研究，为了使模型

更加符合实际情况，一些学者在经典的 Lotka-Volterra 模型的基础上引入了一些可能影响模型动力学行为

的因素，例如相互干扰、恐惧效应、食饵避难所、时滞等。通过比较原理、Routh-Hurwitz 判据、李雅普

诺夫第二方法、Dulac 定理等可以得到模型的动力学。 
相互干扰的概念首先由 Hassell 在 1971 年提出[1]，相互干扰所描述的是当捕食者与捕食者相遇时，

捕食者都有离开相遇地方的趋势。此外，Freedman 在文献[2]提出了一个具有相互干扰常数 ( )0 1m m< < 的

一般 Lotka-Volterra 模型，并且分析了相互干扰系统的稳定性，其模型如下： 

( ) ( )

( )1

d
d
d
d

m

m

x xg x y
t
y y d cby ey
t

p x

−

 = −

 = − + −


                              (1) 

而当干扰常数 1m = 时，模型就变成了一般的 Lotka-Volterra 捕食模型。傅金波、陈兰荪在文献[3]研
究了一类具有相互干扰和非线性饱和功能性反应且食饵种群非线性增长的捕食模型的动力学行为，得出

保证系统的边界平衡点和正平衡点全局渐近稳定的阀值条件。 
在生态系统中，恐惧效应随处可见。恐惧是生物与生俱来的心理反应，与此同时恐惧也会对生物的

生理状态、繁殖能力、觅食行为和迁入迁出率等造成一定的影响。恐惧不仅能够让生物提高警觉性，还

可以帮助生物种群规避危险，特别是被捕食种群，以达到调节种群密度的作用。Wang 等人在文献[4] [5]
将恐惧效应纳入捕食者–食饵模型，提出了如下二维常微分方程组的捕食者–食饵模型： 

( )

( )( )

20d
 d 1
d
 d

rx dx ax g x y
t ky
y y m cg

x

x
t

 = − − − +

 = − +

                           (2) 

研究表明，恐惧效应不仅会影响到 Hopf 分支的存在性，还会改变 Hopf 分支的方向。 
此外，不同的功能反应也会对捕食模型的动力学行为产生影响，继线性功能反应函数后，而在 18 世

纪末，Holling 经过大量的研究，提出了一种新的函数关系。表示随着食饵种群的增加，捕食者的捕获率

应该从开始的单调递增到最后达到一个极限，然后趋于相对稳定的状态，这类功能反应函数更加符合实

际情况，更具有说服性。Holling 在文献[6]提出了经典的 Holling-Ⅱ型功能反应函数，这类功能反应函数

表明捕食者对食饵的功能反应依赖于食饵种群的密度。文献[7] [8] [9]是关于 Holling 型功能反应捕食模型

的一些研究，具有较高的研究意义和参考价值。 
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以往对捕食者系统的研究，大多只考虑捕食者对食饵的直接捕杀或单独考虑某种影响，并不同时考

虑捕食者对食饵的间接影响和捕食者种群自身相遇时所带来的影响。然而在生态系统中，当捕食者存在

时，一方面食饵对捕食者的恐惧可以刺激食饵通过各种反捕食行为来避免被捕食；另一方面，捕食者相

遇时都有离开相遇地方的趋势，即相互干扰。本文结合捕食者存在时，对捕食者种群产生的相互干扰现

象以及食饵种群对捕食者种群产生恐惧现象，同时考虑功能反应为 Holling-Ⅱ型等因素，建立一类具有相

互干扰和恐惧效应且功能反应函数为 Holling-Ⅱ型的捕食模型： 

2
1

2
2

d
 d 1 1
d
 d 1

m

m

x rx pxd x ax y
t ky qx
y px y d y cy
t qx

β

 = − − − + +

 = − −
 +

                         (3) 

其中 ( ) ( ),x t y t 分别表示食饵和捕食者的密度，r 为食饵的自然出生率， ,a c 分别表示食饵和捕食者由于

种内竞争导致的死亡率， 1 2,d d 分别表示食饵和捕食者的自然死亡率， ( )0 1m m< < 为干扰常数， β 为捕 

食者捕食食饵后转化为自身能量的转化率，恐惧因子 ( ) 1,
1

f k y
ky

=
+

并且满足： ( )0, 0f y = ， ( ),0 0f k = ，

( )lim , 0
k

f k y
→∞

= ， ( )lim , 0
y

f k y
→∞

= ，
1

px
qx+

表示 Holling-Ⅱ型功能反应函数，表示捕食者的捕获率应该从开始 

的单调递增到最后达到一个极限，然后趋于相对稳定的状态，其中，假设 1 2, , , , , , ,r d d a p q cβ 均为正常数。 

2. 平衡点的存在性 

初始条件 0, 0x y≥ ≥ 下，定义 ( ){ }2 , | 0, 0R x y x y+ = ≥ ≥ ，模型(3)的右端的式子在第一象限内连续可微

同时满足局部 Lipschitz 条件，故模型(3)的解局部存在。 
引理 2.1：如果 ( )0, 0 0, 0 0, 0,a b t xp> > > ≥ > 且 

(1) 若 ( ) ( )( )d
 d

px x t a bx t
t
≥ − ，则 ( )

1

fm inli
t

pax t
b→+∞

 ≥  
 

； 

(2) 若 ( ) ( )( )d
 d

px x t a bx t
t
≤ − ，则

1

sup ( )lim
p

t

ax t
b→+∞

 ≤  
 

。 

引理 2.2：如果 ( )0, 0 , 0, 0, 0 1 0pa b t x> > < < ≥ > 且 

(1) 若 ( ) ( )( )1d
 d

px x t a bx t
t

−≥ − + ，则 ( )
1

1
nlim i f

p

t

ax t
b→+∞

− ≥  
 

； 

(2) 若 ( ) ( )( )1d
 d

px x t a bx t
t

−≤ − + ，则 ( )
1

1
ulim s p

p

t

ax t
b→+∞

− ≤  
 

。 

定理 2.1 在初始条件 ( ) ( )0 0, 0 0x y≥ ≥ 下， 0t∀ ≥ ，模型(3)的解是非负的，且有界的。 
证明：对模型(3)两边积分，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

10

1
20

0 exp d
1 1

0 exp d
1
β −

   
= − − −     + +    


  

= − −     +   

∫

∫

t m

t m

r px t x d ax s y s
ky s qx s

px s
y t y y s d cy s s

qx s

s
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易知 ( ) ( ),x t y t 在 2R+ 内非负，非负性得证。下面证明模型(3)的有界性， 
由模型(3)的第一个式子进行放缩 

( )2 2
1

d
 d 1 1

mx rx pxd x ax y rx ax x r ax
t ky qx
= − − − =≤ − −

+ +
 

由引理 2.1 得 ( ) 1limsup
t

rx t M
a→∞

≤ = ，那么 1 1T ε∃ > 0, > 0对于 1t T∀ > ，有 ( ) 1 1x t M ε≤ + 。同理可得， 

由模型(3)的第二个式子可知 

( )2 1
2 2 2 1

d
 d 1

m m my px y d y cy pxy d y y d pM y
t qx

β β β −= − − ≤ − ≤ − +
+

 

根据引理 2.2 得到 ( ) 1

2

1

2limsup
m

t
t pMy

d
Mβ

−

→∞

 
≤ = 
 

，那么 2 2T ε∃ > 0, > 0，对于 2t T∀ > ，有 ( ) 2 2y t M ε≤ + 。 

根据上述分析可得模型(3)的解时有界的。 

定理 2.2 若
2

1 21
md prR M

kM
−

+
−= > 0时，模型(3)是持续的 

证明：由定理 2.1 可知对于 2t T∀ > ，有 ( ) 2 2y t M ε≤ + ，所以 

2
2

1
2

11
d
 d 1 1

mmx rx pxd x ax y drx M
kM

p ax
t ky qx

 
= − − − − − +

−
+  + 

≥  

令 21
21

mrR M
kM

d p− −=
+

，当 R > 0时，由引理 2.1 得到 ( ) 1lim inf
t

Rx t m
a→∞

≥ = ，那么 3 30, 0T ε∃ > > ， 

对于 3t T> 有 ( ) 1 3x t m ε≥ + 。同理可知，当 R > 0时 

( )2 2 11 1
2 2 2 2

1 1

d
d 1 1 1

m m my px pm pmy d y cy y d y cy y d cM y
t qx qm qm

β β β −= − − ≥ − − ≥ − + +
+ + +

 
 
 

 

所以根据引理 2.2 可得 ( ) ( ) ( )
1

2
2

2 1

lim i
1

nf
t

pm
d qm

t
cM

y mβ
→∞ +

=
+

≥ 。综上分析存在 , 0, 1,2i im M i> = ，使得 

下式成立： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

0 lim lim

0 lim

inf sup

lii pmnf su
t t

t t

m M

m

x t x

y M

t

t y t
→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

≤

≤

≤

< ≤

≤

≤

<
 

根据文献[10]所述可以得到模型(3)是持续的。 

定理 2.2 (1) 模型始终存在一个平凡平衡点 ( )0 0,0E ；。 

(2) 当 1r d> 时，模型存在一个边界平衡点 1
1 ,0r dE

a
− 

 
 

和唯一的正平衡点 ( )2 ,E x y∗ ∗ 。 

证明：模型的平衡点满足方程 

2
1

2
2

0
1 1

0
1

m

m

rx pxd x ax y
ky qx
px y d y cy
qx

β

 − − − + +

 − − =

=

 +

 

显然，可以得到平凡平衡点 ( )0 0,0E 总存在，当 1r d> 时，存在一个边界平衡点 1
1 ,0r dE

a
− 

 
 

和唯一 
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的正平衡点 ( )2 ,E x y∗ ∗ 。下面分析正平衡点的存在性。 

( )2 ,E x y∗ ∗ 满足方程 

1

1
2

1 1

0
1

0m

m

r pd ax y
ky qx
px y d cy
qx

β −

 − − − + +


−

=

 − =
 +

                           (4) 

根据上式得食饵等倾线 1 1 0:
1 1

mr pl d ax y
ky qx

− − −
+

=
+

，当 0y = 时，得 1r dx
a
−

= ，若 1r d> ，则 

1 0r dx
a
−

= > 。当 0x = 时，令 ( ) 11
mr d py

ky
f y − −

+
= ， ( )0 0f r d= − > ， ( )lim

y
f y

→∞
= −∞， 

( )
( )

1
2 0

1
mrkf y

ky
pmy −−

−′ = − <
+

，所以必定 0 0y∃ > ，使得 ( )0 0f y = 。因此， 1l 是从正 y 轴一点 ( )00, y 连

续单调递减到正 x 轴上一点 1 ,0r d
a
− 

 
 

。 

捕食等倾线 22
1:

1
0my d cl

x
ypx

q
β − − − =
+

，当 0c = 即捕食者是非密度制约的，此时捕食者等倾线

1
3 2: 0

1
mpxl

qx
y dβ − −

+
= ，可得

( )
1

1
m pxy

c qx
β− =
+

，显然 3l 过原点 ( )0,0 ，又
( ) ( )

d 0
d 1 1
y y
x m qx x
= >

− +
，所以， 

3l 经过原点 ( )0,0 且单调递增。根据文献[11]可知 0c ≠ 时，捕食者等倾线 2l 也是经过原点单调递增的曲线。 
综上分析可知， 1l 和 2l 在第一象限内有唯一的一个交点，因此，模型存在唯一的正平衡点 ( )2 ,E x y∗ ∗ 。 

3. 平衡点的稳定性 

模型在点 ( ),E x y 处的雅可比矩阵 
11 12

21 22
E

J J
J

J J
 

=  
 

 

其中 

( )

( )

( )

1 2

1
2

11

2

1

12

21

22 2

2
1 1

11

1
2

1

m

m

m

m

r pd ax y
ky qx

rkx mpx y
qxky

p y
q

J

J

J

J d cy

x
m px y

qx

β

β

−

−

− − −
+ +

−
++

+

+

=

= −

=

= − −

 

根据文献[12]可以分析计算得到平衡点的局部稳定性 
定理 3.1 当 1r d< ，平衡点 ( )0 0,0E 全局渐近稳定；当 1r d> 时，平衡点 ( )0 0,0E 不稳定。 

证明：模型在处 ( )0 0,0E 的雅可比矩阵
0

1

2

0
0E

r d
J

d
− 

=  − 
，矩阵所对应的特征 1 1r dλ = − ， 

2 2 0dλ = − < ，当 1r d< 时， 1 0λ < ，平衡点 ( )0 0,0E 局部渐近稳定； 1r d> 时， 1 0λ > ，平衡点 ( )0 0,0E 不

稳定。 
下面证明平衡点 ( )0 0,0E 的全局稳定性，构造 Lyapunov 函数 ( ) ( ) ( )1,V x y x t y tβ −= + ，易得 
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( ) ( )2 2 22 2
1 11

rx d c dd x ax y y r d x ax
ky

V t
β β β

− − − ≤ −′ − −
+

= −  

当 1r d> 时， ( ) 0V t′ ≤ ；当且仅当 ( ) ( ), 0,0x y = 时， ( ) 0V t′ = ，再结合 ( )0 0,0E 的局部渐近稳定性可

知， ( )0 0,0E 是全局渐近稳定的。 

定理 3.2 当 1r d> 时，平衡点 1
1 ,0r dE

a
− 

 
 

是局部渐近稳定的 

证明：模型在处 1
1 ,0r dE

a
− 

 
 

的雅可比矩阵
1

1
1

20
E

r dd r rk
J a

d

− − − =
  − 

，其矩阵对应的特征值为 

1 1 0d rλ = − < ， 2 2 0dλ = − < ，所以平衡点 1
1 ,0r dE

a
− 

 
 

是局部渐近稳定的。 

定理 3.3 若 1r d> 且
( )

* *
*

2*1

mpqx yax
qx+

> 时，正平衡点判据 ( )2 ,E x y∗ ∗ 局部渐近稳定；
( )

* *
*

2*1

mpqx yax
qx+

< 时， 

正平衡点 ( )2 ,E x y∗ ∗ 不稳定。 
证明：模型在 ( )2 ,E x y∗ ∗ 处的雅可比矩阵为 

( ) ( )

( )
2

* * * * 1
*

1* 2 2 ** *
11 12

* * * 1
21 22*

22 **

2
1 11 1

2
11

m m

E m m

r py rkx mpx yd ax
ky qxqx ky J J

J
J Jpy m px y d cy

qxqx

β β

−

−

 
− − − − − + ++ +   

= =   
  − − + + 

 

其特征方程为 
2 0B Cλ λ+ + =                                     (5) 

其中 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

* *
* *

22*

* * * * * * 1
* *

22 2 2 ** * *

1 2
1

1 2
11 1 1

m

m m m

pqx yB ax m d m cy
qx

pqx y py rkx mpx yC ax m d m cy
qxqx qx ky

β −

= − + − + −
+

   
    = − − + − + +    ++ + +   

 

当
( )

* *
*

2*1

mpqx yax
qx+

> 时， 0, 0B C> > ，特征方程的特征值 1 2,λ λ 的实部均小于零，根据 Hurwitz 判据，

正平衡点判据 ( )2 ,E x y∗ ∗ 局部渐近稳定；当
( )

* *
*

2*1

mpqx yax
qx

<
+

且 0C > 时，特征方程的特征值 1 2,λ λ 的实部均 

大于零，正平衡点 ( )2 ,E x y∗ ∗ 不稳定。 
定理 3.4 若 10 ar d

q
< − < 时，模型(3)在第一象限无正周期解 

证明：对模型(3)作替换，令 ( )d 1 dt qx τ= + ，仍用 dt 表示 dτ ，则模型(3)变为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

2
2

d 1
 d 1
d 1
 d

,

,

m

m

P xx rxqx d x ax pxy
t ky
y pxy d y

y

cy qx Q x y
t

β

  
= + − − −   + 

 = − + + =


=


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设 Dulac 函数为 ( ) 1 1,D x y x y− −= ，对于模型(3)有 

( ) ( )

( )

( )

1

1

2

21

1 1
2

0

m

m

DP DQ
x u

cp m y
x

rq d q a aqx
ky cq

y
rq d q a cq

y
cp m y
x

β

β

−

−

∂ ∂
+

∂ ∂

= + − −

−

− − −
+ −

− −
≤ + −− <

 

故模型(3)在第一象限无正周期解。 

4. Hopf 分支的存在性 

以模型(3)中的恐惧水平 k 或干扰常数 m 作为分支参数，其余参数均保持不变，因恐惧水平和干扰常数

的情况类似，故只需考虑恐惧水平作为分支参数的情形，探究模型(3)在正平衡点处出现 hopf 分支的可能性。 

定理 4.1 当
( )

* *
*

2*1

mpqx yax
qx+

> 时，若
d 0
d

H

r

k kk
λ

=

≠ ，则当 Hk k= 时，正平衡点 ( )2 ,E x y∗ ∗ 处出现 Hopf 分支。 

证明：设 ( ) ( ) ( )r ik k i kλ λ λ= + 为特征方程(4)的特征值，代入方程(5)中，分离实部与虚部得 

( )
( )

2 2
11 22 11 22 12 21

11 222 0

0r i r

r i i

J J J J J J

J J

λ λ λ

λ λ λ




=

− − + + − =

− +
                       (6) 

在 Hopf 分支点时应有 ( ) 0r kλ = ，设 Hk k= 时 ( ) 0r Hkλ = ，代入(6)式，得 

( )

2
11 22 12 21

11 22

0
0

i

i

J J J J
J J
λ

λ
− + − =

=+





 

有 ( ) ( )11 22 0H HJ k J k+ = ； ( ) 11 22 12 21i Hk J J J Jλ = − ； 

( )
* *

*
2*1

mpqx yax
qx+

> 时， ( )* 11 22 12 21det 0
E

J J J J J= − > ，对方程(6)求导，并代入 ( ) 0r Hkλ = ， 

( ) ( )

( ) ( )

11 22 12 21
11 22

11 22
11 22

dd d2 0
d d d

d dd
d d

2 0
d

HH H

H HH

i r
i

k kk k k k

ir
i i

k k k kk k

J J J J
J J

k k k

J J
J J

k k k

λ λλ

λλλ λ

== =

= ==

−
− − + + =

+
− − +





 =


 

得 

( ) ( ) ( )

( )

( )2 11 22 11 22 12 21 11 22
11 22

22
11 22

d d d
2d d d d

d 24H

H H

r

k k

k k k k

J J J J J J J J
J J

k k k
k J J

λλ
λ=

= =

+ − +
+ +

= =
+ +

，当 

( )11 22d
0

d
Hk k

J J
k

=

+
≠ 时，

d 0
d

H

r

k kk
λ

=

≠ ，证毕。 

5. 结论 

本文研究了一类具有相互干扰和恐惧效应且功能反应为 Holling-Ⅱ型的捕食模型，分析了平衡点的存
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在性和局部稳定性，并给出了模型持续性的充分条件。通过计算分析表明：当食饵的死亡率大于出生率

时，系统最终会走向灭绝；当食饵的死亡率小于出生率时，边界平衡点和正平衡点能够局部渐近稳定，

并且模型在第一象限不存在正的周期解。系统的恐惧水平的变化对边界平衡点的稳定性没有影响，但对

正平衡点有影响；当恐惧水平满足定理 4.1 中的条件时时，系统在正平衡点处出现 Hopf 分支。 
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