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摘  要 

本文研究以下一类时间周期反应扩散方程 ( )t xx xu u u f t u x R t, , , 0.= + + ∈ > 的解的长时间渐近行为，其

中， ( )f t u, 是满足双稳型条件且t具有周期性。将通过引入辅助函数，构造适当的上下解，再运用比较

原理，可以得到方程解在无穷远处的性质。  
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Abstract 

This paper focuses on a class of time-periodic reaction-diffusion equations ( ), ,t xx xu u u f t u= + +

, 0.x R t∈ >  of solutions with long time asymptotic behaviour, where ( )f t u,  satisfies the bista-
ble condition and t is periodic. The properties of the solutions of the equation at infinity will be 
obtained by introducing auxiliary functions, constructing appropriate upper and lower solutions, 
and then applying the comparison principle. 
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1. 引言 

反应扩散方程行波解是反应扩散方程中一种特殊的解析解，展示了在空间中持续传播的波动性质。行

波解在自然界的各种动态过程中起着关键作用，例如在生态学、化学和物理学领域等。这些解具有一定的

空间和时间结构，在空间中以恒定速度传播。行波解的形式通常是 ( ) ( ),u t x x ctφ= − ，其中 ( )φ ξ 是关于

x ctξ = − 的特定函数，而 c 则代表波速。行波解一直是人们研究的重要课题之一，具体可参看文献[1] [2] [3]。
行波解的特殊性质使其在方程中具有重要的意义，因为它们展示了物质传播的稳定性和动态行为。 

就反应扩散方程而言，较为基础性的问题是研究方程行波解的存在性，通常证明解的存在性的方法

为上下解结合不动点定理或者相平面分析法，具体可参看文献[4] [5] [6] [7] [8]。关于双稳型反应扩散方

程解的稳定性，通常运用半群理论、最大值原理与能量方法，相关结果可参看文献[9] [10]。 
1997 年，文献[11]研究了一维情形的双稳型反应扩散方程 

( ) , , ,tu u f u t R x R= ∆ + ∈ ∈  

其中， ( )0,1µ∈ 且满足 ( ) ( ) ( )0 1 0f f f µ= = = ，他们证明了方程存在唯一行波解 ( )x ctφ − 满足 

( )
( ) ( )

0,

1, 0,

φ φ φ

φ φ

′′ ′+ + =


−∞ = +∞ =

c f
 

并且行波解 ( )x ctφ − 具有渐近稳定性。 
文献[12]研究了在具有变漂移系数的半线性反应扩散方程，漂移系数对解的长时间行为的影响。她的 

研究结果表明，当反应项 f 满足 ( ) ( ) ( )0 1 0f f f µ= = = 和 ( )0limsup
x

u x µ
→+∞

< 时，则下列方程 

( ) ( ) , 0, ,= + + > ∈t xx xu u k x u f u t x R  

的解 ( ),u t x 是增长的，那么对一些辅助函数 ( )m t 和常数 0x ，有以下的渐近行为 

( ) ( )( )0
0

sup , 0, .ϕ
>

− − + + → → +∞
x

u t x x ct m t x t  

文献[13]证明了对于不带有漂移系数的时间周期反应扩散方程 

( ) , , ,= ∆ + ∈ ∈tu u f u t R x R  

解的存在性、唯一性与稳定性，证明了其时间周期行波解 ( ),t x ctφ − 满足 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

, 0, , ,

, , , , 1, , 0, .
ξ ξξφ φ φ φ ξ

φ ξ φ ξ φ φ

− − − = ∈ ∈


+ = −∞ = +∞ = ∈

t c f t t R R

t T t t t t R
 

其中，行波解φ和速度 c 仅依赖于反应项 f，并且 c 的符号与 ( )1

0 0
, d d

T
f t s s t∫ ∫ 的符号相同。且当 t → +∞时，
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若初值 ( )0u x 满足 ( )0limsup
x

u x µ
→+∞

< 和 ( )0lim inf
x

u x ρ
→+∞

> ，则对于一些常数 0x ，解 ( ),u t x 满足 

( ) ( )0sup , 0, .
x R

u t x x ct x tφ
∈

− − + → → +∞  

受到文献[12]和[13]的启发，本文主要研究如下时间周期反应扩散方程的初值问题 

( )
( ) ( )0

, , , 0,
0, , ,

 = + + ∈ >
 = ∈

t xx xu u u f t u x R t
u x u x x R

                           (1) 

其中， ( )00 1u x≤ ≤ 。假设在 ( ),f t u 关于 t 是周期的，也就是说，存在T R∈ ，使得 ( ) ( ), ,f t T u f t u+ = 。

接下来，假设 ( ),f t u 在 [ ]0,1 上是双稳型的，也就是说存在一个周期函数 tT ，使得 

( ) ( ) ( ),0 ,1 , 0,tf t f t f t T= = =  

并且对于任意的 t R∈ ，函数 f 满足，在 ( )0, tu T∈ 上， ( ), 0f t u < ；在 ( ),1tu T∈ ， ( ), 0f t u > 且对于任

意 t R∈ ，有 

( ) ( ),0 0, ,1 0,u uf t f t< >  

即，0 和 1 是 ( ),f t u 的稳定零点。也就是说，存在
10,
2

ρ  ∈ 
 

和 0µ > ，使得，在任意 t R∈ ，有 

( ) [ ] [ ], , 0, 1 ,1uf t u uτ ρ ρ− ≥ ∈ ∪ − ,                           (2) 

现在，我们来做一些技术性的假设 

( )1

0 0
, d d 0

T
f t s s t >∫ ∫  

也就是说， 0c > 。并且，我们假设方程(1)的解 ( ),u t x 是增长的，即，当 t → +∞时，解 ( ),u t x 局部

一致趋近于 1。 
本文的工作是研究方程(1)的解的长时间行为。 

2. 主要结论 

定理 1.1 如果 ( )0limsup
x

u x ρ
→+∞

< ，并且方程(1)的解 ( ),u t x 是增长的，那么对于一些常数 0x ，则有 

( ) ( )0
0

sup , , 0, ,
x

u t x t x ct x tφ
>

− − + → → +∞  

其中φ是行波解，c 为传播速度。运用于−x 轴方向上也有类似的结论。 
为了更好的证明定理 1.1，本文将会引用文献[9]中的一个辅助函数，并且运用文献[13]的一个估计。 
现在给出 

( ) ( )
2
32 ln 1 , 0,

3
t t tη = + >  

可知， ( )tη 是递增函数，并且满足 

( ) ( )
0

0 0, sup 1,
t

tη η
≥

′= ≤  

和 
( )

0
e d , 0.a t t aη+∞ − < +∞ ∀ >∫  

因为 ( ), 1tφ −∞ = 和 ( ), 0tφ +∞ = ，那么存在 0M > ，使得 
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( )0 , , ,
2
ρφ ξ ξ< < ∈ ≥t t R M                                (3) 

和 

1 1, , .
2
ρ φ ξ− ≤ < ∈ ≤ −t R M                                (4) 

因为 ( ), 0tξφ ξ < ，则存在 0a > ，使得 

( ), , , .ξφ ξ ξ− > ∈ − ≤ ≤t a t R M M                            (5) 

我们从文献[13]中可知，存在常数 2 0C > 和 0β > ，使得 

( ) 2, e , , .t C t R Rβ ξ
ξφ ξ ξ−≤ ∈ ∈  

取 

min , .
2

q τ β =  
   

现在，我们给出解 ( ),u t x 在初值条件下的上解与下解。 

( ) ( )( ) ( )
1, , e e , , 1,q ttu t x t x ct r t r t T xηωφ α −+ −= − − − + > ≥  

和 

( ) ( )( ) ( )
1, , e e , , 1,q ttu t x t x ct r t r t T xηωφ α −− −= − + + − > ≥  

其中， 

( ) ( )
0

e dηα −= ∫
t q st rC s  

并且，对于 1 0T > 和ω 为常数时，有 1e 1,t t Tωω − ≤ > 。 

引理 2.1 对于任意 0,
2

r ρ ∈ 
 

， 

(i) 如果有 

( ) ( )0 0, 1 , 0u x x r xφ≥ + − >  

和 

( ) ( ),1 1 e , 0,q tu t r tη−≥ − >  

则有 

( ) ( )( ) ( )
1, , e e , , 1.ηωφ α −−≥ − + + − > ≥q ttu t x t x ct t r t T x                      (6) 

(ii) 如果有 

( ) ( )0 0, 1 , 0φ≤ − + >u x x r x  

则有 

( ) ( )( ) ( )
1, , e e , , 1.ηωφ α −−≤ − − − + > ≥q ttu t x t x ct t r t T x                      (7) 

证明：(i) 当 0t > 和 x R∈ 时，我们定义 

( ) ( )( ) ( ){ }, max , e e ,0ηωφ α −− −= − + + − q ttu t x t x ct t r  
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现在，我们首先验证初值条件。将 0=t 代入 ( ),−u t x ，可以求出 

( ) ( ) ( )00, 0, 1 , 0.φ− = + − ≤ >u x x r u x x  

再验证边界条件，当 1x = 和 0t > 的时候，可以得出 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), 1 ,1 e e 1 e ,1q t q ttu t t ct t r u tη ηωφ α − −− −= − + + − ≤ − ≤  

接下来，仅需要证明 

( ), 0.t xx xLu u u u f t u− − − − −= − − − ≤  

当 0>t 和 1≥x 时候，使得 ( ), 0− >u t x 。 
可以得到， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e , ,

e e e , ,

ηω
ξ ξ ξ

η ηω
ξ ξ ξ

α φ ω φ φ η φ

φ ω ϕ ϕ η φ

−− − −

− −− −

′ ′= − − + + −

′= − − + + −

q tt

q t q tt

Lu t rq t f t f t u

rC rq t f t f t u
 

其中，φ和 ξφ 的取值为 ( )( ), e tt x ct tω α−− + + 。 

当 1t T> 和 1x ≥ 时，使得 ( )e tx ct t Mω α−− + + ≤ − ，可以得到 

( )( )1 , e 1,
2

ωρ φ α−− ≤ − + + <tt x ct t  

和 

( )1 , 1.ρ −− ≤ <u t x  

通过
2

r ρ
< ，且根据(1.2)可得， 

( ) ( ) ( ), , e .ηφ τ −−− ≤ − q tf t f t u r  

根据 ( )0, , 1
2

q tξ
τφ η′< ≤ ≤ 和 e 1qtq − ≤ ，可以得到 

( )e 0.
2

q tLu r ητ −− ≤ − ≤
 

对于 1t T> 和 1x ≥ ，使得 ( )e qtM x ct t Mα−− ≤ − + + ≤ ，那么可以得到 aξφ− ≥ 。 
因此，现在取 C 充分大，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e e , ,

e e e , e

0.

η ηω
ξ ξ ξ

η η ηω
ξ ξ

φ ω φ φ η φ

η ω φ φ ∞

− −− − −

− − −−

′= − − + + −

′≤ + − − +

≤

q t q tt

q t q t q tt
u L

Lu rC rq t f t f t u

arC rq t f t u r  

对于 1t T> 和 1x ≥ ，使得 ( )e qtx ct t Mα−− + + ≥ ，有 

( )( )0 , e qtt x ct tφ α ρ−< − + + < 和 ( )0 , ,u t x ρ−≤ ≤  

现在，可以从(2)得到， 

( ) ( ) ( ), , e .ηφ τ −−− ≤ − q tf t f t u r  

根据 ( )0, , 1
2

q tξ
τφ η′< ≤ ≤ 和 e 1qtrq − ≤ ，可以得到 
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( ) ( )e e 0.
2

η γ
ξ

τφ− −− ≤ − ≤q t q tLu rC r  

因此，综上所述， 0Lu− ≤ 。 
至此，完成了引理 2.1 (i)的证明。然后，可以从比较原理得出(6)。 
对于(ii)的证明，与证明(i)的方法类似，可以证得 0Lu+ ≥ 。 
引理 2.2 设 ( ),u t x 是(1)的解，且它是增长的。那么，对于任意 10 c c< < ，存在常数λ ，使得 

( )( ) ( )
10

sup 1 , e , .t

x c t
u t x tλο −

< ≤
− = → +∞  

证明：令 10 c c< < ，并且 ( )1 2c c c′ = + 。可以根据比较论证和常数 0λ > ，证得 

( ) ( )11 , e , .λο −− = → +∞tu t c t t                               (8) 

现在取 
: 1 0.c cδ ′= − − >  

然后取 ( )0,r ρ∈ ，使得 

( )
,

,u L

ar
f t u

δ
τ∞

≤
+  

其中， ρ ，τ 和 a 分别由(2)和(5)定义。现在取 ( )0,γ η∈ ，使得 
2 .γ γ τ− ≤  

当 0t > 和 x R∈ 时，定义 

( ) ( ){ }, : max , e ,0 .xu t x t x c t r γφ −
− ′= − −  

下面，将要证明 ( ),u t x− 是(1)的一个下解。 
根据(6)，并且由于 ( ) ( )0, e ,x xµξφ −= Ο → +∞，所以存在 1 0T > ，使得 

( ) ( )1, 0, e , 0xu T x x r xγφ −≥ − ≥  

和 

( ) 1,0 1 , .u t r t T≥ − ≥  

可知，当 0x ≥ 时，则有 ( ) ( ), 0,u T x u x−≥ 和当 1t T≥ 时，有 ( ) ( ),0 ,0u t u t−≥ 。那么，只需要证明当 1t T≥
和 0x ≥ 时，有 0u− > 且 

( ) ( ) ( ) ( ): , 0.t xx xLu u u u f t u− − − − −= − − − ≤  

通过计算，可以得出 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

21 e , ,

e , , ,

x

x

Lu c c r r f t f t u

r f t f t u

β
ξ

β
ξ

φ β β φ

αφ τ φ

−
− −

−
−

′= − − + − + −

≤ + + −
 

其中，φ和 ξφ 取值于 ( ),t x c t′− 。接下来，运用(3)中所定义的 M，可以得到，当 1t T≥ 和 0x ≥ 时，使

得 x c t M′− ≤ − 和 x c t M′− ≥ ，有 ( )1 , 1u t xρ −− ≤ ≤ 和 ( )0 ,u t x ρ−≤ ≤ 。 
因此， 

( ) ( ), , e xf t f t u r γφ τ −
−− ≤ −  

https://doi.org/10.12677/pm.2024.145168


陈卓 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.145168 128 理论数学 
 

由于 0ξφ < ，则可得 0Lu− ≤ 。当 1r T≥ 和 0x ≥ 时，使得 M x c t M′− ≤ − ≤ ，则有， aξφ− > 。那么，

可有(8)得出 

[ ] ( )( ), e 0.x
u L

L u a f t u r γα τ ∞
−

− ≤ − + + ≤  

综上所述，由比较原理可知，当 1t T≥ 和 0x ≥ 时， 

( ) ( ) ( ), , , e .xu t x u t x t x c t r γφ −
− ′≥ ≥ − −  

由此可得，(8)成立。这就完成了证明。 
现在准备证明定理 2.1。 
证明：设 ( ),u t x 是(1)的解，固定 ( )0,r ρ∈ ，因为 ( ), 1tφ −∞ = 且 ( ), 0tφ +∞ = ，使得当 2 1T k T= ， 1k Z∈ ，

其中 T 为周期且 0x ≥ 时， 
有 

( ) ( )2 , 0, 1 .u T x x rφ≤ + +  

通过引理 2.1，可知，当 1t T> 和 0x > 时，有 

( ) ( )( ) ( )
1 , , e e .q tqtu T t x t x ct r t r ηφ α −−+ ≤ − + − +  

通过引理 2.2，可知，当 3 2 0T k T= > ， 2k Z∈ ，使得 

( ) ( )3, 0, 1 , 0u T x x r xφ≥ − − ≥  

再根据引理 2.1，可知，当 1t T> 和 1x ≥ 时， 

( ) ( )( ) ( )
3 , , e e .q tqtu T t x t x ct t r ηφ α −−+ ≥ − + + −  

又因为 ( )lim
t

tα
→+∞

< +∞，那么存在常数 1α 和 2α ，使得当 { }2 3max ,t T T≥ 和 1x ≥ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 2, e e , , e e .η ηφ α φ α− − − −− −− + + − ≤ ≤ − − + +q t T q t Tqt qtt x ct r u t x t x ct r          (9) 

取序列{ }:n n Nt nT
∈

= ，使得 ,nt n→ +∞ → +∞。再令 

( ) ( ), , .n n n nu t x u t t x ct t= + + −  

通过(9)，可得，当 { }2 3max ,nt t T T≥ − + 和 1 e nqt
nx ct −≥ − + 时， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1
1 2, e e e , , e e e ,η ηφ α φ α− + − + − − + − + −− −− + + − − ≤ ≤ − − + − +n n n nn nq t t q t t T q t t q t t Tqt qt

nt x ct r u t x t x ct r  

再通过抛物线估计，当 t R∈ 和 x R∈ 时，序列 ( ),nu t x 局部一致收敛到方程 

( ) ( ) ( ),t xxu u f t u∞ ∞ ∞= +  

的整体解 ( ),u t x∞ ，可以得到，当 t R∈ 和 x R∈ 时，有 

( ) ( ) ( )1 2, , , .t x ct u t x t x ctφ α φ α∞− + ≤ ≤ − +  

那么，从文献[13]所得的关于 ( ),t x ctφ − 的稳定性结果可以知道，存在 0x R∈ ， 
使得 

( ) ( )0, , .φ∞ ≡ − +u t x t x ct x  

所以，对任意 0r > ，存在 0N > ，有 

( ) ( )0, e 0, ,Nqt
N Nu t x ct x x rφ−+ − − + <  
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通过引理 2.1，可以得到对 Nt t> 和 1x ≥ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0, e e , , e e ,N NN Nq t t q t tqt qt

N Nt x ct t x r u t x t x ct t x rγ γφ α φ α− − − −− −− + + + − ≤ ≤ − − − + +

 
其中， ( ) ( )e d

N

t q s
N t

t rC sγα −= ∫ 。那么，当 Nt 充分大时， ( )N tα 可以任意小，并且由于 r 可以任意小和 ξφ 有 

界，可得，当 Nt t> 且 Nt 充分大，有 

( ) ( )0
1

sup , ,
x

u t x t x ct xφ
≥

− − +

 
足够小。故，可得 

( ) ( )0
1

sup , , 0, .
x

u t x t x ct x tφ
≥

− − + → → +∞  

这就完成了证明。 
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