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摘  要 

本文研究了一类复合型二阶线性偏微分方程边值问题，通过将此类复合型偏微分方程的解式进行整理和

化简，发现其解式是由左区和右区的引解函数、衔接性条件以及内外区条件的系数组装成的，而引解函

数是由微分方程的两个线性无关解构成，且其解具有相似结构的形式，于是提出了求解此类复合型偏微

分方程边值问题的相似构造法。经研究发现：相似构造法不仅能够使得部分边值问题的解答过程更加精

简、降低了求解此类方程的难度且解式优美，还进一步揭示了解的内在性质和规律，为解决相应的数学

问题以及油气藏等方面的工程问题提供了相适合的工具，也为部分软件分析的理论知识打下了基础。 
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Abstract 
In this paper, we study the boundary value problem of a class of composite second-order linear 
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partial differential equations, and by sorting out and simplifying the solutions of such composite 
partial differential equations, it is found that the solution is composed of the induction function of 
the left and right regions, the cohesive condition and the coefficient of the inner and outer region 
conditions, and the induction function is composed of two linear independent solutions of the dif-
ferential equation, and the solutions have a similar structure. It is found that the similarity con-
struction method can not only simplify the solution process of some boundary value problems, 
reduce the difficulty of solving such equations and solve them beautifully, but also further reveal 
the intrinsic properties and laws of understanding, provide suitable tools for solving correspond-
ing mathematical problems and engineering problems in oil and gas reservoirs, and also lay a 
foundation for the theoretical knowledge of some software analysis. 
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1. 引言 

任何实数均可表示为连分式[1]，数论对此进行了广泛深入的研究。对于一些边值问题，早有学者对

其解的表达式进行了研究和整理，发现其解具有类似于实数的连分数表达式的形式，如李顺初先对二阶

常系数齐次线性微分方程边值问题[2]进行了研究，接着又对二阶齐次线性微分方程边值问题[3]的解式进

行了研究整理，得到了它们的解式的相似结构形式，并说明了其解式可以写成连分式的形式。随后，李

顺初[4]对以前得出的有关于微分方程的边值问题解的相似结构的研究成果进行了综述和评论，并提出了

相似构造法。基于此，许多学者对一些特殊复合型微分方程的边值问题进行了研究，如复合扩展变型

Bessel 方程[5]、复合型第二种 Weber 方程[6]、复合型 Tschebycheff 方程一类[7]等边值问题。近年来，许

多学者利用相似构造理论不断的发掘和完善一些微分方程的边值问题的求解，更深入地研究了三区复合

型微分方程[8]、三区间复合型第一、种与二种 Weber 方程[9] [10]、三区复合型 Tschebycheff 方程[11]、
三区间复合型超几何方程[12]、三区复合型连带 Legendre 方程[13]和三区间复合 Laguerre 方程[14]等边值

问题，得出了具有统一形式的解式的相似结构形式，并总结出相应类型的相似构造步骤。 
微分方程广泛应用于电磁学[15]、海洋学[16]、图像的去噪和增强[17]以及油气藏[18] [19] [20]等领域。

在油气藏工程中，1966 年，Chatas [21]建立了油气藏球向渗流模型，其数学模型经过无量纲化及拉普拉

斯等变换，变成了求解一类简单的二阶微分方程的边值问题。2013 年，王芙蓉等[22]利用相似构造法求

解了三种不同内边界下的球状基双孔介质不稳定渗流模型中，其求解过程是经过变量替换及拉普拉斯等

变换后，将所求解的渗流模型问题变成了一类二阶微分方程的边值问题，结果表明相似结构法可以避免

复杂的求解过程。随着研究者们对油气储层边界条件的不断优化，为建立更加符合油气储层的渗流模型，

研究者引入了弹性外边界条件[23]。随后唐娅等[24]建立了具有弹性外边界条件(弹性系数为常数)的双孔

油藏球向非线性渗流模型，根据渗流模型的求解需要，对一类二阶线性微分方程的边值问题进行了求解

和相似构造，最后表明微分方程解的相似构造不仅可以简化模型的求解过程，还为更为复杂的油气藏渗

流模型的求解提供了新思路。 
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基于前面的研究，可以看到油藏工程中微分方程的边值问题的相似构造类型地在不断地扩充，但

在页岩气藏方面，尤其是对于更为复杂的页岩气藏渗流的数学模型的求解及分析参数，少有研究者考

虑更贴合页岩储层外边界的真实状况，并建立更符合实际情况的页岩气藏渗流模型。故基于多重页岩

气藏渗流模型[25]，复合型微分方程的边值问题[26]的相似构造过程，为研究和分析具有弹性外边界条

件(弹性系数为函数)的多重页岩气藏渗流模型，本文探索了如下一类复合型二阶线性偏微分方程的边值

问题： 
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其中 ( ) ( ), , 1,2iy y x z i= = 是关于 ,x z 的二元函数， 1 2,A A 是关于 z 的函数，且 ( ) ( )1 2, 0>A z A z  
, , , , , , , , ,βa b c Q E F M N K 均为已知的实常数，且 2 20 , 0, 0, 0a c b D M Nβ≤ < < ≠ ≠ + ≠ 。 

为方便探索这一类复合型二阶线性偏微分方程的边值问题，本文先做以下的准备工作。 

2. 预备知识 

本小节先给出二阶齐次线性偏微分方程(2)的通解，再构造引解函数。 
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引理 1 二阶齐次线性偏微分方程(2)的通解为 
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其中 1 2 3 4, , ,C C C C 是关于 z 的待定函数系数。 
证明 对二阶齐次线性偏微分方程(2)的求解，本质上是求形如 0′′ − =iy A y  ( iA 此时可视为常系数)的

二阶齐次线性微分方程的解。由于 0iA > ，故方程一定有个线性无关解，且其通解[27]为(3)式。 
由方程(2)的两个线性无关解 ( )1e ,e 1,2ix A x A i− = 构造如下的三元函数。 
引理 2 构造三元函数(称为引解函数) 
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则有 
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证明 通过直接计算即可得到。 
通过后面的证明和计算，可整理出复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)的相似构造解式及一些

推论。 

3. 主要定理及其证明 

定理 1 若复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)有唯一解，那么其左区解 ( )a x c< < 为： 
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其右区解 ( )c x b< < 为： 
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其中 ( )x∗Φ 是右相似核函数，且为： 
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( )xΦ 是左相似核函数，且为： 
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证明 由引理 1 可知边值问题(1)的左、右区通解可表示为 

1 1 2e e−= +x A x Ay C C                                  (14) 

2 3 4e e−= +x B x By C C                                  (15) 

其中 1 2 3 4, , ,C C C C 是关于 z 的待定函数系数。 
将通解带入边值问题中的左边界条件、交界点条件和右边界条件有 
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联立方程(16)~(19)，因为边值问题有唯一解，所以联立的线性方程组的系数行列式 0D ≠ ，结合引

理 2，经计算可得 
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根据 Cramer 法则可求出 31 2 4
1 2 3 4, , ,DD D DC C C C

D D D D
= = = = ，然后整理计算可以得出边值问题(1)的 

左区解和右区解。 
经过简单计算和观察，可得以下几个推论。 
推论 1 在复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)中，若右边界条件 ( )2 0y b =  (即 2 2 0+ ≠M K , 
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推论 2 在复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)中，若右边界条件
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推论 3 在复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)中，若右边界条件
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推论 4 复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)的第一个连分式与其导数有如下关系 
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4. 相似构造法步骤 

通过上述求解复合型二阶齐次线性偏微分方程的边值问题(1)的过程，可整理并归纳出相似构造法的

具体步骤： 
第一步由边值问题(1)中的左区定解方程和右区定解方程可得它们各自的两个线性无关解 

( )e ,e 1,2i ix A x A i− = ，再通过线性无关解 ( )e ,e 1,2i ix A x A i− = 构造三元函数 ( )( )0,0 , , 1,2i x z iϕ ξ = 。 
第二步由 ( )( ) ( ) ( )2 * *
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函数 ( )x∗Φ 的表达式。 
第三步 ( )( )1
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第四步由左边界条件 ( ) ( ) ( )1
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,
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x
=

∂ 
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中的系数 , ,Q E F 和 ( )xΦ 可组装得边值问 

题(1)的左 ( )a x c< < 、右 ( )c x b< < 区解 1 2,y y ，即(10)、(11)式。 

5. 举例 

根据以上相似构造法，求解边值问题(如 
2 2

1 2, 4 , 1, 2, 4, 1, 2, 1, 1A z A z a c b E F Q M N K= = = = = = = = = = = )： 
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 =

∂ ∂

=
∂

 
+ + =

∂


∂
 


∂ +
∂ ∂ 
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x

x x

x x

y x z
z y x z x

x
y x z

z y x z x
x

y x z
y x z

x

y x z y x z

y x z y x z
x x

y x z y x z
y xx xz

z x

                     (29) 

第一步由(29)中的左区定解方程可知它的两个线性无关解为 e ,exz xz− ，并构造三元函数 

( ) ( )1
0,0 , , 2sinhϕ ξ ξ= −  x z z x                             (30) 

且 

( ) ( ) ( )1 1
0,1 0,0, , , , 2 coshϕ ξ ϕ ξ ξ

ξ
∂

= = − −  ∂
x z x z z z x                      (31) 

( ) ( ) ( )1 1
1,0 0,0, , , , 2 coshϕ ξ ϕ ξ ξ∂

= = −  ∂
x z x z z z x

x
                      (32) 

( ) ( ) ( )1 1 2
1,1 0,0, , , , 8 sinhϕ ξ ϕ ξ ξ

ξ
∂ ∂

= = − −  ∂ ∂
x z x z z z x

x
                    (33) 

左区定解方程可得到线性无关解 2 2e ,exz xz− ，构造函数 

( ) ( )2
0,0 , , 2sinh 2ϕ ξ ξ= −  x z z x                            (34) 

且 

( ) ( ) ( )2 2
0,1 0,0, , , , 4 cosh 2ϕ ξ ϕ ξ ξ

ξ
∂

= = − −  ∂
x z x z z z x                     (35) 

( ) ( ) ( )2 2
1,0 0,0, , , , 4 cosh 2ϕ ξ ϕ ξ ξ∂

= = −  ∂
x z x z z z x

x
                     (36) 

( ) ( ) ( )2 2 2
1,1 0,0, , , , 8 sinh 2ϕ ξ ϕ ξ ξ

ξ
∂ ∂

= = − −  ∂ ∂
x z x z z z x

x
                   (37) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0,1 , , e e e e 4 cosh 2ξ ξϕ ξ ξ ξ∗ − −∂ ∂

= − = − −  ∂ ∂
zx z zx zx z z x

z z
              (38) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1 , , e e e 8 sinh 2 ,ξ ξϕ ξ ξ ξ∗ − −∂ ∂ ∂ ∂
= − = − −  ∂ ∂ ∂ ∂

x T T x T Tx z e z z x
x z x z

        (39) 

第二步由 ( )( ) ( ) ( )2 * *
0,0 0,1 1,1, , , 0,1 , , , , , ,x z j k x z x zϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ= 和右边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

4
2

, ,
,1 0

x

y x
x x

z y x z
y x z

z x
=

∂ ∂ 
+ + = +

∂ ∂ 
的系数 1M N K= = = 以及 4x = 组装可得右相似核函数 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2
0,0 0,1 0,1

2 2
1,0 1,1 1,1

5 , , 4 ,
, 2 4

5 , , 4 ,
ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

∗
∗

∗

+ +
Φ = < <

+ +

x b x b x b
x x

c b c b c b
              (40) 
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第三步 ( )( )1
0,0 , , , 0,1x z j kϕ ξ = 、 ( )2∗Φ 以及边值问题(29)中交界点 2x = 处的交界条件 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 22 2

2 2

, ,
, , ,

x x
x x

y x z y x z
y x z y x z

x x= =
= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
的系数 1α β= = 来组装左相似核函数 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1
0,1 0,0
1 1
1,1 1,0

2 , ,
, 1 2

2 , ,
ϕ ϕ
ϕ ϕ

∗

∗

Φ −
Φ = < <

Φ −

x c x c
x x

a c a c
                       (41) 

第四步由左边界条件 ( ) ( )1
1

1

,
, 3 1

x

y x z
y x z

x
=

∂ 
+ = ∂ 

中的系数 1, 2Q E F= = = 和 ( )xΦ 可组装得边值问题 

(29)的左 ( )1 2x< < 解 

( )
( ) ( )1

1 1
1 2 11

2 1

= Φ
+Φ+

+Φ

y x                              (42) 

右 ( )2 4x< < 区解 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
1
0,1

2 1 1
1,1 1,0

2, 21 1
1 2 1 2 1,2 1,21

2 1

ϕ
ϕ ϕ

∗
∗= Φ

+Φ Φ −+
+Φ

y x                   (43) 

6. 结论 

复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)的左区解和右区解是由左区相似核函数、右区相似核函数、

左边界条件和交界点的衔接条件中的系数进行组装而成的，都具有相似结构。 
复合型二阶线性偏微分方程的边值问题(1)的左、右相似核函数是由引解函数、右边界条件和交界点

的衔接条件中的系数组装的。 
相似构造法提供了一种可以通过利用方程的两个线性无关解构造引解函数，并观察边值条件系数，

进而达到快速组装解的表达式的方法。该方法避免了复杂的推导过程，能更加方便、快捷地解决实际

问题。 
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