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摘  要 

为了更好地估计股票收益协方差矩阵，提出了一种基于Black-Litterman思想的协方差矩阵估计方法。不

同于传统方法对协方差矩阵添加Wishart先验分布的方法，考虑将先验信息概念应用在协方差矩阵的对

数上，通过贝叶斯方法，得到协方差矩阵的参数估计。 
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Abstract 
In order to better estimate the covariance matrix of stock return, a method of covariance matrix 
estimation based on Black-Litterman idea is proposed. Different from the traditional method of 
adding Wishart prior distribution to the covariance matrix, the concept of prior information is ap-
plied to the logarithm of the covariance matrix, and the parameter estimation of the covariance 
matrix is obtained by Bayesian method. 
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1. 引言 

投资组合优化的基础是由 Markowitz [1]在 20 世纪 50 年代提出的均值方差模型，该模型根据投资组

合的预期收益和波动率来计算投资组合的资产配置。假设市场上有 n 种资产，这些资产收益的均值
nµ∈� ，协方差矩阵 n n×Σ∈� ，经典的投资组合优化问题可描述为： 

T T

T

max
2

s.t. 1,
w

w w w

w

λµ − Σ

=1
                                  (1.1) 

其中 λ 为投资者的风险规避系数。 
Black-Litterman 模型(以下简称 BL 模型)是均值方差模型(1.1)的延伸。考虑市场上的 n 项资产，这些

资产的收益 ( )T
1 2, , , mr r r r= � 服从多元正态分布，即： ( )1 2, , , ~ ,m nr r r N µ Σ� 。根据资本资产定价模型

(CAPM)，当市场处于均衡状态时，即当对资产组合的需求等于供给时，所有投资者都持有最优市场投资

组合，此时资产配置的权重为市场均衡权重 eqw 。BL 模型想要得到市场均衡收益率为π ，则需要反向优

化均值方差模型(1.1)，对模型求一阶导，并令其等于零，可得方程π λ= Σ eqw 。BL 模型以这个市场均衡

收益率为客观的市场先验收益分布， ( )~ ,mNµ π τΣ ，这里τ 是反映对市场均衡不确定性的参数，τ 越小，

表示先验 µ 越接近市场均衡收益π ，反之τ 越大，则表示先验 µ 越背离市场均衡收益π 。另外再加入投

资者主观观点，利用贝叶斯方法得到后验资产收益率，进而得出最优资产配置方案。假设投资者对收益

均值向量 µ 有 k 个观点，他的观点可以用下面的公式表示： 

,q Pµ ε= +                                         (1.2) 

其中 P 是 k n× 维矩阵，即对 n 个资产有 k 个观点，例如考虑三种资产 A，B 和 C，当 

1 0 0 4%
, ,

0 1 1 6%
P q

   
= =   −   

                                  (1.3) 

则 P 的第一行也就是投资者的第一个观点，是一个绝对观点，表示投资者认为资产 A 的预期收益率为 4%；

P 的第二行为相对观点，表示投资者认为资产 B 与资产 C 的平均预期收益率的差为 6%。绝对观点行和

为 1，相对观点行和为 0。 ε 是观点的误差项， ( )~ 0,Nε Ω ，Ω 是 k k× 的对角矩阵，为观点误差的协方

差矩阵，表示投资者对单个预测的信心水平。因此投资者观点的分布为： ( )~ ,kq N Pµ µ Ω 。 
结合上述信息可知整个 BL 模型由以下三个分布构成： 

( )
( )
( )

1 2, , , ~ , ,
~ , ,

~ , .

m n

n

k

r r r N
N

q N P

µ
µ π τ
µ µ

Σ
Σ
Ω

�
                                  (1.4) 

通过结合(1.4)中后两个先验分布，并以此作为收益均值 µ 的新的先验分布，根据文献[2]中给出的证

明可以计算出收益的后验分布： 

( )~ , .BL BLr N µ Σ                                     (1.5) 
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其中 

( )( ) ( )( )
( )( )

11 1T 1 T 1

111 1 T 1

,

, .

µ τ τ π

τ

−− −− −

−−− − −

= Σ + Ω Σ + Ω

Σ = + Σ = Σ + Ω

BL

BL

P P P q

M M P P
 

2. 模型建立 

不同于传统 BL 模型对协方差矩阵引入逆 Wishart 分布的方法[3]，我们基于 Leonard 和 Hsu [4]关于

协方差矩阵的不同先验的想法，将协方差矩阵的先验信息应用在协方差矩阵的对数，即 ( )log Σ 上，这种

先验分布不仅融合了市场参与者的实际观点，还增强了模型对于复杂金融环境的适应性。假设考虑市场

上的 n 项资产，这些资产在一段时间 m 内的独立收益为 ( )T
1 2, , , mr r r r= � ，每个收益服从多元正态分布，

其均值为 µ ，协方差矩阵为Σ，即： 

( )1 2, , , ~ ,m nr r r N µ Σ�                                  (2.1) 

我们假设收益的均值 µ 是已知的，无不确定性，则Σ的似然函数可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )T 122
1

1

1, , 2 exp .
2

mnm m

m i i
i

L r r r rπ µ µ−− −

=

 
Σ = Σ − − Σ − 

 
∑�                 (2.2) 

令 ( )logA = Σ ， Aiλ 和
i

λΣ 为 A 与Σ的特征值，因此 ( )log eλλ λ λΣ Σ= ⇒ = Ai
i iAi ，利用矩阵行列式的性

质可以得到 ( ) ( )

1 1
e eAi

n n
Tr A

i
i i

det λλΣ
= =

Σ = = =∏ ∏ 。那么Σ的似然函数可以写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

T 12
1

1

T 12

1

2

1, , , 2 exp exp
2 2

12 exp exp
2 2

2 exp e .
2

mn m

m i i
i

mn m

i i
i

mn
A

mL A r r Tr r r Tr A

mTr r r Tr A

m Tr A S

π µ µ

π µ µ

π

− −

=

− −

=

− −

    Σ = − − Σ − −    
   

    = − − − Σ −    
   

 = − + 
 

∑

∑

�

         (2.3) 

其中 ( ) ( )T

1

1 m

i i
i

S r r
m

µ µ
=

= − −∑ 。Leonard 和 Hsu [4]的想法是通过近似 e A− 来近似Σ的似然函数。Bellman [5] 

在他书中展示了一个更一般的结果： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

0 0 00
00

0 0

0

e e e d ,0 ,

, , 1, log ,

e d ,0 .

tA cB t A t sA t

tAt t s t

X t c B X s s t

A B A c S

X t S S A X s s t

+ −

− − −

= = + < < ∞

= −Λ = Λ − = Λ =

= = − −Λ < < ∞

∫

∫

                    (2.4) 

当 1t = 时，通过迭代可得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

11 1
0

11 1
0 0

11 11 1
0 0 0 0

11 11 1
0 0 0

e 1 d

d d

d d d d

d d d .

A s s

ss s u s

ss us s u s u v u

sss s u s u

X S S A S s

S S A S S A X u u s

S S A S s S A S A S S A X v v u s

S S A S s S A S A S u s

λ

λ

− − − −

− − − −

−
− − − − − −

−
− − − − −

= = − −Λ

= − −Λ − −

= − −Λ + −Λ −Λ ⋅ − −

≈ − −Λ + −Λ −Λ

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 (2.5) 
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这是一个近似因为我们忽略了三重及更高阶的积分。已知Σ的似然函数形式为： 

( ) ( ) ( )2
1, , , 2 exp e .

2

mn
A

m
mL A r r Tr A Sπ − − Σ = − + 

 
�                     (2.6) 

因此我们计算 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 11
0 0 0

1

0 0

e d d d

d d d .

sA s s s u s u

s u su s

Tr S Tr SS Tr S A S s Tr S A S A S u s

n Tr A s Tr A S A S u s

− − − − −

− −−

≈ − −Λ + −Λ −Λ

= − −Λ + −Λ −Λ

∫ ∫ ∫

∫ ∫
   (2.7) 

对第一项积分有： ( ) ( )1

0
d−Λ = −Λ∫ Tr A s Tr A 。 

对第二项积分首先设 S 有谱分解 TS EDE= ，若 log 由泰勒展开定义，则有： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

0

1T T

0

1 T

0
T

1
log

1

1
1

1
1

log .

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

S I S
n

EE EDE
n

E I D E
n

E D E

∞ +

=

∞ +

=

∞ +

=

−
= −

+

−
= −

+

−
= −

+

=

∑

∑

∑

                           (2.8) 

记 ( )TB E A E= −Λ ，即 TEBE A= −Λ，则第二项积分内部： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

T T T T

T

.

u s u su su s

u su s

u su s

Tr A S A S Tr EBE EDE EBE EDE

Tr EBD BD E

Tr BD BD

− − −− −−

− −−

− −−

 − Λ −Λ =   

=

=

           (2.9) 

不妨设 u sBD − 的标量形势为： 

11 1 12 2 1

1 1 2 2

...

...

...

u s u s u s
n n

u s

u s u s u s
n n nn n

ccccb d b d b d
BD

b d b d b d

− − −

−

− − −

 
 

=  
 
 

� � �                      (2.10) 

则同样的 ( )u sBD− − 的标量形势为： 

11 12 1
1 2

1 2
1 2

1 1 1...

...
1 1 1...

nu s u s u s
n

u s

n n nnu s u s u s
n

ccccb b b
d d d

BD

b b b
d d d

− − −

−

− − −

 
 
 
 =
 
 
  

� � �                    (2.11) 

下面计算 ( )u su sBD BD− −− 的对角元素： 
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( )( )

2 2
11 12 21 1 1

1 1

21
21 12 22 2 2

2 2

21 2
1 1 2 2

u s u s

n
n n

u s u s

n
u su s n n

u s u s

n n n n nn
n n

ddb b b b b
d d

ddb b b b bdiag BD BD d d

d db b b b b
d d

− −

− −

− −−

− −

    
 + + +   
    
 

    
+ + +    =     

 
 
    

+ + +    
     

�

�

�

�

             (2.12) 

由于 B 是对称阵，因此 

( )( )1 1 12 2
0 0 0 0 0 0

1
d d d d d d

u s
n ns s su su s i

ij ij
i i j j

dTr BD BD u s b u s b u s
d

−

− −−

= ≠

 
= +   

 
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫           (2.13) 

其中第一项积分 
21 12 2

0 0 0 0
1 1 1

d d d d ,
2

n n ns s ii
ii ii

i i i

bb u s b u s
= = =

= =∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫                       (2.14) 

第二项积分 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 12 2
0 0 0

0

2
1

0

1
2

0

2
2

1d d d
log log

1 d
log log

11
log log log log

log log

− −

≠ ≠

−

≠

≠

≠

   
=       −   

 
= −   −  

   = −   − −  

= +
−

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∫

∑

∑

su s u s
n ns i i

ij ij
i j i jj j i j

s

ij i

i j ji j

s
ij j

i j ii j j i

ij
ij

i j ii j

d d
b u s b s

d d d d

b d
s

dd d

b d
dd d d d

b
b

d d ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2 2
2

2

2
2

1

log log

2

log log log log log log

2
0 .

log log

≠

< <

<

−

−

+ − 
 = + +
 − − − 

+ −

= +
−

∑

∑ ∑

∑

j

i

j
i j

j i

ij ji i j
ij

i j i ji j j i i j

j i

i j
ij

i j
i j

d
d

d d

d d
b b d d

b
d d d d d d

d d
d d

b
d d

  (2.15) 

综上可得 

( ) ( )
( ) ( )( )

2 2
2

0

2
1e .
2 log log

j i
n

i jA
ii ij

i i j
i j

d d
d d

Tr S n Tr A b b
d d

−

= <

+ −
= − −Λ + +

−
∑ ∑              (2.16) 
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因此Σ的似然函数可以改写为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )

2
1

2 22
2

0

2 222

0

, , 2 exp e
2

2
12 exp

2 2 log log

2
12 e exp

2 2 log log

mn
A

m

j i
mn n

i j
ii ij

i i j
i j

j i
mmn nTr A i j

ii ij
i i j

i

mL r r Tr A S

d d
d dm Tr A n Tr A b b
d d

d d
d dme b b
d d

α π

π

π

− −

−

= <

 − −  

= <

 = − + 
 

  
+ −  

  = − + − −Λ + +   −     

+ −
= − +

−

∑ ∑

∑ ∑

�

( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

2

2 22 2
2

0

2
12 exp .

2 2 log log

j

j i
mn m n

i j
ii ij

i i j
i j

d d
d dme det S b b
d d

π − −

= <

  
  
          
  

+ −  
  = − +   −     

∑ ∑

      (2.17) 

定义： 

( )
( ) ( )( )

( )

2

2

T*
11 21 1 12 22 2 1 2

, ,
2

,
, .

log log

, , , , , , , , , , , .,

i j

i j i j

n n n n nn

m i j

M m d d
i j

d d d d

Vec A a a a a a a a a a

 = 
  =  −
 ≠
 −  

=   � � � �

               (2.18) 

则Σ似然函数指数内部： 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )T2 2

2
0

2
1 1 ,

2 2 2log log

j i
n

i j
ii ij

i i j
i j

d d
d dm b b Vec B Vec B M
d d= <

 
+ − 

 − + = − 
−  

 

∑ ∑ �          (2.19) 

由 ( )TB E A E= −Λ ，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T T .Vec B Vec E A E E E Vec A E E α λ = −Λ = ⊗ −Λ = ⊗ −          (2.20) 

因此指数内部： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )( )( )

T T

TT T T T T

1 1
2 2

1 .
2

Vec B Vec B M Vec B diag Vec M Vec B

E E diag Vec M E Eα λ α λ

− = −

= − − ⊗ ⊗ −

�
          (2.21) 

令 ( ) ( )( )( )( ) 1TT T T T
−

= ⊗ ⊗Q E E diag Vec M E E ，则Σ的似然函数可以写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
2 2

1
1, , 2 exp .
2

mn m

mL r r e det S Qα π α λ α λ− −  = − − − 
 

�           (2.22) 
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注意这里的Q 不同于 Andrei 和 Hsu [3]中给出的结构，而是一种显示的表示。可以看到α 的近似似 

然函数是服从均值为 λ ，协方差矩阵为 1Q− 的多元正态分布，维数 ( )1 1
2

d m m= + ，根据这一函数形式我 

们可以给出协方差矩阵的共轭先验： 
( ), ~ , ,Nα θ θ∆ ∆                                (2.23) 

其中θ 与 ∆由历史数据获得。此外在许多实际情况下，专家对投资组合的协方差往往有强烈的意见[6]，
他们想用这些意见信息来确定他们的最优投资组合，这种信息可以是对个别资产的任何绝对或相对的意

见，数学形式表示为 q Pα= + ，因此投资者观点的分布为： 
( )~ , .q N Pµ α Ω                                (2.24) 

因此整个模型由以下 3 个分布表示： 
( )
( )
( )

1, , ~ ,

~ ,

~ ,

mr r N

N

q N P

µ

α θ

µ α

Σ Σ

∆

Ω

�

                            (2.25) 

3. 模型求解 

3.1. α|q 的联合先验 

首先将α 的先验分布与投资者观点分布联合得到α 新的先验分布： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 T 1

T 1

1, exp
2

01exp .
02

f q q P q P

cc
q P q P

α α θ α θ α α

α θ α θ
α α

− −

−

  ∝ − − ∆ − + − Ω −   
 − ∆ −      = −      − Ω −       

           (3.1) 

令
0

0
V

∆ 
=  Ω 

， b
q P
α θ

α
− 

=  − 
，则 ( ) T 11, exp

2
f q b V bα − ∝ − 

 
。考虑构建矩阵 A ，计算 b Ab′ = 和

TV AVA′ = ，得到新的分布 ( ) T 11, exp
2

f q Vα α α− ′ ′ ′∝ − 
 

来分隔α 与 q 。因此令 

( )( )

( )( ) ( )( )

11 T 1 T 1

1 11 1T 1 T 1 T 1 T 1

0

0

.

nn

k
k

n

k

II P P PA
P II

I P P P P P P P

P I

−− − −

− −− −− − − −

   − ∆ + Ω Ω =      
 − ∆ + Ω Ω − ∆ + Ω Ω =
 
 

           (3.2) 

由于 ( )( ) ( )( )11 1T 1 T 1
nI P P P P

−− −− −= ∆ + Ω ∆ + Ω ，有 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )

1 11 1 1T 1 T 1 T 1

1 11 1 1T 1 T 1 T 1

11 1T 1 T 1

.

1.

k

P P P P PA
P I

det A det P P P P P P

det P P P P

det I

− −− − −− − −

− −− − −− − −

−− −− −

 ∆ + Ω ∆ − ∆ + Ω Ω =
 
 

 = ∆ + Ω ∆ + ∆ + Ω Ω 
 

 = ∆ + Ω ∆ + Ω 
 

= =

           (3.3) 
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得到新的 b′与V ′： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

1 11 1 1T 1 T 1 T 1

11 1 1T 1 T 1 T 1

11 1T 1 T 1

'

,

b Ab A
q P

P P P P P q P

P P q P

P P P P P q

q P

P P P q

q P

q P

α θ
α

α θ α

α θ α

α θ

θ

α θ

θ

α α
θ

− −− − −− − −

−− − −− − −

−− −− −

− 
= =  − 
 ∆ + Ω ∆ − − ∆ + Ω Ω − =
 − + − 
  ∆ + Ω ∆ + Ω − ∆ − Ω  =  
 

−  
 − ∆ + Ω ∆ + Ω =
 − 
 −

=  − 

          (3.4) 

其中 ( )( ) ( )( )11 1T 1 T 1P P P qα θ
−− −− −= ∆ + Ω ∆ + Ω 。下面计算V ′： 

( )( ) ( )( )1 11 1T 1 T 1 T
T T.' P P P P PV AVA A

P

− −− −− − ∆ + Ω − ∆ + Ω = =
 ∆ Ω 

              (3.5) 

已知∆与Σ均为对称阵，因此 

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

11 1 T 1 T

111 T 1

1 11 1 1T 1 T 1 T 1

T

11 T 1

T

,

0

0

0 .
0

T

k

P P P
A

P P P I

P P P P P PV
P P

P P

P P

−− − −

−−− −

− −− − −− − −

−− −

 ∆ ∆ + Ω 
=  
 −Ω ∆ + Ω  
 ∆ + Ω ∆ + Ω ∆ + Ω ′ =
 Ω + ∆ 
 ∆ + Ω =
 Ω + ∆ 

        (3.6) 

可将α 与 q 的联合分布分离为： ( ) ( ) ( ),f q f q f qα α= ，得到α 基于投资者观点的新的先验： 

( )( )
( )( ) ( )( )

11 T 1

11 1T 1 T 1

~ , ,

.

q N P P

P P P q

α α

α θ

−− −

−− −− −

 ∆ + Ω 
 

= ∆ + Ω ∆ + Ω

                    (3.7) 

3.2. α的后验分布 

在上一节中我们得到了α 基于投资者观点的新的先验，结合第一部分α 的近似似然函数，我们可以

得到α 的后验分布密度函数 
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( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1

1

1

1

1

1

1T T 1 T 1

, , , ,
, , ,

, , ,

, , ,
, , ,

, , ,

, ,

1exp ,
2

m
m

m

m

m

m

m

P r r q
P r r q

P r r q

P r r q P q P
P r r q

P r r q P q

L r r P q

Q P P

α
α

α α α

α α

α α

α λ α λ α α α α
−− −

=

=

∝

=

  ∝ − − − + − ∆ + Ω −  
  

�
�

�

�

�

�

�

   (3.8) 

其中 ( )( ) ( )( )11 1T 1 T 1α θ
−− −− −= ∆ + Ω ∆ + ΩP P P q 。在进行下一步计算之前首先引入定理 3.1。 

定理 3.1. 对任意正定矩阵 p pA ×∈� ，半正定矩阵 p pB ×∈� 与 , pa b∈� 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
TT T T* * ,y a A y a y b B y b y y A B y y a b H a b− − + − − = − + − + − −  

其中 ( ) ( )1*y A B Aa Bb−= + + 且 ( ) 1H A A B B−= + ，若 B 为正定矩阵，则 ( ) 11 1H A B
−− −= + 。 

证明：以一元二次函数配方 ( )2 *ax bx c a x x d+ + = − + 为例，首先计算左式最小值点，对左式求导可

得 ( ) ( )2 2 0A y a B y b− + − = ， ( ) ( )1*y A B Aa Bb−= + + 。由于左右两式二次项系数相同，接下来只要验证

常数项是否相等。将 *y y= 代入左式可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T* * * *

T1 1 *

T1 1 *

T 1 1 1 1

T 1 1 1 1

− −

− −

− − − −

− − − −

− − + − −

 = + + − + + − 

 + + + − + + − 

= − + + − + − + + −

 = − + − + + + + + − 

T

y a A y a y b B y b

A B Aa Bb A B Aa Ba A y a

A B Aa Bb A B Ab Bb B y b

b a B A B A A B B b a a b A A B B A B A a b

a b A B A A B A A B B A A B B A B A a b

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T 1 1 1 1

T 1 1 1 1

T 1 1 1

T 1

T .

− − − −

− − − −

− − −

−

 = − + + + + − + − 
 = − + + + + − + − + − 
 = − + + + − + + − 

 = − + − 

= − −

a b A A B B A A B B A B A A A B B a b

a b A A B B A A B A B A A B A A A B B a b

a b A A B B A A B A A A B A B a b

a b A A B B a b

a b H a b

 

左右两式相等。当 B 为正定矩阵时： 

( ) ( ) ( ) 111 1 1 1 1 .
−−− − − − − = + = + = + H A A B B B A B A A B  

□ 
因此在定理 3.1 中代入 ( )( ) 11 1, , , ,Ty a b A P P B Qα α λ

−− −= = = = ∆ + Ω = ，可将α 的后验分布密度函数

改写为： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

1T 1 T 1
1

T 1* T 1 1 *

11T 1 T 1 1

1, , , exp
2

1exp
2

exp ,

T
mP r r q Q P P

P P Q

P P Q

α α λ α λ α α α α

α α α α

λ α λ α

−− −

− − −

−−− − −

  ∝ − − − + − ∆ + Ω −  
  

 = − − ∆ + Ω + − 
 
   ⋅ − ∆ + Ω + −     

�

   (3.9) 

其中 ( )( ) ( )( )1 1* T 1 T 1 1P P Q P P Q Qα α λ− −− − − = ∆ + Ω + ∆ + Ω + +  
。继而可以得到α 的后验分布参数： 

( )( ) 11* T 1 1~ , .N P P Qα α
−− − − ∆ + Ω + 

 
                       (3.10) 

因此 

( )( ) ( )( )
( )( )

1 1T 1 T 1 1

11 T 1 1 .

P P Q P P Q Q

P P Q

α λµ − −− − −

−− − −

 ∆ + Ω + ∆ + Ω + +  

Σ = ∆ + Ω +

=

�

�
，

              (3.11) 

4. 总结 

本文在传统 BL 分布模型的基础上，进一步深入探讨了协方差矩阵的估计问题，通过引入基于投资

者观点的协方差矩阵的对数先验分布，并运用贝叶斯方法，得到了协方差矩阵的后验参数估计，为实际

投资决策提供了有力的数据支持。 

参考文献 
[1] Markowitz, H.M. (1952) Portfolio Selection. The Journal of Finance, 7, 77-91.  

https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1952.tb01525.x 
[2] Black, F. and Litterman, R. (1992) Global Portfolio Optimization. Financial Analysts, 48, 28-43.  

https://doi.org/10.2469/faj.v48.n5.28 
[3] Andrei, M.S. and Hsu, J. (2020) A Bayesian Approach for Asset Allocation. International Journal of Statistics and Prob-

ability, 9,1-14. https://doi.org/10.5539/ijsp.v9n4p1 
[4] Leonard, T. and Hsu, J. (1992) Bayesian Inference for a Covariance Matrix. The Annals of Statistics, 20, 1669-1696.  

https://doi.org/10.1214/aos/1176348885 
[5] Bellman, R. (1997) Introduction to Matrix Analysis. Society for Industrial and Applied Mathematics.  

https://doi.org/10.1137/1.9781611971170 
[6] Satchell, S. and Scowcorft, A. (2007) A Demystification of the Black-Litterman Model: Managing Quantitative and 

Traditional Portfolio Construction. Forecasting Expected Returns in the Financial Markets, 39-53.  
https://doi.org/10.1016/B978-075068321-0.50004-2 
 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.145202
https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1952.tb01525.x
https://doi.org/10.2469/faj.v48.n5.28
https://doi.org/10.5539/ijsp.v9n4p1
https://doi.org/10.1214/aos/1176348885
https://doi.org/10.1137/1.9781611971170
https://doi.org/10.1016/B978-075068321-0.50004-2

	基于对数先验的协方差矩阵的参数估计
	摘  要
	关键词
	Parameter Estimation of Covariance Matrix Based on Logarithmic Priors
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 模型建立
	3. 模型求解
	3.1. α|q的联合先验
	3.2. α的后验分布

	4. 总结
	参考文献

