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摘  要 

以离散耦合复杂网络系统为研究对象，当系统遭受突然变化时，设计脉冲控制器，在控制器中添加时滞

项和饱和两个约束条件，采用凸包分析法处理饱和项，并基于Lyapunov稳定性理论进一步推导出此系统

在脉冲控制下的指数稳定性判据。最后，选择包含两个状态节点的系统进行数值仿真。对于原系统不稳

定的情况，施加脉冲控制，而在原系统稳定的情况下，施加脉冲扰动，以验证所得稳定性判据的准确性

与有效性。 
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Abstract 
Taking discrete coupled complex network system as the research object, when the system is sub-
jected to sudden changes, a pulse controller is designed, two constraints of delay term and satura-
tion term are added to the controller, and the saturation term is processed by convex hull analysis 
method. Then, Lyapunov stability theory is employed to further derive the criterion for the stabil-
ity of discrete-time coupled complex network systems under impulsive control. Finally, systems 
comprising two state nodes are selected for numerical simulation. For the case where the original 
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system is unstable, impulsive control is applied, and for the case where the original system is sta-
ble, impulsive disturbances are applied to validate the effectiveness of the stability results ob-
tained. 
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1. 引言 

近年来，各种领域的学者对复杂网络的研究表现出浓厚的兴趣，包括社会学、生物学和物理学等。

在我们日常生活中，存在着很多复杂系统，大多可抽象为复杂网络的形式，如社交网络，交通网络和金

融网络等。这些网络通常由大量的节点和复杂的连接关系组成，其中，节点之间通过各种方式相互耦合，

这种耦合关系可能导致网络系统出现复杂的动力学行为，如Internet网络发生数据堵塞[1]、交通网络故障

[2]和谣言传播等。因此，对于复杂网络的构成和动态特性有必要进行深度的分析与研究。由于网络系统

的稳定性是保证其能够正常运行的前提，因此动态特性中最重要的特性是它的稳定性。通过研究网络系

统的稳定性，可以揭示系统在外部干扰下的恢复能力以及信息传播的效率等重要特性。 
然而，依据熵增定律，事物在没有施加任何形式限制的情况下总会走向无序的发展，这是一个熵增

的复杂过程。为了实现稳定性，需要运用控制理论来设计控制器，这样可以在该控制器的帮助下，确保

网络在遭受外部干扰时能够保持预期的同步稳定状态。为了应对这个问题，多种有效的控制方法已经被

提出了。比如，牵引控制[3]、脉冲控制[4]、滑模控制[5]和间歇控制[6]等。合理使用这些控制方法的确可

以提高系统的性能，但这些方法有利有弊。 
在实际控制系统的应用场景中，多种不同因素经常会对系统的稳定性造成干扰和影响。例如外界环

境、负载情况以及系统自身特性等。脉冲不仅是众多影响因素中的一个，而且在我们的日常生活中也是

一个普遍的现象。例如，收音机或者发射器在受到强干扰后发生信号短暂接收异常，交通网络突然瘫痪，

这些状态在短时间内发生变化的现象，都可以通过脉冲来刻画。包含这些脉冲行为的系统被普遍称作脉

冲系统，常采用脉冲微分方程来构建脉冲系统的数学模型，接着设计一个满足要求的脉冲控制器，从而

确保整个系统能够成功实现预设目的。脉冲控制还具有低成本、高效率、可靠性强的优点，已被广泛应

用于多个领域[7]。 
在过去的几十年来，对于具有状态约束的连续时间系统，施加脉冲控制，研究系统稳定性的成果很

多。Liu 等人[8]利用脉冲微分方程稳定性理论和 Laplacian 矩阵特征，研究一类具有输入饱和的 Lipschitz
非线性多智能体系统的指数一致性。Li 等人[9]基于时变动力网络系统，提出了两种状态约束脉冲控制方

案，包括完全状态约束和部分状态约束，以解决系统的指数稳定性问题。Xie 等人[10]在饱和脉冲输入的

条件下，用 Lyapunov 函数，得到神经网络稳定性的充分条件。周金连等人[11]针对竞争网络，采用脉冲

控制，推导多智能体系统一致性的充分条件。谢巧玲等人[12]针对时滞动力系统且具有逻辑选择的脉冲效

应，利用半张量积和脉冲微分不等式，研究该系统的全局指数稳定性。 
不过，在特定的应用场景里，解决一些较为复杂问题的需求常常需要依赖于离散脉冲控制系统。例
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如，在采样控制装置，数值分析及有限元数学这类学术领域中，研究者大多利用离散控制系统来推进与

之相关的研究工作。连续系统所使用的研究方法往往不适应离散型的系统了，针对离散脉冲控制系统进

行深入研究以及分析变得尤为重要。而目前研究成果中将具有约束条件的脉冲控制器应用到离散系统以

及复杂网络稳定分析问题的还比较少。而执行器饱和现象作为常见的一种非线性约束限制，对系统产生

的影响是不可忽略的。同时，时滞对系统的影响也是不能忽略的。因此，为了更好的研究实际控制系统

的稳定性，在脉冲控制器中引入时滞和执行器饱和，研究离散系统的稳定控制问题，具有重要的意义，

也更加符合实际应用的背景。 
本文以离散耦合复杂网络系统为研究对象。首先，采用 Kronecker (克罗内克)积将复杂网络模型的状

态方程的形式简化；其次，设计脉冲控制器，在控制器中添加时滞项和饱和两个约束条件，采用凸包分

析法处理饱和函数项；然后，基于 Lyapunov 稳定性理论对该系统遭受突变时的稳定性进行了分析；最后，

在仿真部分验证了理论结果的正确性。为离散耦合复杂网络系统全状态约束控制问题的稳定性求解提供

了可行方法。 

2. 模型描述和准备 

在一个由N个同质节点构建的离散耦合复杂网络的情境下，每一节点实际上构成了一个n维的动态系统， 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

1
N

i i i ij j
j j i

x k x k q x k p d x k
= ≠

+ = + + ∑A B Γ                       (1) 

式中： ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , ,i i i inx k x k x k x k=  表示第i个节点在时刻k的状态， 1,2, ,i N=  ， k∈N ； A表示连

接矩阵； ( )q  是满足适当条件的非线性向量值函数， n n×∈B R 是权重矩阵； ( )1 2, , , ndiag α α α= Γ 是两节

点间的内耦合矩阵；p是耦合强度； { }ijd=D 为耦合配置矩阵，其中 ijd 的定义为：  

( )0, ,
0, ,

ij ji

ij

d d i j i j
d i j

= > ≠
 =

有

之 接

节点 之间 连接

节点 间无连
                         (2) 

且
1,

N

ii ij
j j i

d d
= ≠

= − ∑ 。 

将式(1)转化为Kronecker积形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 N Nx k x k q x k p x k+ = ⊗ + ⊗ + ⊗I A I B D Γ                  (3) 

传统控制输入是任意的，无约束的。事实上，在实际工程系统中，存在着人为或物理的约束。此外，

工业控制过程中，常见的是具有不同程度的滞后性的系统，具有延迟特性的控制系统的控制难度，随着

滞后程度的增加而增加。因此，有必要考虑控制过程中的时间延迟。 

为研究系统(3)的稳定性，构造(3)的由时间序列 ( )( ){ },m kk I x  给出的时滞脉冲控制律，并满足

0 1 10 m mk k k k +< < < < < < ，且 lim mm
k

→∞
= +∞。 ( )kI  表示在脉冲时刻 mk ， m +∈N 处的控制输入。其工

作原理如图1所示。时滞 ( )kτ +∈Z ，假设 ( ) 1m mk k kτ −< − 。根据延时脉冲控制系统的原理图，脉冲控制系 

统的状态满足下式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
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式中： ( )x k 表示k时刻的状态； ( )y k 是输出状态； ( )0x k 为初始条件。 
 

 
Figure 1. Delay pulse control figure 
图 1. 时滞脉冲控制图 

 
令 ( )( ) ( )g x k x k= ，在系统中输入饱和时滞脉冲，表达式如下： 

( ) ( )( ) ( )( )
1

i i m
k

U k Sat u x k k kδ τ
∞

=

= − −∑                            (5) 

式中： ( )Sat 为饱和函数； ( )δ 为狄拉克函数； ( ) Zmτ +∈ 是脉冲时滞； 1, ,i n= ；假定 ( ) ( )Si i iu x x x= ，

定义 ( )T
1 2, , ,S S S S ndiag= 。 

对于控制输入，在脉冲时刻 mk k= 时，设计并选取反馈控制律为： ( ) ( )( ) ( )( )Sm i iI k k x k kτ τ= − − 。

因此在时刻 mk 对应状态描述为： ( ) ( ) ( )( ) ( )i m i m i m ix k x k x k k U kτ∆ = − − = 。 

基于此，得到具有时滞脉冲饱和的离散耦合复杂网络系统模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )
( )0 0

1 , 1

,

I A I B D

S

ΓN N m

m m m m

x k x k q x k p x k k k

x k x k k Sat x k k k k

x k x

τ τ

 + = ⊗ + ⊗ + ⊗ ≠ −
  = − + − =  


=

            (6) 

假设 存在非负常数 ( )1,2, ,iL i N= ，能够使得 ( )( ) ( )i i iq x k L x k≤ ，且令 { }1 2max , , ,q NL L L L= 。 

定义1 [13] 如果存在常数 1η > ， 0γ > 使得 ( ) 0 e kx k x γη −≤ ， 0k ≥ ，则系统(1)的零解是指数稳定

的。 
引理1 [14] 2M M∈ 是一个 ( )1N N− × 维矩阵，D 是一个 N N× 维矩阵，存在一个 ( )1N N× − 维矩阵

J 使得 1MD D M= ，其中 1D MDJ= 。此外， Γ是 n n× 维常数矩阵，当 1 1D D Γ = ⊗ ， 1M M In= ⊗ 时，

0D D Γ= ⊗ ， 1 0 1 1M D D M= 成立。同理， 0I B BN ⊗ = ， 1 0 1I B BN − ⊗ = ， 0I A AN ⊗ = ， 1 0 1I A AN − ⊗ = 。 

定义2 [14] 对于一组点 1 2, , ,

mu u u ，这些点构成的凸包如下： 

[ ]{ }
1 1

: 1, : : 1, 0
m m

i i
i i i

i i
co u i m v u v v

= =

 ∈ = = ≥ 
 
∑ ∑                          (7) 

引理2 [14] 设 1 2 1, , , , R

m mu u u u ∈ ， 1 2 2, , , , R

n mv v v v ∈ ，若 [ ]{ }: 1,iu co u i m∈ ∈ ， [ ]{ }: 1,jv co u j n∈ ∈ ，

则可得到： 
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引理3 [14] 令 , Rmu v∈ ， ( )T
1 2, , , mv v v v= ， ( )T

1 2, , , mu u u u= ，对∀ [ ]1,i m∈ ，都有 1iv ≤ ，则： 

( ) { }{ }: 1,2, ,2

m
i iSat u co D u D v i−∈ + ∈                            (9) 

其中 ( )Sat u 为饱和函数，D 是一个集合，包含了由 2m 个m m× 维对角元素为 1 或 0 的对角矩阵。当 2m = 时， 
0 0 1 0 0 0 1 0

, , ,
0 0 0 0 0 1 0 1

D
         =         
         

                          (10) 

假设有两个反馈矩阵 , Rm nG H ×∈ 且 1Hx
∞
≤ ，由引理3可得到 

( ) { }{ }: 1,2, ,2

m
i iSat Gx co D Gx D Hx i−∈ + ∈ ，即存在 [ ]0,1iv ∈ ，且

2

1
1

m

i
i

v
=

=∑ ，使 

( ) ( )
2

1

m

i i i
i

Sat Gx v D G D H x−

=

= +∑ 。 

引理4 [15] 对 0ε∀ > ， Rna∈ ， Rnb∈ ，不等式 T T 1 T2a b a a b bε ε −≤ + 成立。 
引理5 [16] 离散时间非线性时不变系统状态方程为： ( ) ( )( )1x k f x k+ = 若存在一个相对于离散状态

( )x k 的标量函数 ( )( )V x k ，使对任意 ( ) Rnx k ∈ 满足： 

1) ( )( )V x k 正定； 

2) ( )( ) ( )( ) ( )( )1V x k V x k V x k∆ = + − ， ( )( ) 0V x k∆ < 或 ( )( ) 0V x k∆ ≤ 的情况下，当 0 0x ≠ 时，对任

意 0t ，在 0t t≥ 时 ( )( )V x k∆ 不恒为零，称系统在原点处渐进稳定；若同时满足当 x →∞， ( )( )V x k →∞

时，系统大范围渐进稳定； 
3) ( )( ) 0V x k∆ > ， ( )( ) 0V x k > 时，则系统不稳定。 

3. 稳定性判据 

在这一节中，将针对系统(6)，导出指数稳定准则。结合引理 1，系统(6)可改写成如下形式：  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )
( )

0 0 0

0 0

1 , 1

,

A B D

S
m

m m m m

x k x k q x k p x k k k

x k x k k Sat x k k k k

x k x

τ τ

 + = + + ≠ −
  = − + − =  


=

                    (11) 

本节采用凸包分析法来处理饱和项，基于此，分别导出系统中脉冲效应为脉冲控制和脉冲扰动情况

下的指数稳定准则。 

令 ( ) { }: 1, 1,2, ,H HR 

n
jv v j nΟ = ∈ ≤ = ，其中 H Rn n×∈ 为常数矩阵，根据引理3可知，若 

( ) ( )0 Hx k ∈Ο ，则存在常数 [ ]0,1iw ∈ ，
2

1
1

n

i
i

w
=

=∑ ， 1,2, ,2

ni = ，使得： 

( )( )( ) ( ) ( )( )
2

1
S S H

m

m i i i m
i

Sat x k k w K K x k kτ τ−

=

− = + −∑                     (12) 

此时，系统重新描述为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

0 0 0 1

2

1

0 0

1 , ,

, ,

A B D

I S H N
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3.1. 具有时滞的脉冲控制下稳定性判据 

定理1 假定脉冲间隔 { }1max , Nm mk k m ε+
−− ∈ ≤ ，假设存在一个函数 ( )( )V x k 及 0 1α< < ， Zε +∈ ，

( ){ }inf
Nm

kτ τ+∈
= 令 1M M In= ⊗ ， 1 2M M∈ ，且给定 n n× 维矩阵 S 和 H ，使得以下条件成立： 

1) ( )
22 22

1 1 12 1A B Dqp L pω  = + + + >  
； 

2) ( )
2 TT T

1 1 1 1
1

T
1 1

0
*

M M I S H M M

M M

m

i i i
i

w K Kα −

=

 
− + +  ≤ 
 − 

∑ ； 

则在控制器饱和与时滞脉冲两个约束条件下，离散耦合复杂网络系统(13)是指数稳定的且当 

1Hx
∞
≤ ，收敛速率为

ln lnln

2

τ ω αω
ε
−

− +
。 

证明 考虑 Lyapunov 函数： 

( )( ) ( ) ( )T T
1 1M MV x k x k x k=                               (14) 

为方便起见，令 ( ) ( )( )V k V x k= 。 

情况一：当 1mk k≠ − 时， [ ]1, 1m mk k k−∈ − ， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

T T T T
1 1 1 1

T T
0 0 0 1 1

T T
0 0 0 1 1

1

1 1

 

M M M M

A B D M M

A B D M M

V V k V k

x k x k x k x k

x k q x k p x k

x k q x k p x k x k x k

∆ = + −

= + + −

 = + + 
 ⋅ + + − 

                 (15) 

所以， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

T T T T T T
0 1 1 0 0 1 1 0

2 T T T T T T
0 1 1 0 0 1 1 0

T T T T T T
0 1 1 0 0 1 1 0

T T
1 1

 2

 2 2

 

A M M A B M M B

D M M D A M M B

A M M D D M M B

M M

V x k x k q x k q x k

p x k x k x k q x k

px k x k px k q x k

x k x k

∆ = +

+ +

+ +

−

               (16) 

由引理 4.1 知： 1 0 1 1M A A M= ，故得下式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

T T T T T T
0 1 1 0 1 1 1 1

2
1

A M M A M A A M

A

x k x k x k x k

V k

=

≤
                      (17) 

由引理 4.1 知： 1 0 1 1= M D D M ，故得下式： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 T T T 2 T T T
0 1 1 0 1 1 1 1

22
1

D M M D M D D M

D

 



p x k x k p x k x k

p V k

=

≤
                    (18) 

由假设和引理 4.1 知： 1 0 1 1M B B M= ，故得下式： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

T T T T T T
0 1 1 0 1 1 1 1

22
1

B M M B M B B M

Bq

q x k q x k q x k q x k

L V k

=

≤
                 (19) 
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利用引理 4.2，可得式(16)第四项： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T T
0 1 1 0

T
1 0 1 0

TT
1 0 1 0 1 0 1 0

T T T T T T
0 1 1 0 0 1 1 0

2

2

A M M B

M A M B

M A M A M B M B

A M M A B M M B

x k q x k

x k q x k

x k x k q x k q x k

x k x k q x k q x k

=   

≤ +  

= +

                 (20) 

所以， 

( ) ( )( ) ( )2 2T T T 2
0 1 1 0 1 12 A M M B A Bqx k q x k L V k ≤ +                      (21) 

同理，式(16)第五项： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T T
0 1 1 0

T
1 0 1 0

T T
1 0 1 0 1 0 1 0

T T T T T T
0 1 1 0 0 1 1 0

2

2

A M M D

M A M D

M A M A M D M D

A M M A D M M D

px k x k

p x k x k

p x k x k p x k x k

px k x k px k x k

=   

≤ +  
= +

                   (22) 

所以， 

( ) ( ) ( )
22T T T

0 1 1 0 1 12 A M M D A Dpx k x k p V k ≤ +  
                      (23) 

同理，式(16)第六项： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T T
0 1 1 0

T
1 0 1 0

TT
1 0 1 0 1 0 1 0

T T T T T T
0 1 1 0 0 1 1 0

2

2

D M M B

M D M B

M D M D M B M B

D M M D B M M B

px k q x k

p x k q x k

p x k x k p q x k q x k

px k x k pq x k q x k

=   

≤ +  

= +

                (24) 

所以， 

( ) ( )( ) ( )
2 2T T T 2

0 1 1 0 1 12 D M M B D B

qpx k q x k p L V k ≤ +  
                   (25) 

由式(17)~(25)可得： 

( ){ } ( )
22 22

1 1 12 1A B DqV p L p V k ∆ ≤ + + + −  
                      (26) 

所以令 ( )
22 22

1 1 12 A B Dqp L pω  = + + +  
，故： 

( ) ( )1V V kω∆ ≤ −                                   (27) 

故 1mk k≠ − 时，由定理条件 1)可知： 

( ) ( )1V k V kω+ ≤                                   (28) 

情况二：当脉冲时刻发生，即 mk k= ， Nm +∈ 时，结合凸分析法，由定理条件 2)可得： 
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( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

T T
1 1

T
2

T

1

2
T
1 1

1

T T
1 1

 

M M

I S H

M M I S H

M M

m

m

m m m

m i i i
i

i i i m
i

m m

V k x k x k

x k k w K K

w K K x k k

x k k x k k

τ

τ

α τ τ

−

=

−

=

=

 
= − + + 

  
 

⋅ + + − 
  

≤ − −

∑

∑
                   (29) 

所以当 mk k= 时， ( ) ( )( )m mV k V k kα τ≤ − 。 

综上，
( ) ( )
( ) ( )( )

1 , 1

,
m

m m m

V k V k k k

V k V k k k k

ω

α τ

 + ≤ ≠ −


≤ − =
。 

由数学归纳法可知当 [ )1,m mk k k−∈ ， Nm +∈ 时，下式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0k mmV k Vτ τ τα ω − − − −≤                             (30) 

令 ( ) 1m mk k kτ −< − 且 ( ){ }inf
m

kτ τ+∈
= ，则， 

( ) ( )0m k mV k Vτα ω −≤                                  (31) 

式(31)左右两边同时取对数得： 

( )( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( )

ln ln 0

1ln 0

ln ln ln ln 0

ln ln ln ln 0

m k m

m
m k

V k V

V

m k m V

m k V

τ

τ

α ω

α ω
ω

α ω τ ω

α τ ω ω

−≤

 
=  

 
= + − +

= − + +

                       (32) 

注意到当 [ ]11,m mk k k +∈ + 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 0 1m m m m mk k k k k k k k k k m ε+ + −< = − + − + + − + − ≤ +             (33) 

所以， 

1km
ε

≥ −                                       (34) 

又因 1ω > ， 0 1α< < ， ln ln 0α τ ω− < ，继而， 

( ) ( )ln ln 1 ln lnkm α τ ω α τ ω
ε

 − ≤ − − 
 

                         (35) 

故对 [ ]11,m mk k k +∈ + ， Nm +∈ ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ln 1 ln ln ln ln 0

ln ln ln ln 0
ln

kV k k V

k V

α τ ω ω
ε
α ε τ ω α

ε τ ω

 ≤ − − + + 
 

+ −
= − +

                     (36) 

所以： 

( ) ( )ln lnexp ln 0V k k V
τω τ ω αω
α ε

 −  ≤ − − +    
                      (37) 
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根据式(14)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2T T
min 1 1 max 1 1M M M Mx k V k x kλ λ≤ ≤                     (38) 

故： 

( ) ( ) 2T
max 1 1 00 M MV xλ≤                                (39) 

代入式(37)中得： 

( ) ( ) 2T
max 1 1 0

ln lnexp ln M MV k k x
τω τ ω αω λ
α ε

 −  ≤ − − +  
  

                 (40) 

所以： 

( )
( )
( )

T
max 1 1

0T
min 1 1

ln lnln
exp

2

M M

M M
x k x k

τ
τ ω αωλ ω ε

λ α

 −  − +  
≤ −  

      

                (41) 

故当
( )
( )

T
max 1 1

T
min 1 1

M M

M M

τλ ω
η

λ α
= ，

ln lnln

2

τ ω αω
εγ

−
− +

= ，满足定义 1，结论成立，证毕。 

由定理 1 知，当原系统可能不稳定时，加入脉冲控制可使不稳定的离散耦合复杂网络系统在满足一

些条件下达到指数稳定。 

3.2. 具有时滞的脉冲扰动下稳定性判据 

定理2 假定脉冲间隔 { }1min , Nm mk k m ϕ+
−− ∈ ≥ ，假设存在一个函数 ( )( )V x k 及 1α > ， Zϕ +∈ ，

( ){ }inf
Nm

kτ τ+∈
= ，令 0M M In= ⊗ ， 0 2M M∈ ，且给定 n n× 维矩阵 S 和 H ，使得如下条件成立：  

1) ( ) ( )
22 22

1 1 12 0,1A B Dqp L pω  = + + + ∈  
； 

2) ( )
2 TT T

0 0 0 0
1

T
0 0

0
*

M M I S H M M

M M

m

i i i
i

w K Kα −

=

 
− + +  ≤ 
 − 

∑ ； 

则在控制器饱和与时滞脉冲两个约束条件下，离散耦合复杂网络系统(13)是指数稳定的，当 

1Hx
∞
≤ ，收敛速率为

ln lnln

2

τ ω αω
ϕ
−

− +
。 

证明 设 Lyapunov 函数为： 

( )( ) ( ) ( )T T
0 0M MV x k x k x k=                               (42) 

为方便起见，令 ( )( ) ( )V x k V k= 。 

情况一：当 1mk k≠ − 时， [ ]1, 1m mk k k−∈ − 时，由定理 1 知 ( ) ( )1V V kω∆ ≤ − 仍成立，其中 

( )
22 22

1 1 12 A B Dqp L pω  = + + +  
。 

情况二：当 mk k= ， Nm +∈ 时，由定理 1 知 ( ) ( )( )m mV k V k mα τ≤ − 仍成立， 
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综上，
( ) ( )
( ) ( )( )

1 , 1

,
m

m m m

V k V k k k

V k V k k k k

ω

α τ

 + ≤ ≠ −


≤ − =
。 

由定理 1 知，不等式 ( )( ) ( ) ( )ln ln ln ln ln 0V k m k Vα τ ω ω≤ − + + 依然成立， 

注意到当 [ ]11,m mk k k +∈ + 时， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 0m m m m mk k k k k k k k k k mϕ− − −≥ = − + − + + − + − ≥                (43) 

所以： 

km
ϕ

≤                                        (44) 

又因为 0 1ω< < ， 1α > ， ln ln 0α τ ω− > ，继而， 

( ) ( )ln ln ln lnkm α τ ω α τ ω
ϕ

− ≤ −                            (45) 

故对 [ ]11,m mk k k +∈ + ， Nm +∈ 时， 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

ln ln ln ln ln 0

ln ln ln ln 0

V k m k V

k k V

α τ ω ω

α τ ω ω
ϕ

≤ − + +

≤ − + +
                        (46) 

所以： 

( ) ( )ln lnexp ln 0V k k Vτ ω αω
ϕ

  −
≤ − − +  

  
                        (47) 

根据式(42)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2T T
min 0 0 max 0 0M M M Mx k V k x kλ λ≤ ≤                      (48) 

故： 

( ) ( ) 2T
max 0 0 00 M MV xλ≤                                 (49) 

代入式(47)中得： 

( ) ( ) 2T
max 0 0 0

ln lnexp ln M MV k k xτ ω αω λ
ϕ

  −
≤ − − +  

  
                  (50) 

所以： 

( )
( )
( )

T
max 0 0

0T
min 0 0

ln lnln
exp

2

M M

M M
x k x k

τ ω αωλ ϕ
λ

 −  − +  
  ≤ −
  

    

                 (51) 

故当
( )
( )

T
max 0 0

T
min 0 0

M M

M M

λ
η

λ
= ，

ln lnln

2

τ ω αω
ϕγ

−
− +

= 时，满足定义 1，证毕。 

由定理 2 知，当原系统可能稳定时，加入脉冲控制可能会破坏系统稳定性，需离散耦合复杂网络系

统满足一定条件时仍然达到指数稳定。 
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4. 数值仿真 

在本节中，利用两个由两个节点组成离散复杂网络实例来证明先前得出的结论是准确且有效的，其

中每个节点都构成一个一维的动态系统。 

4.1. 针对原系统不稳定的情况举例分析 

考虑由两个节点组成的系统。 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 01 A B Dx k x k q x k p x k+ = + +                          (52) 

式中： 0

0.5
0.3

X  
=  − 

， 0

0.8 0.2
0.3 0.9

A  
=  
 

， 0

0.5 0
0 0.5

B  
=  
 

， 0

0.3 0.4
0.2 0.1

D
− 

=  − 
。 

假设非线性向量值函数为： ( )( ) ( )( )tanhq x k x k= ， 1,2, ,k N= ，显然， ( )( )q x k 满足假设且 1qL = 。 

给定 0.5p = ， 1Γ = ， ( )1 1, 1M = − ， ( )T1,0J = ，因此，可以计算出
2

1 1.224A = ，
2

1 0.291D = ，

2
1 0.25B = ，继而可得： ( )

22 22
1 1 12 3.53 1A B Dqp L pω  = + + + = >  

。 

接着设计脉冲控制器函数为： ( ) ( ) ( )( )S mU k Sat x k k kδ= − 。选取： 

0.5 0
0 0.5

S
− 

=  − 
, 

0.2 0
0 0.2

H  
=  
 

; 

1

0 0
0 0

K  
=  
 

, 2

1 0
0 0

K  
=  
 

, 3

0 0
0 1

K  
=  
 

, 4

1 0
0 1

K  
=  
 

; 

1 0.1ω = , 2 0.2ω = , 3 0.3ω = , 4 0.4ω = ; 

因此： ( ) ( )
T

2 2

1 1
0.7084I S H I S H I

m m

i i i i i i
i i

w K K w K K− −

= =

   
+ + + + ≤   

      
∑ ∑ 满足( 0 1α< < )。 

因为
ln ln 1.28

ln
τ ω α

ω
−

= ，所以当 { }1max , 1.28Nm mk k m +
−− ∈ ≤ 时，系统是指数稳定的。 

在图 2 中依次表示了系统(52)的状态向量 ( )x k 没有受到控制，脉冲间隔 1 1m mk k −− = 时和 1 3m mk k −− =

时的演化轨迹图。可以发现，未加控制时，原系统本身不稳定，当 1 1 1.28m mk k −− = < 满足定理 1 的条件

2)时，系统在脉冲控制下稳定；而在 1 3 1.28m mk k −− = > 时，系统在控制下不稳定。 
 

 
Figure 2. Evolution trajectory figure of the system under different controls 
图 2. 系统在不同控制下的演化轨迹图 
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4.2. 针对原系统稳定的情况举例分析 

考虑由两个节点组成的系统。 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 01 A B Dx k x k q x k p x k+ = + +                          (53) 

式中： 0

0.5
0.3

X  
=  − 

， 0

0.5 0
0 0.5

A  
=  
 

， 0

0.4 0
0 0.4

B  
=  
 

， 0

0.5 0.7
0.3 0.2

D
− 

=  − 
。 

假设非线性向量值函数为： ( )( ) ( )( )0.5 tanhq x k x k= ， 1,2, ,k N= ，显然， ( )( )q x k 满足假设且

0.5qL = 。 

给定 0.05p = ， 1Γ = ， ( )0 1, 1M = − ， ( )T1,0J = ，因此，可以计算出
2

1 0.25A = ，
2

1 0.85D = ，

2
1 0.16B = ，继而可得： ( )

22 22
1 1 12 0.76 1A B Dqp L pω  = + + + = <  

。 

接着设计脉冲控制器函数为： ( ) ( ) ( )( )S mU k Sat x k k kδ= − 。选取： 

0.1 0
0 0.1

S  
=  
 

, 
0.05 0

=
0 0.05

H  
 
 

; 

1

0 0
0 0

K  
=  
 

, 2

1 0
0 0

K  
=  
 

, 3

0 0
0 1

K  
=  
 

, 4

1 0
0 1

K  
=  
 

; 

1 0.4ω = , 2 0.3ω = , 3 0.2ω = , 4 0.1ω = ; 

因此： ( ) ( )
T

2 2

1 1
1.1449I S H I S H I

m m

i i i i i i
i i

w K K w K K− −

= =

   
+ + + + ≤   

      
∑ ∑ 满足( 1α > )。 

因为
ln ln 1.62

ln
τ ω α

ω
−

= ，所以当 { }1min , 1.62Nm mk k m +
−− ∈ ≥ 时，系统是指数稳定的。 

在图 3 中依次表示了系统(53)的状态向量 ( )x k 没有受到控制，脉冲间隔 1 1m mk k −− = 时和 1 3m mk k −− =

时的演化轨迹图。可以发现，未加控制时，原系统本身稳定，当 1 3 1.62m mk k −− = > 满足定理 2 的条件 2)
时，系统在脉冲扰动下稳定；而在 1 1 1.62m mk k −− = < 时，系统在控制下不稳定。 
 

 
Figure 3. Evolution trajectory diagram of the system under different controls 
图 3. 系统在不同控制下的演化轨迹图 

5. 结语 

基于 Lyapunov 稳定性理论设计脉冲控制器，在控制器中添加时滞项和饱和两个约束条件，采用凸包
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分析法处理脉冲饱和控制器中的饱和项，得到了此系统在状态突变时的指数稳定性判据。最后，通过数

值模拟实验，验证了具有时滞饱和脉冲输入的离散复杂网络，当施加脉冲控制或扰动效应时，在满足定

理条件下，系统满足指数型的稳定性判据。不久的将来，将考虑把饱和时滞脉冲控制引入到不同的系统

中，对系统同步性等进行分析。 
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