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摘  要 

数值求解具有间断系数的波动方程在实际工程中有着非常广泛的应用。本文针对具有间断系数的波动方

程，提出一种基于界面非拟合网格的浸入有限元方法。该方法具有无需人为调整罚参数的优点。本文给

了一系列数值试验，实验结果验证了该方法的有效性。 
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Abstract 
The numerical solution of wave equation with discontinuous coefficient is widely used in practical 
engineering. In this paper, an immersed finite element method based on interface unfitted meshes 
is proposed for wave equations with discontinuous coefficients. This method has the advantage of 
not needing to adjust penalty parameters artificially. In this paper, a series of numerical experi-
ments are given, and the experimental results verify the effectiveness of the method. 
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1. 引言 

波动方程用来描述各种波动现象，在科学和工程学中有重要应用。在实际问题中，所考虑的计算区

域通常由许多不同介质组成，波在不同介质中的传播系数不同，在介质的交界面上需要满足一定的界面

条件，这便产生了界面问题。具有间断系数的波动方程模拟了波在充满不同均匀介质的界面上的传播，

该问题可以用来研究声波在地球上的传播，在不同地质材料的界面处，材料性质会发生突然变化，具有

间断系数的波动方程可以用作地球地震建模的简化模型[1]。还有许多应用包括声学透镜或波导的研究、

海洋声学的研究，以及超声波成像问题等。求解具有间断系数的波动方程，不仅需要考虑通常的初始条

件和边界条件，还需要考虑界面上满足的跳跃条件，这使得方程的解析求解十分困难，因此设计一个快

速有效的数值求解方法对于解决实际界面问题非常重要。 
求解界面问题的一种传统的做法是采用界面拟合网格离散[2]，但该方法在应用中通常会受到限制，

即网格中的每一个单元必须包含在一种介质中，任何一个单元都不能有界面从中穿过。这使得该方法在

处理移动界面时需要多次重新划分网格，这大大的增加了存储空间和计算量。为了克服这样的缺点，学

者们提出了一些与界面无关的非拟合网格数值计算方法，浸入有限元方法就是其中之一[3]。 
浸入有限元方法通过在界面单元上根据界面跳跃条件设计分片多项式，在非界面单元上使用标准的

多项式有限元函数来解决非拟合网格上的界面问题。该方法已应用于求解椭圆型问题[4] [5]、抛物型问题

[4]以及双曲型问题[6] [7]等。由于浸入有限元空间在与界面相交的边上不连续，因此数值格式会产生相

容误差，从而得不到最优收敛性。为了克服这一缺点，Lin 等人在浸入有限元方法中引入了部分惩罚思想，

在界面边上添加了惩罚项，提出了部分惩罚浸入有限元方法[4]。然而该方法在计算时需要人为选择足够

大的罚参数来保证方法的稳定性，针对这一缺陷，Ji 等人提出了改进的部分罚浸入有限元方法[5]。该方

法通过构造提升算子来保证方法的稳定性，从而避免了人为选取罚参数的麻烦。 
本文采用改进的无需罚参数的部分罚浸入有限元方法研究了具有间断系数的波动方程，提出了时间

二阶精度的全离散数值格式，接着，通过一系列算例，验证了该方法的有效性。 

2. 模型问题 

设Ω是 2R 中的一个有界域，光滑曲线 Γ ⊂ Ω将Ω分为 −Ω 和 +Ω 两个子区域，如图 1 所示，考虑以下

具有间断系数的波动方程： 

( ) ( ) ( ) ](
2

2 , , , , , 0, ,u u f x y t x y t T
t

β∂
−∇ ⋅ ∇ = ∈Ω ∈

∂
                      (1) 

( ) ( ) ](, , 0, , , 0, ,u x y t x y t T= ∈∂Ω ∈                             (2) 

( ) ( ) ( )0, ,0 , , , ,u x y u x y x y= ∈Ω                               (3) 
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( ) ( ) ( )1, ,0 , , , ,u x y u x y x y
t

∂
= ∈Ω

∂
                             (4) 

其解满足跳跃条件 

[ ] 0,u
Γ
=                                        (5) 

[ ] 0.uβ Γ Γ
∇ ⋅ =n                                     (6) 

 

 
Figure 1. Region − +Ω = Ω ∪Ω ∪Γ  
图 1. 区域 − +Ω = Ω ∪Ω ∪Γ  

 
上式中 Γn 为界面 Γ上从 +Ω 指向 −Ω 的单位法向量，[ ]Γ⋅ 表示在界面 Γ处的跳跃，即 [ ]v v v+ −

Γ Γ Γ
= − ，其

中 v v +
+

Ω
= ， v v −

−
Ω

= ，系数 β 在Ω上为分片常数函数，即 

( )
( )
( )

0, , ,
,

0, , .

x y
x y

x y

β
β

β

+ +

− −

 > ∈Ω= 
> ∈Ω

 

3. 全离散浸入有限元方法 
设 h 是Ω上的一个一致三角剖分。对于任意的 hK ∈ ，定义 Kh 是 K 的直径，网格参数 max

hK Kh h∈=  。

记 { },i
h hK K K= ∈ ∩Γ ≠∅  是界面单元的集合， { },n

h hK K K= ∈ ∩Γ =∅  是非界面单元的集合。 
 

 
Figure 2. Interface element 
图 2. 界面单元 

 
下面以图 2 的界面单元 1 2 3K P P P= ∆ 为例定义浸入有限元空间。设界面 Γ与 K 的边交于 DE 两点，点
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1P −∈Ω ，点 2P 和点 3P +∈Ω ，直线 DE 将 K 分为两个子单元 1hK P DE− = ∆ 和 \h hK K K+ −= 。定义局部线性基

函数 , 1,2,3i iφ = 为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,
,

, , , ,
i i i i h

i
i i i i h

x y a x b y c x y K
x y

x y a x b y c x y K
φ

φ
φ

+ + + + +

− − − − −

 = + + ∈=  = + + ∈
 

满足： 
• ( ) , , 1,2,3i j ijP i jφ δ= = 。 

• ( ),i x yφ 在 DE 上连续，即 ( ) ( )i iD Dφ φ+ −= ， ( ) ( )i iE Eφ φ+ −= 。 

• ( ),i x yφ 的通量在 DE 上连续，即 d di h i hDE DE
s sβ φ β φ+ −∇ ⋅ = ∇ ⋅∫ ∫n n 。 

其中
1
0ij

i j
i j

δ
=

=  ≠
， hn 是 DE 的单位法向量，方向从 K + 指向 K − 。局部浸入有限元空间定义为

( ) { }, 1,2,3h iS K Span iφ= = 。 

区域Ω上的全局有限元空间定义为： 

( ) ( ) ( ){ }2 : , ,, 0h h hKS v L v S K vK v
∂Ω

Ω = ∈ Ω ∈ ∀ ∈ =在每个顶点上连续 . 

接下来我们给出问题(1)~(4)的空间半离散格式。记 i
hε 和 n

hε 分别为内部界面边和内部非界面边的集

合。对于每条边 i
he ε∈ ，设 K1 和 K2 是相邻的两个单元， en 为 e 的单位法向量，方向从 K1指向 K2。对于

函数 v，定义 e 上的平均和跳跃为 

{ } ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )
1 2 1 2

1 , .
2 ee K K K Ke e e e

v v v v v v= + = −                      (7) 

令 ( )( ) ( ){ }1 2

22
\: 0e h h K KW w L w

Ω ∪
= ∈ Ω = ，定义局部提升算子 

( )2: ,e er L e W→  

满足 

( ) { }d d , .h e h h e h eee
r w x w s w Wβ ϕ β ϕ

Ω
⋅ = ⋅ ∀ ∈∫ ∫ n                        (8) 

方程(1)~(4)的空间半离散格式为：求 ( ) ( ), hU t S⋅ ∈ Ω 满足 

( ) ( ) ( )
2

2 , , , , ;h h
U V A U V f V V S
t

 ∂
+ = ∀ ∈ Ω ∂ 

                        (9) 

( ) 0,0 ,U u⋅ =                                       (10) 

( ) 1,0 .U u
t

∂
⋅ =

∂
                                     (11) 

其中 

( ) ( ) ( ), , , ,h h hA U V a U V s U V= +                              (12) 

( ) { } [ ]( { } [ ] ), d d ,
ih h

h h e ee ee eK e
K e

a U V U V x U V V U s
ε

β β β
∈ ∈

= ∇ ⋅∇ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅∑ ∑∫ ∫


n n           (13) 

( ) [ ]( ) [ ]( ), 4 d ,
i
h

h h e ee e
e

s U V r U r V x
ε

β
Ω

∈

= ⋅∑ ∫                          (14) 

( ), d .f V f V x
Ω

= ∫                                    (15) 
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0u 和 1u 分别表示 ( )0 ,u x y 和 ( )1 ,u x y 的插值， ( )
( )
( )

,
,

,
h

h
h

x y
x y

x y

β
β

β

+ +

− −

 ∈Ω= 
∈Ω

。 

最后，我们将上述半离散格式进行时间离散。给定一个正整数 N，令 t T N∆ = ，记 ( ),n nU U t= ⋅ ，其

中 , 0, ,nt n t n N= ∆ =  。定义 

( )
2 1 1

1 1 1 2,
4

21 1 1 , ,
4 2 4

n n n
n n n t nn

U U UU U U U U
t

+ −
+ −

− +
= + + ∂ =

∆
 

则可以得到如下全离散格式：求 ( )n hU S∈ Ω ，对于 2, ,n N=  满足 

( ) ( )2
1 1, ,
4 4

, , , ,t n h hn n
U V A U V f V V S

   
∂ + = ∀ ∈ Ω   

   
                     (16) 

0 0 ,U u=                                        (17) 
*

1 ,U u=                                        (18) 

其中 *u 是 *u 的插值， ( )
2

*
0 1 , ,0

2 tt
tu u tu u x y∆

= + ∆ + ，且 ( ), ,0ttu x y 可由(1)计算得出。 

4. 数值算例 

例 1 考虑计算区域为 ( ) ( )1,1 1,1Ω = − × − ，界面为 ( ){ }2 2 2
0, 0x y x y rΓ = + − = ，真解为 

( )
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]0

1 cos 2 , , , 0,1 ,

, ,
1 1 1 cos 2 , , , 0,1 .

r t x y t

u x y t
r r t x y t

α

α α

β

β β β

−
−

+
+ − +

 ∈Ω ×
=    + − ∈Ω ×     

 

其中 0 6.28r = π ， 3α = ， 2 2r x y= + ， 1β − = ， 10β + = 。 

我们将计算区域划分为 N N× 个矩形，再沿着同一方向把每个矩形由对角线分为两个三角形。考虑

时间 1T = ，在时间方向选取步长 t T N∆ = 。表 1 给出了 2L 误差以及误差的收敛阶，可以看出数值解的 2L
误差为 2 阶收敛。 
 
Table 1. Error and convergence order of example 1 
表 1. 例 1 的误差及收敛阶 

N  L2 误差 收敛阶 

4 0.78991E−00  

8 0.22660E−00 1.80157 

16 0.61090E−01 1.89111 

32 0.15483E−01 1.98028 

64 0.39185E−02 1.98229 

128 0.98193E−03 1.99661 

256 0.24564E−03 1.99911 
 

例 2  考虑某种声波在传播过程中遇到两种不同均匀介质的传播情况，假设传播区域为 

( ) ( )2.1,2.1 2.1,2.1Ω = − × − ，椭圆形界面 ( ) ( ) ( )2 2
0 0

2 2, 1 0
x y

x x y y
x y

r r

 − − Γ = + − = 
  

将区域Ω划分为两个子域： 
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( ) ( ) ( )2 2
0 0

2 2, 1 , \ .
x y

x x y y
x y

r r
− + −

 − − Ω = + < Ω = Ω Ω 
  

  

其中 ( ) ( )0 0, 1.15,0x y = ， 4.84xr = π ， 1.97yr = π ，设 1β − = ， 4β + = ， 0f = ， 1 0u = ， 0.6T = ，并且

初始值 ( )0 ,u x y 设为： 

( )

( )

( ) ( )
( )0

2 22 2

0, , ,

, 1600 exp , , .
1 0.3 0.3

x y S

u x y
x y S

x y x y

∉
  =  − ⋅ ∈  − − + − + +  

 

其中 ( )
2 2

, 1 0
0.25 0.16
x yS x y

 
= + − < 
 

。 

使用 256N = 的网格，设置 t T N∆ = ，选取 0, 0.3, 0.6T T T= = = 三个时刻，计算出了图 3 所示波在

传播过程中冲击界面前后的数值结果。 
 

  
(a) 0t =                                      (b) 0.3t =  

 
(c) 0.6t =   

Figure 3. The solution hu  at 0, 0.3, 0.6t t t= = =  
图 3. 在 0, 0.3, 0.6t t t= = = 时的解 hu  
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例 3 考虑某种在两种不同均匀介质中平行向右传播的波，假设传播区域为 ( ) ( )0,5 0,3Ω = × ，圆形界

面 ( ) ( ) ( ){ }2 2, 3 1.5 1x y x yΓ = − + − = 将区域Ω划分为两个子域： 

( ) ( ) ( ){ }2 2, 3 1.5 1 , \ .x y x y− + −Ω = − + − < Ω = Ω Ω  

设 0, 3f T= = 并且初始值 ( )0 ,u x y ， ( )1 ,u x y 分别设为： 

( ) ( )

( ) ( )

2
0

2
1

3, exp , ,
2

3, 3 exp , ,
2

u x y x x y

u x y x x x y

 = − ∈Ω 
 

 = ⋅ − ∈Ω 
 

 

另外我们将(2)中的零边界条件换成非齐次边界条件 ( ) ( ), , , ,u x y t g x y t= ，其中 

( ) ( ) ( ) [ ]23, , exp , , , 0,3
2

g x y t x t x y t = − − ∈Ω× 
 

 

再使用传统的处理方法，令 256N = ，设置 t T N∆ = ，选取 0, 2, 3T T T= = = 三个时刻，分别计算出

0.2, 1β β− += = 和 5, 1β β− += = 两种系数条件下波在传播过程中冲击界面前后的数值结果，模拟出了波

在这两种均匀介质中的传播，如图 4、图 5 所示。 
 

 
(a) 0t =  

 
(b) 2t =  
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(c) 3t =  

Figure 4. The solution hu  at 0, 2, 3t t t= = =  when 0.2, 1β β− += =  

图 4. 0.2, 1β β− += = 时在 0, 2, 3t t t= = = 时的解 hu  
 

 
(a) 0t =  

 
(b) 2t =  
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(c) 3t =  

Figure 5. The solution hu  at 0, 2, 3t t t= = =  when 5, 1β β− += =  

图 5. 5, 1β β− += = 时在 0, 2, 3t t t= = = 时的解 hu  

5. 结论 

本文提出了一种基于界面非拟合网格的浸入有限元方法。该方法能够数值求解具有间断系数波动方

程，与经典的部分罚浸入有限元方法相比，该方法具有无需人为调整罚参数的优点。本文给出了全离散

格式，并且通过一系列数值试验验证了该方法的有效性。然而目前只是针对二维问题提出了本文的方法，

接下来我们希望推广该方法来处理三维的问题，并且理论分析也是接下来的研究工作之一。 
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