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摘  要 

山路定理是现代临界点理论的标志性结果，它是证明非线性椭圆型偏微分方程有解的重要工具。本文

旨在研究有限维山路定理的初等证明以及有限维山路定理与微积分之间的关系。再在此基础上，给出

山路定理的应用实例。本文从教学实际出发，为学生进入研究生阶段理解非线性分析中的重要定理提

供有益帮助。 
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Abstract 
The mountain pass theorem is a landmark result of modern critical point theory, which is an impor-
tant tool for proving the existence of solutions to nonlinear elliptic partial differential equations. This 
article aims to study the elementary proof of the finite-dimensional mountain path theorem and the 
relationship between the finite-dimensional mountain pass theorem and calculus. On this basis, an 
application example of the mountain pass theorem is given. This article starts from the actual teach-
ing situation, providing beneficial help for students to understand important theorems in nonlinear 
analysis when they enter the graduate stage. 
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1. 引言 

本文从罗尔定理出发，目的是叙述现代变分理论中的重要结果——山路定理，由于知识的局限性，

我们无法理解在非线性泛函分析中的“完整版山路定理”(无穷维)，故我们只是在本文中给出有限维版本

山路定理在微积分中的对应，试图给出我们的理解。但这不妨碍我们对山路定理的研究现状作具体表述。 
山路定理是现代临界点理论研究中的一个重要组成部分，自从 1973 年由 Ambrosetti 和 Rabinowitz [1] 

[2]提出以来，它在数学的多个分支以及物理学中的应用都显示出了极其重要的意义。具体而言，存在性

证明：山路定理提供了一种强有力的工具来证明非线性问题中解的存在性。特别是在处理那些无法通过

传统方法解决的问题时，山路定理显示出了其独特的优势；多样性和多重解：除了证明解的存在性，山

路定理还可以用来研究解的多样性和多重性。这对于理解物理系统的复杂性和预测其行为至关重要；数

学物理的桥梁：山路定理在数学和物理学之间架起了一座桥梁。它不仅帮助数学家理解复杂的数学结构，

也为物理学家提供了解决物理问题的新方法；理论研究和实际应用：山路定理的理论价值和实际应用前

景都非常广阔。它在理论研究中推动了数学的发展，在实际应用中为解决工程技术问题提供了新的视角

和方法；广泛的应用：山路定理被广泛应用于解决非线性椭圆型方程的边值问题。它不仅在纯数学领域

中有着重要地位，如微分几何、辛几何、极小曲面等领域，也在物理学中，特别是在量子力学和场论中

发挥着重要作用[3]。 
理论的深入：学者们对山路定理的理解不断深入，通过引入不同的条件和技术，如 Ekeland 变分原理[4]

和下降流线方法[5]，进一步推广和发展了山路定理。研究者们还提出了山路定理的改进版本和变体，这些

变体在没有特定条件(如(AR)条件)的情况下也能证明定理的有效性，从而扩大了山路定理的应用范围。 
综上所述，山路定理在现代数学和物理学的研究中扮演着越来越重要的角色，它的研究不仅推动了

理论的发展，也为解决实际问题提供了强有力的工具。随着研究的不断深入，预测山路定理将会在更多

的领域中展现其重要性。 
本文旨在研究有限维山路定理的初等证明以及有限维山路定理与微积分之间的关系，再在此基础上

给出山路定理的应用实例。本论文旨在为初学者学习临界点理论提供一个易于理解的特殊情况，对之后

研究生阶段深入研究现代变分学有着现实意义。 

2. 罗尔中值定理[6] [7]  

2.1. 罗尔中值定理和一个有趣的证明 

定理 2.1 ：若函数 f 满足以下条件： 
1) f 在闭区间 [ ],a b 连续； 
2) f 在开区间 ( ),a b 可导； 
3) ( ) ( )f a f b= ； 
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则在 ( ),a b 内至少存在一点 c，使得 ( ) 0f c′ = 。 
下面是一个有趣的证明来自谢惠民，这表明罗尔中值定理和费马引理之间没有必然联系。 
证明：首先引入引理 1。 

引理 1：设 ( )f x 在 [ ],a b 连续，且 ( ) ( )f a f b= ，则存在 [ ], ,c d a b∈ ，满足
2

b ad c −
− = 且 ( ) ( )f c f d= 。 

证明： 
不妨构造函数： 

( ) ( )
2

b aF x f x f x− = + − 
 

, 

则 

( ) ( )
2

b aF a f f a− = − 
 

并且 ( )
2 2

b a b aF f b f+ +   = −   
   

. 

由于 ( ) ( )f a f b= ，所以 ( )
2

b aF a F + = −  
 

。 

1) 若 ( ) 0F a = ，则取
2

b ad +
= ， c a= 满足

2
b ad c −

− = 且 ( ) ( )f c f d= ； 

2) 若 ( ) 0F a ≠ ，因为 ( )F x 在 [ ],a b 连续，由介值定理可知存在 0 ,
2

b ax a + ∈ 
 

满足 ( )0 0F x = ，取 0c x= ，

0 2
b ad x +

= + ，满足
2

b ad c +
− = 且 ( ) ( )f c f d= 。 

重复利用引理 1，可知存在闭区间套 [ ]{ },n na b 满足 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,a b a b a b⊃ ⊃ ⊃且 ( ) ( )n nf a f b= ，

( )1
2n n nb a b a− = − ，由区间套定理可得ξ ，满足 lim limn nn n

a b ξ
→∞ →∞

= = 。 

由于 ( ) ( )n nf a f b= ，那么
( ) ( ) ( ) ( )

0n n

n n

f a f f b f
a b

ξ ξ
ξ ξ

− −
⋅ ≤

− −
，又因为 ( )f x 在ξ 点处可导，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim limn n

n n
n n

f a f f b f
f

a b
ξ ξ

ξ
ξ ξ→∞ →∞

− −
′= =

− −
，则 ( ) 0f ξ′ = 。 

2.2. 罗尔中值定理的延伸 

定理 2.2：假设 ( )1C ,f ∈   ， 1 2,x x 与 3x 是三个不同的实数且有 1 3 2x x x< < ，如果有： 

( ) ( ){ } ( )1 2 3max ,f x f x f x< , 

则在开区间 ( )1 2,x x 中存在一点ξ 为 f 的临界点，且在这一点上有： 

( )
[ ]

( )
[ ] [ ]

( )
1 2 ,, ,

max inf max
a bx x x x a b

f f x f xξ
∈Γ∈ ∈

= = , 

其中， Γ为： 

[ ]{ }1 2, | ,a b a b a x x bΓ = ≤ ≤ ≤有对 . 

证明：这是实数轴上的山路定理，可以看出这同样是罗尔定理结论的延伸。 
事实上，当我们假设有 ( ) ( )1 2f x f x= 时，这一定理即变为罗尔中值定理，因而不需要证明这一情况

定理是否成立。 
我们不妨设 ( ) ( )1 2f x f x< ，则由于介值定理，必然存在 ( )1 3,cx x x∈ 使 ( ) ( )2cf x f x= 。事实上，我们
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可能会找到不止一个的 cx ，我们假设这些 cx 中存在一个与 1x 最靠近的 tx 。从而 [ ]3 2,tx x x∈ ，又因为有

[ ] [ ]2 1 2, ,tx x x x⊂ ，我们可以得到： 

[ ]
( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 2 2
3 1 2, ,

max max max ,
tx x x x x x

f x f x f x f x f x
∈ ∈

≥ ≥ > , 

而我们知道 [ ]1 2,x x ∈Γ，所以我们有： 

[ ]
( )

[ ] [ ]
( )

1 2 ,, ,
max inf max

a bx x x x a b
f x f x

∈Γ∈ ∈
≥ . 

另一方面，对于 Γ中的任意路径 [ ],a b ，我们有： 

[ ]
( )

[ ]
( )

1 2, ,
max max

x x x a b
f x f x

∈
≤ , 

对上式两端同时取 [ ],
inf
a b ∈Γ

，我们得到： 

[ ]
( )

[ ] [ ]
( )

1 2 ,, ,
max inf max

a bx x x x a b
f x f x

∈Γ∈ ∈
≤ . 

自此证明完毕。 
对于这一延伸定理的研究有助于理解山路定理。现在，我们可以将最后的结果推广到更高的维度，

即推广到 1N > 的欧氏空间 N
 上定义的实函数中。于是，我们正式进入了有限维山路定理。 

3. 有限维山路定理 

定理 3.1 [8]：假设Φ是一个由 N
 映射到具有一阶连续偏导数的多元函数，它是强制的 

( ( )lim
x

x
→∞

Φ = +∞ )，并且有两个不同的严格相对极小值点 x1、x2，则我们可以得到一个不同于 x1 与 x2 的第

三个临界点 x3 使之有： 

( ) ( )3 inf max
x

x x
Σ∈Γ ∈Σ

Φ = Φ , 

其中， { }1 2| ,N x xΓ = Σ ⊂ Σ ∈Σ 紧 连 足满是 集、 通集且 。 

证明：我们可以把 Γ中的每个 Σ认为是包含 x1 与 x2 的一条“路径”，用 dΣ 表示该路径 Σ上取得关于

Φ的最大值点 xΣ对应的函数值 ( )xΣΦ 。 
因 x1 与 x2 为严格极小值点，所以我们可以得到： 

( ) ( ){ }1 2max ,d x xΣ > Φ Φ , 

同时，记 

( )inf max inf
x

d x dΣΣ∈Γ Σ∈Γ∈Σ
= Φ = , 

d 被认为是所有路径最大值 dΣ 中的最小值。同时，因所有路径Σ都为紧的连通集，根据下确界的定义，

我们可以构造一个路径的序列{ }n n
Σ ，使得当 n →∞时，有

n
d dΣ → 。明显的是， ( ) ( ){ }1 2max ,d x x≥ Φ Φ 。

事实上，这个不等式是严格的，因为下确界 d 在 Γ中的可达。 
Step 1. 下确界 d 在Γ中的可达。 
考虑 nΣ 的上极限： 

i
m i m∈ ≥

Σ = Σ


 

, 

这一上极限 Σ具有紧性和连通性。事实上，它是由具有紧性、连通性、递减性的集合通过有限交运

算构造出来的。而且，由于每个 iΣ 都包含有 x1 与 x2，所以 Σ也同样包含有 x1 与 x2，因而 Σ属于 Γ。 
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因为构造上极限的过程 i
i m m≥

 
Σ 

 


是一递减序列，当 1 2m m> 时有
1 2

i i
i m i m≥ ≥

Σ ⊆ Σ
 

，由单调有界原理，我

们得到： 

lim
nn

x xΣ Σ→∞
= ∈Σ , 

这里用
n

xΣ 表示该路径 nΣ 上Φ的最大值点。 
另一方面，由于 ( )xΦ 是连续的，所以有： 

( ) ( )limsup
n

x xΣ ΣΦ ≤ Φ , 

故： 

( ) limsup
n

x dΣ ΣΦ ≤ , 

得： 

( )x dΣΦ ≤ . 

而因 d 是所有“最大值”的最小，故有 ( )x dΣΦ ≥ ，综上可得 ( )x d dΣ ΣΦ = = 。 
通过选取递减的紧的路径的序列{ }nΣ ，我们可以在每一序列中都通过求其上极限的方法得到 Σ，Σ中

的最大点 xΣ都满足有 ( )x dΣΦ = ，也就是说我们得到了一极小化路径，使在这一路径中确实可以得到一

个最大值 ( )xΣΦ ，使得： 

( )infd d xΣ ΣΣ∈Γ
= = Φ . 

Step 2. 下面将要证明函数Φ存在临界点，并且对应的临界值为 d。 
将这些取到最大值的点组成点集合，记作： 

( ){ }| maxM x x d dΣ Σ
= ∈Σ Φ = = Φ = , 

由于Φ的连续性以及 Σ的紧性，我们可以得到 M 同样拥有紧性。 
接下来，我们将在这些最大值中，使对应的函数值最小的点就是临界点。即证明确实存在有点 3x M∈ ，

使得函数 ( )3 0x∇Φ = 。 
我们使用反证法，首先假设如果在 M 中没有临界点，即存在一个正的常数α ，对于所有 x 属于 M，有： 

( )x α∇Φ > . 

因为函数Φ的连续性，存在 0ε > ，使得对任意的 x Mε∈ ，其中： 

{ }| ,NM x y M x yε ε= ∈ ∈ − < 存在 使得 , 

有： 

( )
2

x α
∇Φ > . 

值得注意的是，根据定义我们可知 x1 与 x2 并不在 Mε 内，它们作为严格最小值点同样是临界点。 
构造一个截断函数 ρ 使之满足： 

0 1,
sup ,

1, .
M

x M
ε

ρ
ρ

ρ

≤ ≤
 ⊂
 ≡ ∈
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定义一个新的映射 : N Nη × →   ，为： 

( ) ( ) ( ),x t x t x xη ρ= − ⋅ ⋅∇Φ . 

则η关于 t 是连续可微的，并有： 

( )( ) ( ) ( ) 2

0

d ,
d t

x t x x
t

η ρ
=

Φ = − ⋅ ∇Φ , 

注意到当 suppx Mερ∈ ⊂ 时，有： 

( )
2

2
0

4
x α

∇Φ ≥ ≥ . 

根据 ( )( ),x tηΦ 关于 t 的连续性，存在 0T > ，使得对任意的 [ ]0,t T∈ ，有： 

( )( ) ( ) ( ) 2d ,
d

x t x x
t

η ρΦ ≤ − ⋅ ∇Φ . 

因此，对任意的 ( ), Tx Tη ∈Σ ，其中 ( ) ( ){ }, , ;T T x T xη ηΣ = Σ = ∈Σ ，我们得到： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 2

0

d, , d
d 2

T Tx T x x t t x x x
t

η η ρΦ = Φ + Φ ≤ Φ − ∇Φ∫ . 

所以我们得到：当 x M∈ 时，即有 ( ) 2

2
Tx d αΦ < − ，而当 x M∉ 时，有 ( )x dΦ < 。 

则一定有： 

( )max
Tx

x d
∈Σ

Φ < . 

但由η的连续性可得，集合 TΣ 是连通集、紧集，通过对 ε 与 ρ 的选择，我们可以让 ( )1 1,x x Tη= 和

( )2 2 ,x x Tη= 都包含于 TΣ 。如此一来 TΣ ∈Γ，那么 ( )max
Tx

x d
∈∑

Φ < 与 d 的定义相矛盾。由此反证假设不成

立，我们确实证明了在 Σ中存在一个临界点。自此证明完毕。 

山路定理的应用 

有限维山路定理在不同领域有广泛的应用，我们通过有限维山路定理给出Hadamard定理[9]的证明。 
Hadamard 定理：假设 X 与 Y 为两个不同的有限维欧式空间，假设映射Φ为 X Y→ 的一个映射，并

且 ( )1 ,C X YΦ∈ ，满足： 
1) 对所有 x X∈ ， ′Φ 是可逆的； 
2) 当 x →∞时，有 ( )xΦ →∞； 

则Φ是一个由 X 到 Y 的微分同胚。 
证明：由条件 1)，我们可知，Φ是一个开映射，即Φ的值域是在 Y 中的开集。 
根据条件 2)以及在有限维中闭集是紧集，我们可得 ( )XΦ 是一个闭集。事实上，构造一个收敛序列

集 ( ){ }n n
xΦ ，因为它在Y上是有界的，我们易知{ }n n

x 在X上也是有界的。因此,存在 cx X∈ ，使得 n cx x→ ，

并且 ( ) ( )n cx xΦ →Φ 。 
如果我们能证明Φ是一对一的，这就证明了Φ是一个微分同胚。 
反之，若我们假设对 X 中两个不同的点 x1 与 x2 有 ( ) ( )1 2x x yΦ =Φ = ，构造一个具有一阶连续偏导数

的映射 :f X →，使之满足： 

( ) ( ) 21
2

f x x y= Φ − . 
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由条件 2)可得，当 x →∞时， ( )f x →∞，结合 x1 与 x2 为 f 的全局最小值点，我们有 x1与 x2为 f 的
严格局部极小值点。由有限维山路定理可知，存在 f 的临界点 x3 使得 ( )3 0f x > ，从而我们可知

( )3 0x yΦ − > ，所以 ( )3x yΦ ≠ 。又因为 x3 为 f 的临界点，一定有 ( ) ( )( )3 3 0x x y∗′Φ Φ − = ，这与条件 1)
的映射 ′Φ 是可逆的相矛盾。因而得证。 
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