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摘  要 

积分因子是常微分方程中的一个重要内容，同时也是学生不易掌握和应用的一个知识点。利用积分因子

不仅可以求解满足恰当积分条件的一阶微分方程，更可以和微分中值定理产生联系，因此积分因子在各

种数学竞赛以及历年考研数学试题中频繁出现。本文在常微分方程教材的基础上，从恰当方程出发，介

绍了积分因子以及相关性质。最后，给出了积分因子的一些应用。 
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Abstract 
The integrating factors are an important content in ordinary differential equations, and also a 
knowledge point that students find difficult to master and apply. Making use of the integrating fac-
tors can not only solve first-order differential equations that satisfy appropriate integration condi-
tions, but also establish connections with the differential mean value theorem. Therefore, the in-
tegrating factors have frequently appeared in various mathematical competitions and past postgra-
duate mathematics exam questions. In this paper, based on the textbook of ordinary differential eq-
uations, we introduce integrating factors and related properties from appropriate equations. Finally, 
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some applications of the integrating factors are presented. 
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1. 引言 

常微分方程的发展历史可以追溯到 17 世纪，对于一类特殊的一阶微分方程，牛顿利用无穷级数进行

求解。在 18 世纪，瑞士大数学家欧拉提出了积分因子的概念，他还确定了采用积分因子方法的微分方程

类型，证明了只要是可用变量分离求解的微分方程都可以用积分因子进行求解，但是反之不然[1]。 
积分因子及其应用在常微分方程以及数学分析中有着重要的作用。如何求解积分因子一直是一个难

点问题。另外，积分因子可以和罗尔定理结合应用，构造相应的辅助函数，更深刻地揭示辅助函数构造

的原理，可以在教学过程中帮助学生理解和掌握如何构造辅助函数。 

2. 积分因子的定义和性质 

在常微分方程中，积分因子的性质和应用一直是教学的重点和难点。我们首先给出恰当方程的定义。 
定义 1 [2]：称方程 

( ) ( ), d , d 0P x y x Q x y y+ =                                 (1) 

为区域 2D R⊆ 上的恰当方程，如果存在 D 上的可微函数 ( ),U x y ，使得： 

( ) ( ) ( )d , , d , dU x y P x y x Q x y y= + . 

上面的 ( ),U x y 称为 ( ) ( ), d , dP x y x Q x y y+ 的原函数。 
对于恰当方程，我们可以很快得到，方程的通解为 ( ),U x y C= 。那么我们又该如何判断方程是否为

恰当方程呢？我们有如下定理。 
定理 2 [2]：设 ( ),P x y ， ( ),Q x y 在矩形区域 ( ) ( ), ,D a b c d= × 内连续可微，则方程(1)为 D 内的恰当方

程当且仅当： 

( ) ( ), ,Q x y P x y
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

接下来，我们介绍积分因子的概念。 
定义 3 [2]：如果不恒为零的函数 ( ),x yµ 使得方程 

( ) ( ) ( ) ( ), , d , , d 0x y P x y x x y Q x y yµ µ+ =  

成为恰当方程，则称 ( ),x yµ 是方程(1)的一个积分因子。 
如果对于方程(1)，我们已经得到了一个积分因子 ( ),x yµ ，使得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , d , , d d ,x y P x y x x y Q x y y U x yµ µ+ = . 
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则对于任何连续可微的一元函数 ( )tΦ ，函数 ( ) ( )( ), ,x y U x yµ Φ  (如果不恒为零)也是方程(1)的一个

积分因子[2]。 
但是如何求解积分因子一直是一个热点问题。目前常见的是观察法、分项组合法以及公式法，参见

[3] [4]。我们以如下例子来说明分项组合法。 
例 1 求解方程： ( )4 2 3d 2 3 d 0y x x xy y+ − = 。 
解：将方程分组，即为： 

( )4 3 2d 3 d 2 d 0y x xy y x y− + = . 

易得前一组的积分因子为 4
1

xy
，且 

( )4 3
4 3

1 d 3 d d ln xy x xy y
xy y

− = . 

那么对任何非零的连续可微函数Φ ， 4 3
1 x

xy y
 

Φ 
 

也是第一组的积分因子。 

对于第二组，有积分因子 2
1
x

， 

2

2
2 d 2dx y y

x
= . 

那么对任何非零的连续可微函数ψ ， ( )2

1 y
x
ψ 也是第二组的积分因子。 

因此，我们待定Φ 和ψ ，使得： 

( )4 3 2
1 1x y

xy y x
ψ

 
Φ = 
 

. 

经过计算，可以得到，当 ( ) ( )1r r
r

ψΦ = = ，上式成立。此时得到原方程的积分因子 2
1

x y
，从而得到

恰当方程为： 
3 2

2
d 3 d 2d 0y x xy y y

yx
−

+ = . 

得到通解为： 
3

2lny y C
x

− + = . 

最后补上特解 0x = 和 0y = 。 

3. 应用举例 

有了积分因子之后，由于积分因子是作为乘子乘到方程中的，可以很大程度地避免讨论分母出现零

的情形，这对于学生求解微分方程提供了便利，尤其是针对可分离变量的微分方程。 
利用积分因子，对于微分中值定理中需要用到罗尔定理构造辅助函数的题目有很大的帮助，便于学

生理解和解题。由于大学的课程设置中，数学分析或者高等数学都是在大一，而常微分方程一般是在大

二、大三，这就需要任课老师在平时的练习以及授课中适时地提醒学生将两者方法结合起来。 
例 1 设 ( )f x 在 [ ]0,π 上连续，且在 ( )0,π 内可导，证明至少存在一点 ( )0,ξ ∈ π ，使得： 
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( ) ( )cot 0f fξ ξ ξ′ + = . 

证：由结论分析可知，需要构造一个函数 ( )g x ，使得 ( )g x 满足罗尔定理的条件，且 ( )g x 的导数含

有 ( ) ( )cotf x f x x′ + 的因子，即 ( ) ( )sin cosf x x f x x′ + 。因此，构造： 

( ) ( )sing x f x x= , 

那么 ( ) [ ]0,g x C∈ π ，在 ( )0,π 内可导，且 ( ) ( )0 0g g= π = 。根据罗尔定理，存在 ( )0,ξ ∈ π ，使得： 

( ) ( ) ( )sin cos 0g f fξ ξ ξ ξ ξ′ ′= + = . 

从而完成证明。 
例 2 设 ( )f x 在 [ ]0,1 上连续，在 ( )0,1 内可导，且 ( )1 0f = 。证明至少存在一点 ( )0,1ξ ∈ ，使得： 

( ) ( ) 0nf fξ ξ ξ′+ = . 

证：观察结论可知，构造的辅助函数需要在求导之后含有因子 n，才能使得结论中的等式成立。因

此，取： 

( ) ( )ng x x f x= , 

那么 ( ) [ ]0,1g x C∈ ，在 ( )0,1 内可导，且 ( ) ( )0 1 0g g= = 。根据罗尔定理，存在 ( )0,1ξ ∈ ，使得： 

( ) ( ) ( )1 0n ng f n fξ ξ ξ ξ ξ−′ ′= + = . 

又由于 0ξ ≠ ，上式两边同除以 1nξ − ，即得到所需结论。 
事实上，以上两个例题都可以利用积分因子。但是数学分析或者高等数学都是在大一授课，此时学

生还没有接触到积分因子这个知识点。因此，老师在授课的时候可以引导学生去思考构造的辅助函数和

积分因子之间的联系，让学生自主思考，激发学生的学习兴趣。接下来，我们针对以上两个例题，简要

说明下积分因子的构造。 
对于例 1 中的结论： ( ) ( )cot 0f fξ ξ ξ′ + = 。先把ξ 换成 x，即我们需要证明： 

( ) ( )cot 0f x f x x′ + = . 

利用公式法，可以知道上式的积分因子为： 
cot de sinx x x∫ = , 

所以构造辅助函数为 ( ) ( )sing x xf x= 。 
对于例 2 中的结论： ( ) ( ) 0nf fξ ξ ξ′+ = 。同理，先把ξ 换成 x，且 0x ≠ ，即我们需要证明： 

( ) ( ) 0nf x f x
x

′ + = . 

利用公式法，可以知道上式的积分因子为： 

d
e

n x nx x∫
= , 

所以构造辅助函数为 ( ) ( )ng x x f x= 。 
然而，有的题目是需要用到多次微分中值定理，相应的积分因子是需要用在后面构造辅助函数，这

无疑是增加了题目的难度。 
例 3 设 ( )f x 在 [ ]0,2 上连续，且在 ( )0,2 内可导， ( ) ( )0 0 2f f ′= = ， ( )2 2f = − ，对于 [ ]0,2x∈ ，

( ) 0f x ≠ 。证明至少存在一点 ( )0,2ξ ∈ ，使得： 

( ) ( ) ( ) 0f f fξ ξ ξ′ ′′− = . 
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证：根据需要证明的结论，我们知道，需要利用罗尔定理，构造相应的辅助函数 ( )g x ，使得 ( )g x 的

导数含有因子 ( ) ( ) ( )f x f x f x′ ′′− 。因此，可以构造： 

( ) ( ) ( )21
2

g x f x f x′= − , 

根据题目中的已知条件，可以得到 ( )g x 在 [ ]0,2 上连续，且在 ( )0,2 内可导： 

( ) ( ) ( )210 0 0 0
2

g f f ′= − = . 

但是这仍然不够。为了使所构造的辅助函数 ( )g x 满足罗尔定理，我们需要得到至少存在一点 ( )0,2λ∈ ，

使得： 

( ) ( ) ( )21 0
2

g f fλ λ λ′= − = . 

根据已知条件，对于 [ ]0,2x∈ ， ( ) 0f x ≠ 。所以上式中λ 换成 x，并同时除以 ( )2f x ，即我们需要证明： 

( )
( )2

1 0
2

f x
f x
′

− = . 

因此，我们构造的辅助函数 ( )h x 的导数中需要含有因子
( )
( )2

1
2

f x
f x
′

− 。从而我们取： 

( ) ( )
1 1
2

h x x
f x

= + . 

那么 ( )h x 在 [ ]0,2 上连续，且在 ( )0,2 内可导，且 

( ) ( )
1 10 0
0 2

h
f

= + =  

以及 

( ) ( ) ( )1 12 1 0
2 2

h h
f

= + = = . 

所以 ( )h x 满足罗尔定理的条件，至少存在一点 ( )0,2λ∈ ，使得： 

( ) ( )
( )2

1 0
2

f
h

f
λ

λ
λ

′
′ = − = . 

那么我们就完成了证明。 
上面这个例题用了两次罗尔定理，构造了两次不同种类的辅助函数，这无疑是增加了题目的难度。

事实上，对于： 

( ) ( )21 0
2

f x f x′− = , 

( )2
1

f x
就是上式的积分因子。因此，了解并掌握积分因子对于学生利用微分中值定理构造辅助函数具有

较大帮助。 
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