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摘  要 

多元函数的梯度是微积分中的一个重要概念，在分析学中占有举足轻重的地位，它允许我们在多维空间

中对函数进行深入的理解和操作。梯度不仅揭示了函数在特定点的局部行为，还为优化问题提供了方向

性指导。在数学、物理学、工程学以及其他科学领域，梯度的概念和应用都极为广泛。 
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Abstract 
The gradient of multivariate functions is an important concept in calculus and occupies a pivotal 
position in the field of analysis. It allows us to deeply understand and manipulate functions within 
multidimensional spaces. The gradient not only reveals the local behavior of a function at specific 
points but also provides directional guidance for optimization problems. The concept and applica-
tion of the gradient are extremely broad in mathematics, physics, engineering, and other scientific 
fields. 
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1. 引言 

17 世纪，牛顿和莱布尼茨独立发展了微积分的基本概念，包括导数，这是微积分学的基础。随着微

积分理论的发展，数学家们开始研究多元函数的导数问题，即如何量化一个函数在多维空间中的变化率。

在多元函数的情况下，导数的概念被推广为偏导数，它描述了函数沿某一特定方向的变化率。梯度是偏

导数的自然扩展，它不仅告诉我们函数在哪个方向上增长最快，还提供了这个方向的量化表示[1]。19 世

纪，数学家们引入了 Nabla 算子，这是一个向量微分算子，用于表示梯度、散度和旋度等概念。随着数

学分析的深入，梯度的概念被进一步发展和完善，成为多元函数分析中的核心概念之一[2]。梯度的应用

从最初的理论探索，扩展到物理学、工程学、经济学等多个领域，成为解决实际问题的重要工具。在现

代数学中，梯度的概念与其他数学分支，如泛函分析、流形上的微积分等，相互融合，形成了更为丰富

的数学理论体系。 
梯度下降法是一种一阶迭代优化算法，用于求解目标函数的最小值。其核心思想是利用负梯度方向

作为搜索方向，因为在多元函数的某一点处，函数值沿着负梯度方向下降最快[3]。在机器学习中，梯度

下降法是训练神经网络和其他机器学习模型的基本算法，用于调整模型参数，降低损失函数的值；在深

度学习中，梯度下降法用于优化模型的参数，通过不断迭代更新参数，使神经网络的损失函数最小；在

经济学中，梯度下降法可以用于求解某些优化问题，如资源分配问题；在工程设计和控制理论中，梯度

下降法可以用于系统参数的优化；在信号处理领域，梯度下降法可以用于滤波器设计和信号估计。梯度

下降法的变体包括批量梯度下降、随机梯度下降[4]和小批量梯度下降。这些变体在不同的应用场景下有

各自的优势，例如随机梯度下降适用于大规模数据集，而批量梯度下降在数据量较小时计算更为精确。

在实际应用中，梯度下降法需要考虑一些实用技巧，如选择合适的学习率、检查梯度流问题以及使用自

适应技术等，以确保算法的效率和准确性。此外，梯度下降法也存在一些问题，例如可能会陷入局部最

小值或鞍点，这需要通过更高级的优化算法来解决[5]。 
本文将从梯度的基本概念出发，进一步扩展梯度在瞎子爬山以及机器学习中的应用。 

2. 梯度 

2.1. 问题的引入 

一个人被困在山上，需要从山上下来。但此时山上的浓雾很大，导致可视度很低。因此，下山的路

径就无法确定，他必须利用自己周围的信息去找到下山的路径。这个时候，他就可以利用梯度下降算法

来帮助自己下山。具体来说就是，以他当前的所处的位置为基准，寻找这个位置最陡峭的地方，然后朝

着山的高度下降的地方走，然后每走一段距离，都反复采用同一个方法，最后就能成功的抵达山谷。 
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2.2. 梯度的概念 

2.2.1. 偏导数的定义 
设二元函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0,P x y 处偏导存在，根据偏导数的定义，有 

( ) ( ) ( )0 0 0 0

0

, ,
limx x

f x x y f x y
f P

x∆ →

+ ∆ −
=

∆
 

( )xf P 数值上表示函数 ( ),f x y 在点 P 沿 x 轴正方向的变化率。 

2.2.2. 方向导数的定义 
设二元函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0,P x y 处沿 l 的方向导数

f
l

∂
∂

存在，l 方向单位向量 ( )cos ,cosl α β=e ，则

方向导数可以表示为 
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例：求 ( ), ,f x y z xy yz zx= + + 在点 ( )1,2,2P 沿方向 l 的方向导数，其中 l 的方向角分别为 60 ,45 ,60  。 
解：与 l 同向的单位向量为 

( ) 1 2 1cos60 ,cos45 ,cos60 , ,
2 2 2l
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计算可得方向导数为 
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2.2.3. 二元函数的梯度 
二元函数 ( ),f x y 在点 P 的所有方向导数中，能否找到最大值？分析表明， ( ) ( )( ),x yG f P f P= 很特

别，该方向上能取得方向导数的最大值，从而引出梯度的定义。 
设函数 ( ),f x y 在平面区域 D 内具有一阶连续偏导数，则对于区域 D 内的每一点 ( )0 0,P x y ，都可以

确定出一个向量 ( ) ( )0 0 0 0, ,x yf x y f x y+i j ，称该向量为函数 ( ),f x y 在点 ( )0 0,P x y 处的梯度，记作 

( )0 0,f x ygrad 或 ( )f Pgrad ，即 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ,x yf x y f x y f x y= +grad i j  

说明 1：二元函数的梯度是平面上的一个向量，是该函数关于 x 的偏导数向量与关于 y 的偏导数向量

的和向量。 
说明 2：函数在点 P 处的梯度方向即能够使得方向导数取得最大值的方向。 
说明 3：由于方向导数表明了在点 P 处沿某方向函数值的变化率，方向导数取得最大值意味着函数

值增加得最快，因此梯度方向是函数值增加最快的方向。 
例：设函数 ( ) ( )2, lnf x y x y= + ，求其在点 ( )1,1 处的梯度。 
解：函数在点 ( )1,1 处的偏导数为 

( )
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2
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可得该函数在 ( )1,1 处的梯度为 

( ) ( ) ( )( ) 11,1 1,2 1,1 ,1
2x yf f f  = + =  

 
grad  

2.2.4. 三元函数的梯度 
设函数 ( ), ,f x y z 在空间区域 D 内具有一阶连续偏导数，则对于区域 D 内的每一点 ( )0 0 0, ,P x y z ，都

可以确定出一个向量 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ,x y zf x y f x y f x y+ +i j k ，称该向量为函数 ( ), ,f x y z 在点 ( )0 0 0, ,P x y z 处

的梯度，记作 ( )0 0 0, ,f x y zgrad 或 ( )f Pgrad ，即 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , ,x y zf x y z f x y f x y f x y= + +grad i j k  

2.2.5. 三元函数梯度与方向导数的关系 
设三元函数 ( ), ,f x y z 在 ( )0 0 0, ,P x y z 处可微， ( )cos ,cos ,cosl α β γ=e 是与方向 l 同向的单位向量，则 

( ) ( ) ( ) ( )cos cos cosx y z l
P

f f P f P f P f P
l

α β γ∂
= + + = ⋅

∂
grad e  

3. 多元函数梯度的应用 

3.1. 瞎子爬山问题的解决方法 

“瞎子爬山”是一种形象的比喻，用来描述一种优化算法，其中“瞎子”代表了算法在没有全局信

息的情况下寻找最优解的过程。在这种比喻中，梯度下降法可以视为一种“瞎子爬山”的策略，其核心

思想如下： 
1) 局部最优：瞎子(即优化算法)只能感知到局部的梯度信息，就像一个盲人只能通过脚来感知地面

的坡度。 
2) 随机起点：瞎子可能从山的任意位置开始，这对应于优化算法中的随机初始化。 
3) 梯度指导：瞎子通过感知地面的坡度(即梯度)来决定下一步的移动方向。在优化问题中，这意味

着算法根据目标函数的梯度来更新参数。 
4) 局部搜索：由于只能感知局部信息，瞎子可能会陷入局部最高点，而不是全局最高点。同样，梯

度下降法可能会找到局部最小值而非全局最小值。 
5) 迭代过程：瞎子通过不断移动来逐渐接近山顶，这对应于梯度下降法中的迭代过程。 
6) 学习率：瞎子每次移动的步伐大小可以类比于梯度下降法中的学习率。如果步伐太大，可能会跳

过山顶；步伐太小，则可能收敛缓慢。 
7) 收敛条件：瞎子爬山的停止条件可以是达到一定的高度或不再有更高的点可移动，这对应于梯度

下降法中的收敛条件，如梯度足够小或达到预设的迭代次数。 

3.2. 梯度在机器学习中的应用 

梯度下降法是机器学习中最基本的优化技术之一，广泛应用于线性回归、逻辑回归、神经网络等模

型的训练过程中。梯度下降是一种优化算法，用于最小化损失函数，即模型预测值与实际值之间的差异。

梯度下降法的核心思想是通过迭代调整模型参数，以减少预测误差。以下是梯度下降法在机器学习中的

应用和关键点： 
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1) 损失函数：首先定义一个损失函数(也称为目标函数或代价函数)，该函数衡量模型预测值与实际

值之间的差距。常见的损失函数包括均方误差(MSE)、交叉熵损失等。 
2) 参数初始化：在训练开始之前，需要初始化模型的参数。这些参数可以随机初始化，也可以根据

问题的特性进行特定的初始化。 
3) 梯度计算：在每次迭代中，计算损失函数对每个参数的偏导数，即梯度。梯度指向损失函数增长

最快的方向。 
4) 参数更新：根据计算得到的梯度和预设的学习率，更新模型参数。更新规则通常是： 

( )new old Lθ θ µ θ= − ∇ ，其中θ 表示模型参数， µ 是学习率， ( )L θ∇ 是损失函数 L 对参数θ 的梯度。 
5) 迭代过程：重复步骤 3)和 4)，直到模型的损失函数达到一个可接受的最小值，或者达到预设的迭

代次数。 
6) 学习率调整：学习率是梯度下降算法中的关键超参数。太小的学习率会导致收敛速度慢，而太大

的学习率可能导致跳过最小值或不稳定的收敛。 
7) 收敛条件：梯度下降算法的停止条件可以是梯度的大小小于某个阈值，或者迭代次数达到预设的

上限。 
8) 局部最小值和鞍点：梯度下降可能会陷入局部最小值或鞍点，特别是当损失函数是非凸函数时。

为了解决这个问题，可以使用更高级的优化算法，如牛顿方法、共轭梯度法等。 
9) 正则化：为了防止过拟合，可以在损失函数中添加正则化项，如 L1 或 L2 正则化。 

4. 结语 

本文首先介绍了梯度的起源和发展，然后给出了梯度的概念以及与方向导数的关系，最后重点探讨

了梯度在瞎子爬山以及机器学习中的应用。 

参考文献 
[1] 同济大学数学科学学院. 高等数学[M]. 北京: 高等教育出版社, 2021. 

[2] 陈纪修, 於崇华, 金路. 数学分析[M]. 北京: 高等教育出版社, 2019. 

[3] 史加荣, 王丹, 尚凡华, 张鹤. 随机梯度下降算法研究进展[J]. 自动化学报, 2021, 47(9): 2103-2119. 

[4] 邱松强. 特征值与梯度下降算法[J]. 高等数学研究, 2023, 26(3): 36-39. 
[5] Ruder, S. (2016) An Overview of Gradient Descent Optimization Algorithms. arXiv.1609.04747. 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.148299

	多元函数梯度及其应用
	摘  要
	关键词
	Multivariate Function Gradient and Its Application
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 梯度
	2.1. 问题的引入
	2.2. 梯度的概念
	2.2.1. 偏导数的定义
	2.2.2. 方向导数的定义
	2.2.3. 二元函数的梯度
	2.2.4. 三元函数的梯度
	2.2.5. 三元函数梯度与方向导数的关系


	3. 多元函数梯度的应用
	3.1. 瞎子爬山问题的解决方法
	3.2. 梯度在机器学习中的应用

	4. 结语
	参考文献

