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摘  要 

20世纪以来，随着科学技术的发展，出现了许多新型的偏微分方程，如椭圆型方程、双曲线型方程和抛

物线方程等，这些偏微分方程求解问题都可以转化为求相应常微分方程的解或研究解的性质的问题。

Monge-Ampère方程是一类完全非线性偏微分方程，起源于几何学，在微分几何，流体力学，最优化问

题等领域有广泛应用。近年来，关于Monge-Ampère方程的研究已取得了很大的突破，众多学者运用不

同的方法去讨论这类方程解的存在性，多解性及其唯一性，例如，不动点定理、上下解方法、单调迭代

方法、变分理论、分歧理论等。基于Monge-Ampère方程模型的实际应用背景，本文主要讨论一类

Monge-Ampère方程的Dirichlet问题，运用Krasnosel’skii-Precup不动点定理得到了其径向解存在的充

分条件。 
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Abstract 
Since the 20th century, with the development of science and technology, there are many new types 
of partial differential equations, such as elliptic equations, hyperbolic equations and parabolic 
equations, etc. These partial differential equations can be transformed into the solution of the 
corresponding ordinary differential equations or the study of the nature of the solution of the 
problem. Monge-Ampère equations are a class of fully nonlinear partial differential equations that 
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originated in geometry and have wide applications in differential geometry, fluid mechanics, op-
timization problems, and other fields. In recent years, the research on Monge-Ampère equations 
has made great breakthroughs, and many scholars have used different methods to discuss the 
existence, multisolvability and uniqueness of the solutions of these equations, such as the fixed 
point theorem, the upper and lower solution method, the monotone iteration method, the theory 
of variations, the theory of divergence, etc. Based on the practical application background of the 
Monge-Ampère equation model, this paper focuses on the Dirichlet problem for a class of Monge- 
Ampère equations, and the sufficient condition for the existence of radial solutions of Monge- 
Ampère equations is obtained by applying the Krasnosel’skii-Precup fixed point theorem. 
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1. 引言 

本文拟讨论方程组 
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负径向解的存在性，利用 Krasnosel’skii-Precup 不动点定理给出其负径向解存在的充分条件，其中

{ }: 1NB x x= ∈ <R ， B∂ 是 B 的边界， 2det D u 表示 Monge-Ampère 算子，它等于 u 的 Hessian 矩阵的行

列式， if 满足 
(H) 1 2

2:,f f + +→R R 是连续不减的 [ )( )0,+ = +∞R 。 
20 世纪以来，随着科学技术的发展，出现了许多新型的偏微分方程，如椭圆型方程、双曲线型方程

和抛物线方程等，这些偏微分方程求解问题都可以转化为求相应常微分方程的解或研究解的性质的问题。

Monge-Ampère 方程最早由法国数学家 Gaspard Monge 提出，他在 1784 年研究曲面理论和几何光学时引

入了这种方程。法国物理学家和数学家André-Marie Ampère在1820年代对这些方程进行了进一步的研究，

特别是与力学和物理问题相关的部分，方程因此得名“Monge-Ampère 方程”。Monge-Ampère 方程的发

展与众多数学领域密切相关。无论是在纯数学研究中，还是在应用数学和实际问题中，Monge-Ampère
方程都展示了其强大的分析和描述能力。其丰富的数学结构和广泛的应用背景，使其成为现代数学研究

中的一个重要课题，自 1988 年 Kutev [1]的工作之后，Monge-Ampère 相关问题的解的存在性问题一直是

众多学者关注的热点话题[2]-[8]。例如，Liang和Chu [2]通过Krasnosel’skii不动点定理讨论了Monge-Ampère
方程 
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对称径向凸解的存在性。Lazer 和 McKenna [3]运用上下解方法讨论了当 ( )( )2det pD u h x u= − 时，上述问

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2024.148300
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


景娜 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.148300 27 理论数学 
 

题负凸解的存在性及唯一性。随后，Feng [4]运用相同方法讨论了 Monge-Ampère 系统 
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径向凸解的存在性，多重性及不存在性，其中 0λ > ，权函数 ( )ih C B∈ 。上述文献是在单位球域中讨论

了方程的相关解，Zhang [5]在 NR 中的光滑有界严格凸域上讨论了当(2)中的 1, 1ihλ = ≡ 且 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 2 2 1 1, , 0f u x u x f u x u x
α β

α β− = − − = − > 时径向凸解的存在性，唯一性及不存在性。 
在研究 Monge-Ampère 方程解的相关性质时，大部分文献使用的工具是 Krasnosel’skii 不动点定理，

它是非线性分析中证明不同类型边值问题解的存在性的主要工具。对方程组而言，通过 Krasnosel’skii 定
理获得的不动点 ( )1 2, , , nu u u u=  满足 0u > ，但这并不能保证每个分量 ( )0 1,2, ,iu i n≠ =  ，即不能保证

不动点的所有分量都是非平凡的[9]，这一事实促使 Precup 建立了向量形式的 Krasnosel’skii 不动点定理

[10]，此定理保证了不动点的所有分量都是非平凡的。2022 年，Jorge Rodrígurz-López [11]将 Krasnosel’skii- 
Precup 不动点定理定义在不同于 ,r RK 的域上，扩大了 Krasnosel’skii-Precup 不动点定理的适用范围。

受上述文献启发，本文利用 Krasnosel’skii-Precup 不动点定理讨论系统(1)非平凡负径向解存在的充分

条件。 

2. 预备知识 

令 2 2 2
1 2 nr x x x x= = + + + 。 

为了求解(1)，取 ( ) ( )( )1,2i iu x u r i= = 将其转化为如下问题 
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令 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,v r u r v r u r− = − 。则(3)等价于 
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那么问题(1)的负径向解等价于问题(4)的正解。 
引理 2.1 [7] 令 [ ]1 0,1v C∈ 满足 ( ) [ ]0, 0,1v r r≥ ∈ 。假设 ( )v r′ 在 [ ]0,1 上是不增的。那么 

( ) { } [ ]min ,1 , 0,1 ,v r r r v r≥ − ∈  
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定义 
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令 1 2K K K= × 。对于 ( )1 2,v v v K= ∈ ，定义 
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令 ( )1 2,T T T= 。显然 T 是全连续的且容易验证(4)等价于不动点方程 

( ) ( )1 2 1 2, ,T v v v v v= = 。 

因此，如果 ( )1 2,v v v K= ∈ 是 T 的不动点，那么 ( )1 2,v v v− = − − 是(1)的一个负径向解。 
对于 ( ) ( ) ( )( )2

1 2 1 2 1 2, , , , , , 0 , , 1,2i ir R r r r R R R r R iϕ ϕ ϕ+∈ = = < < = =R ，考虑下列集合 

( ) ( ){ }, 1 2 : , 1,, 2,r R i i i i iK v v v K r v v R iϕ ϕ= <∈= < = ； 

( ) ( ){ }, 1 2 : , 1,, 2,r R i i i i iK v v v K r v v R iϕ ϕ= ≤∈= ≤ = ； 

其中 :i iK Rϕ +→ 是锥 iK 上的凹函数满足 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )1 1 , , 0,1i i i iu v u v u v Kϕ λ λ λϕ λ ϕ λ+ − ≥ + − ∈ ∈ 。 

注意到 ,r RKϕ 是一个凸闭集，集合 ,r RKϕ 是 K 的收缩核(Dugundji 扩张定理[12])。在 ,r RKϕ 中引入如下不动

点定理。 
引理 2.2 [11] 假设存在连续凹函数 :i iK Rϕ +→ 使得 ( ) ( ), 1,2i i i i iv v v K iϕ ≤ ∈ = 。集合 ,r RKϕ 是非空的，

( )1 2 ,, r RT T KT Kϕ= ∈ → 是紧算子，则对于每个 ( )1,2i∈ 存在 { }\ 0i ih K∈ 使得下列条件之一在 ,r RKϕ 中成立： 

(a) 若 ( )i i iv rϕ = 且 0µ ≥ ，则 ( ) i i iT v h vµ+ ≠ ；若 i iv R= 且 1λ ≥ ，则 ( ) i iT v vλ≠ ； 
(b) 若 ( )i i iv rϕ = 且 1λ ≥ ，则 ( ) i iT v vλ≠ ；若 i iv R= 且 0µ ≥ ，则 ( )i i iT v h vµ+ ≠ 。 
那么 ( )1 2,T T T= 至少有一个不动点 ( )1 2,v v v K= ∈ 满足 ( )i i ir vϕ< 且 ( )1,2i iv R i< = 。 

3. 主要结果 

接下来，我们给出一个 ( )1 2,T T T= 在 K 上不动点存在的充分条件。 
定理 3.1 假设(H)成立且存在 , 0i iα β > 满足 4 , 1,2i i iβ α< = 。若 
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则(4)至少存在一个正解 ( )1 2,v v v K= ∈ 满足 ( )i i ir vϕ< 且 ( )1,2i iv R i< = 。 
证明 考虑(5)式定义的算子 ( )1 2 ,:, r RT KKT T ϕ= → ，且 ( ), 1,2i i i ir R iβ α= = = 。定义 iK 上的凹函数 

:i iK Rϕ +→ 如下 
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( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, ,v r v r r r≥ ，再由假设(H)，得到 ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, ,i if v r v r f r r≥ 。结合(6)，对于任意的
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显然，若 ,r Rv Kϕ∈ ， ( )i i iv rϕ = ， 0µ ≥ ，取 1ih ≡ ，则 ( )i i iT v h vµ+ ≠ 。 
假设， 1λ ≥ ， ,r Rv Kϕ∈ 且 ( )1,2i iv R i= = ，由假设(H)，得到 ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, ,i if v r v r f R R≤ ， [ ]0,1r∈ 。

结合(6)，可以得到 
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故 i iT vλ≠ ，这满足引理 2.2 的条件(a)，由此可知系统(4)至少存在一个正解 ( )1 2,v v v K= ∈ 满足 ( )i i ir vϕ< 且

( )1,2i iv R i< = 。 
上述定理是在 1 2,T T 都为压缩型算子的情形下成立的，还需注意 1 2,T T 分别为压缩—拉伸型，或都为拉伸型

的情形。 
定理 3.2 假设(H)成立且存在 , 0i iα β > 满足 1 14β α< ， 2 2α β< 。若 
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则 ( )1 2,T T T= 在 ( ) ( )1 1 2 2\ \U V U V× 中至少有一个不动点，其中 

( ){ } { }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1,: : ,V v K v U v K vϕ β α
∞

= ∈ < = ∈ <  

{ } ( ){ }2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2: : .,V v K v U v K vα ϕ β
∞

= ∈ < = ∈ <  

证明 上述定理中 T1 是压缩型算子，由定理 3.1 的证明可得 T1 满足引理 2.2 的条件(a)，而 T2是拉伸

型算子，类似地，可证 T2 满足引理 2.2 条件(b)。 
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定理 3.3 假设(H)成立且存在 , 0i iα β > 满足 , 1,2i i iα β< = 。若 
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则 ( )1 2,T T T= 在 ( ) ( )1 1 2 2\ \U V U V× 中至少有一个不动点，其中 

{ } { }( ): : ( ) 1, ., 2i i i i i i i i i i iV v K v U v K v iα ϕ β
∞

= ∈ < = ∈ < =  

上述定理是在 T1，T2 都为 ( ) ( )1 1 2 2\ \U V U V× 上的拉伸型算子的情形下成立的。证明过程类似于定理

3.2。 
注 若有 0 i i iV V U∈ ⊂ ⊂ ， iU ， iV 是 iK 中的有界相对开集，且 \i iU V 是 iU 的收缩核，则定理 3.1~3.3

在满足上述条件的集合 ( ) ( )1 1 2 2\ \U V U V× 中也是成立的。 
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