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摘  要 

等价无穷小是极限理论的一个重要组成部分，选取合适的等价无穷小代换，可以极大地简化极限问题的

处理。使用等价无穷小需要满足一定的条件，很多学习者对等价无穷小代换的使用条件认识不深，经常

错用等价无穷小代换。针对这个问题，本文通过等价无穷小的本质对等价无穷小代换的使用条件进行解

析，使学习者能够充分认识并理解等价无穷小的使用条件，理解和掌握等价无穷小的应用，对于深入学

习和应用微积分知识具有重要的作用。 
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Abstract 
Equivalent infinitesimal is an important component of limit theory, and selecting appropriate 
equivalent infinitesimal substitutions can greatly simplify the handling of limit problems. The use 
of equivalent infinitesimal substitution requires certain conditions to be met, and many learners 
have a limited understanding of the conditions for using equivalent infinitesimal substitution and 
often misuse it. In response to this issue, this article analyzes the usage conditions of equivalent 
infinitesimal substitution through the essence of equivalent infinitesimal, enabling learners to fully 
understand and comprehend the usage conditions of equivalent infinitesimal, understand and mas-
ter the applications of equivalent infinitesimal, which plays an important role in in-depth learning 
and application of micro integration knowledge. 
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1. 引言 

在微积分学中，等价无穷小是极限理论中一个极其重要的概念，它在微积分学、微分方程、级数理

论等多个数学领域中都有广泛的应用，是一种非常有用的工具。它通过定义两个无穷小量之间的等价关

系，在一定条件下将一个复杂的函数替换为另一个与之等价的简单函数，从而简化表达式而不改变其极

限值，极大地简化了极限问题的处理，也有力地推进了数学研究的深入发展。使用等价无穷小需要满足

一定的条件，经典教材上强调乘除因子可以直接进行等价代换，对于有加减项的不能直接代换没有做过

多的说明，让人疑惑不解，很多学者对使用条件进行了相应的研究，获得了一定的成果[1]-[4]，但是很多

学习者在学习过程中对等价无穷小的使用条件的认识还比较浅显，在实际应用中，经常错误使用等价无

穷小而导致计算结果错误。为了彻底搞明白等价无穷小的使用条件，本文将理清等价无穷小的本质，借

助泰勒公式深入探讨等价无穷小的使用条件，通过例题详细解析，使学习者能够对等价无穷小代换的使

用条件有充分的认识和理解。正确理解和应用这些条件，对于深入学习和应用微积分知识具有重要的作

用。 

2. 等价无穷小代换的相关知识 

2.1. 定义定理 

定义 1 [5]：如果函数 ( )f x 当 0x x→  (或 x →∞ )时的极限为零，那么称函数 ( )f x 为当 0x x→  (或
x →∞ )时的无穷小。 

注解：无穷小是在自变量的某一变化过程中，以 0 为极限的函数，注意 0 是特殊的无穷小量，但无

穷小量不是 0。 
定理 1 [5]：在自变量的同一变化过程中 0x x→  (或 x →∞ )中，函数 ( )f x 具有极限 A 的充分必要条

件是 ( )f x A α= + ，其中α 是无穷小。 

定义 2 [5]：α 及 β 都是在同一个自变量的变化过程中的无穷小，且 0α ≠ ，lim β
α

也是在这个变化过

程中的极限，若 lim 0β
α
= ，称 β 是比α 高阶的无穷小，记作 ( )oβ α= ；若 lim 1β

α
= ，称 β 与α 是等价无

穷小，记作α β 。 
定理 2 [5] β α 的充分必要条件为 ( )oβ α α= + 。 

定理 3 [5] 若 'α α ， 'β β ，且
'lim
'

β
α

存在，则
'lim lim
'

β β
α α
= 。 

2.2. 高阶无穷小的运算规则[6] 

高阶无穷小的运算规则：当 0x → 时， 
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(a) ( ) ( ) ( )n n no x o x o x± =  (同阶加减，阶数不变)； 

(b) 当m n> 时， ( ) ( ) ( )m n no x o x o x± =  (不同阶加减，取次数低)。 

(c) ( ) ( )n nk o x o x⋅ =  (常数 k 乘以高阶无穷小，阶数不变)。 

2.3. 常用的泰勒展开函数 

几个常用函数 ( )f x 在 0x = 处的带有佩亚诺余项的泰勒展开式： 

( )
2 3

e 1
2! 3! !

n
x nx x xx o x

n
= + + + + + +  

( ) ( ) ( )
3 5 2 1

1 2 1sin 1
3! 5! 2 1 !

n
n nx x xx x o x

n

−
− −= − + − + − +

−
  

( ) ( ) ( )
2 4 2

2cos 1 1
2! 4! 2 !

n
n nx x xx o x

n
= − + − + − +  

( ) ( )
( ) ( )23 5 7 2 1 2 1
4 1 41 2 17tan

3 15 315 2 !

n n
n n n

B
x x x x x x o x

n
− −

− −
= + + + + + + ，其中 2nB 是伯努利数。 

( ) ( ) ( )
2 3

1ln 1 1
2 3

n
n nx x xx x o x

n
−+ = − + − + − +  

( )21 1
1

n nx x x o x
x
= + + + + +

−
 。 

3. 等价无穷小常见错误类型解析 

3.1. 等价代换后误差被忽略 

例 1 求极限 30

tan sinlim
x

x x
x→

−
。 

错误解法：当 0x → 时，直接把 tan x x 和 sin x x 直接带入得 3 30 0

tan sinlim lim 0
x x

x x x x
x x→ →

− −
= = 。 

问题原因：当 0x → 时，将 tan sinx x− 与 x x− 式子直接等价无穷小，而 

0 0

0lim lim 0
tan sin tan sinx x

x x
x x x x→ →

−
= =

− −
，不符合等价无穷小定义，所以 tan sinx x− 与 0x x− = 不是等价无穷

小。另外，由等价无穷小充分必要条件得 ( )sin x x o x= + ， ( )tan x x o x= + ，所以 ( ) ( )tan sinx x o x o x− = − ，

而 ( ) ( ) 0o x o x− = 是错误的，比如当 0x → 时， ( )2x o x= ， ( )3x o x= ，但是 2 3 0x x− ≠ ，所以 ( ) ( )o x o x−

不一定是 0，只能确定是比 x 的高阶无穷小，即 ( )tan sinx x o x− = ，但不确定阶数，所以极限 

( )
3 30 0

tan sinlim lim
x x

o xx x
x x→ →

−
= 就无法计算。错解中省略了 ( )o x ，默认了是比 3x 高阶的无穷小，因误差精度不

够而导致计算错误。 

正确解法(1)： ( )
2

3 3 30 0 0

1
tan 1 costan sin 12lim lim lim

2x x x

x xx xx x
x x x→ → →

⋅−−
= = = 。 

在乘积或除法运算中，如果某一部分的因子或除数可以表示为另一个与之等价的无穷小，则可以直

接进行替换，而不影响整个表达式的极限值。 

正确解法(2)：由泰勒公式可得 ( )
3

3sin
3!
xx x o x= − + ， ( )

3
3tan

3
xx x o x= + + ，则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 33 3 3 3 3

3 3 3 30 0 0 0

3 3!tan sin 12 2lim lim lim lim
2x x x x

x x x xx o x x o x o x o x o xx x
x x x x→ → → →

 
+ + − − +  + − +−  = = = = 。 

等价无穷小的本质是函数逼近，可以看成泰勒公式的一阶展开，忽略了一阶后面的项，容易因为精

度不足引起等价无穷小代换的失败。解法(2)充分考虑到了精度问题，利用泰勒公式展开第一项后面的高

阶项来近似，得到了正确解。 

3.2. 局部乘法因子被替换 

例 2 求极限
( )

20

ln 1 3 3lim
x

x
xx→

+ 
− 

 
。 

错误解法：把 ( ) ( )ln 1 3 3 0x x x+ → 直接带入得原式得 

( )
2 20 0 0

ln 1 3 3 3 3 3 3lim lim lim 0
x x x

x x
x x x xx x→ → →

+     − = − = − =     
    

。 

问题原因：待求极限的整个式子不是整体乘法因子，只是局部乘法因子，不能局部代换。 
正确解法(1)：把待求极限式子化成整体乘法因子型后利用洛必达法则求得 

( ) ( )
( )2 20 0 0 0

3 3ln 1 3 ln 1 3 33 9 91 3lim lim lim lim
2 2 1 3 2x x x x

x x x x
x x xx x→ → → →

−  + + −  +− = = = − = −    +   
。 

对于不是整体乘法因子型的，要避免直接局部代换，先化成整体乘法因子再选择合适的方法计算。 

正确解法(2)：当 0x → 时，由泰勒公式得 ( ) ( )
2

29ln 1 3 3
2
xx x o x+ = − + ，所以 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2 2 2

2 2 2 20 0 0 0

3 93 3ln 1 3 ln 1 3 33 92 2lim lim lim lim
2x x x x

x
x o x x x o xx x x

xx x x x→ → → →

− + − − ++ + − 
− = = = = − 

 
。 

对于乘法因子不能整体代换时，可以尝试泰勒公式求解，要注意精度。 

3.3. 分式“上下不同阶” 

分式“上下同阶”指的是对于分式
A
B
型，如果分母(或分子)是 x 的 k 次方，则应把分子(或分母)按泰 

勒公式展开到 x 的 k 次方，称之为“上下同阶”原则[7]。 

例 3 计算极限
( )

30

e 2 2
lim

sin

x

x

x x
x→

− + +
。 

错误解法：
( ) ( ) ( ) ( )

2 32 2

3 3 30 0 0

1 2 2
e 2 2 2 12lim lim lim

2sin

x

x x x

x xx o x x x o xx x
x x x→ → →

 
+ + + − + +  +− + +  = = = 。 

错误原因：分子中 2x − 这一项中有常数 2， ex 在展开时没有展开到与分母相同阶数的 3 次项，只展

开到了 2 次项，与 2 相乘结果的最高次幂低于分母的 3 次幂，导致分式“上下不同阶”，精度丢失较大，

引发错误。 
正确解法：利用泰勒公式展开到 3 次项得 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3 33 3

3 3 30 0 0

21 2 2
e 2 2 2 6 12 6lim lim lim

6sin

x

x x x

x x x xx o x x x o xx x
x x x→ → →

 
+ + + + − + +  − +− + +  = = = 。 
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泰勒展开的基本原则是分子与分母上下同阶即可，如果展开阶数过低，就会导致精度降低，误差增

大，所以展开到几阶由分母的最低阶数确定最佳[8]。 

4. 其它使用条件 

泰勒公式可以解决复杂极限问题，但对于简单的极限问题，一般来说，两个无穷小量前面系数之代

数和不为 0 的时候就可以使用等价无穷小。文献[9]也提出了在一定条件下，加减因式可以使用等价无穷

小代换，从泰勒展开式的角度进行了说明，等价无穷小取的是泰勒展开的第一项，只要两个函数展开的

第一项相加减后不能消掉，就可以直接使用等价无穷小代换。 
定理：当函数 ( )1f x 和 ( )2f x 在自变量同一个变化过程中极限为 0， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,f x g x f x g x  ，① 

如果
( )
( )

1

2

lim 1
f x
f x

≠  (
( )
( )

1

2

lim
f x
f x

指的是在同一个变化过程中的极限)，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x f x g x g x− − ；② 如

果
( )
( )

1

2

lim 1
f x
f x

≠ − ，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x f x g x g x+ + 。 

例 4 求极限
0

tan 2sinlim
x

x x
x→

−
。 

因为 tan x 和 sin x 两个无穷小量前面系数之代数和不为 0，可以直接把 ( )tan 0x x x → 和

( )sin 0x x x → 带入，则结果为
0 0 0

tan 2sin 2lim lim lim 1
x x x

x x x x x
x x x→ → →

− − −
= = = − 。 

从极限四则运算法则角度考虑，计算过程为
0 0 0

tan 2sin tan 2sinlim lim lim 1 2 1
x x x

x x x x
x x x→ → →

−
= − = − = − ，四则 

运算的前提是等式右边两个极限都存在。 
从函数的泰勒展开理解， tan x 和 sin x 展开到一阶够了，即 ( )tan x x o x= + ， ( )sin x x o x= + ，则

( )2sin 2x x o x= + ，发现 tan x 和 2sin x 展开后 x 的一次项系数不同，就可以正常计算。这种可以归结为加

减“幂次最低”原则[7]，指的是对于 A B− 型，将 A，B 展开到它们的系数不相等的 x 的最低次幂为止。

加减“幂次最低”原则通过如下例题进行详细解析。 

例 已知

2

2

0

cos elim 1

x

bx

x
ax

−

→

−
= ，求 ,a b。 

解：由泰勒公式得 ( )
2 4

4cos 1
2! 4!
x xx o x= − + + ， ( )

2 2 4
42 1e 1

2 2! 4

x x x o x
−

= − + ⋅ + ，将 cos x，
2

2e
x

−
展开到 4x  

时，其系数就不同了，使用“幂次最低”原则，展开到此项后，进行运算得： 

( ) ( ) ( )
2 2 4 2 4

4 4 4 42 1 1cos e 1 1
2! 4 2 2! 4 12

x x x x xx o x o x x o x
−  

− = − + + − − + ⋅ + = − + 
 ！

， 

所以

2

42 1cos e
12

x

x x
−

− − ，所以
1 , 4

12
a b= − = 。 

例 5 求极限
( )

20

sin
lim

sinx

x x x
x→

+ ⋅
。 

( )
2 20 0

sin 2lim lim 2
sinx x

x x x x x
x x→ →

+ ⋅ ⋅
= = ，其中 ( )sin 2 0x x x x+ → ，之所以可以这样直接代换是因为 x 与 sin x  

的系数之和为 2 不为 0。 

例 6 求极限
( )

40

sin
lim

sinx

x x x
x→

− ⋅
。 
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( ) ( )
3

3

4 3 30 0 0

sin 3!sin 1lim lim lim
6sinx x x

xx x o x
x x x x x

x x x→ → →

 
− − + − ⋅ −  = = = ，这里 sinx x− 不能用 sin x x ，否则得到

极限为 0 的错误结果，因为 x 与 sin x 的系数之和为 0，故加减时不能使用等价无穷小。 

例 7 求极限
2 2

2 20

arcsin3 2lim
3 sin 2x

x x
x x→

−
+

。 

由上述定理知，当 0x → 时， 2 2arcsin3 3x x ， 2 2sin 2 2x x ，则
2 2

2 20 0

arcsin3 3 3lim lim 1
22 2x x

x x
x x→ →

= = ≠ ，所以

2 2 2 2

2 2 2 20 0

arcsin3 2 3 2 1lim lim
53 sin 2 3 2x x

x x x x
x x x x→ →

− −
= =

+ +
。 

例 4~7 的计算，本质上都是利用泰勒公式展开，遵循的是加减“幂次最低”原则和分式“上下同阶”

原则。 

5. 结语 

等价无穷小代换的本质是两个函数逼近问题，通俗地说就是一个选择估计值精确度的问题。从泰勒

公式的角度深层次地理解，就是函数泰勒公式的低阶展开，精度丢失，存在误差。能不能等价无穷小代

换的关键是两个函数是否足够逼近，能够在求极限的过程中满足精度要求。对于 0/0 型分式整体的乘除

因子，可以直接使用等价无穷小代换，极限不变；对于有加减项时，在一定条件下也可以使用等价无穷

小代换。正确使用等价无穷小代换要从泰勒公式的角度去理解函数近似与等价关系，要注意等价无穷小

代换中误差精度是否满足极限计算的要求以及整体因子和局部因子代换的区别，对于函数的泰勒展开时

遵循分式“上下同阶”原则和加减“幂次最低”原则。 
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