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摘  要 

定义在半无穷区间
 

 

1 ,
4

 +∞= 上的有理函数系({ }ng n2 : N∈ ，其中N表示非负整数全体)，给出了区间

 上的希尔伯特空间( ( )L w2 , )是研究者最新提出的研究内容。该空间中的基定理证明了{ }ng n2 : N∈

是 ( )L w2 , 空间中的一组基。其定理的证明采用了等距同构的方法，未详细展开。本文首先给出 ( )L w2 ,
空间中的另一个刻画，并利用此刻画，采用函数论的方法，给出基定理的一个新证明，以展现此空间中

的函数逼近结构。 
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Abstract 
A family of rational functions  { }ng n2 : N∈  (where N denotes the set of all nonnegative integers) 

defined on a semi-infinite interval  
 

1 ,
4
+∞= , and a Hilbert space ( ( )L w2 , ) on   is a recently 

proposed research subject. { }ng n2 : N∈  was proved to be an orthonormal basis for ( )L w2 ,  in a 
theorem (the basis theorem) by using an isometry. The original proof is so brief that it might not 
have shown the hierarchy of function approximation relations clear enough. In this paper we give 
another characterization and raise examples of functions of several kinds in it. By taking advantages 
of this characterization, and by applying a function theory method, we offer a new proof for the basis 
theorem. We wish our deduction could show the hierarchical structurer of the function approxima-
tion in this space. 
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1. 引言 

再生核理论是人工智能和机器学习的重要理论基础。Kilmer 等人在[1]中提出了一类的正定多项式，

为再生核的构造提供了新的方法。该多项式与著名的切比雪夫多项式有紧密关系，而正交性是切比雪夫

多项式的精髓。正交逼近已经在科学的各个领域(包括但不限于数学、物理等)得到了广泛应用[2]-[4]。若

进一步地，正定多项式同时具有正交性，则可在机器学习和正交逼近理论两个方面都发挥作用。文献[5]
对该问题进行了探讨。然而结果表明，此正交性无法直接得到。为要得到正交性，需对上述正定多项式

进行修正，修正后得到一族正交有理函数。下面就该文中部分结果进行总结。 
在半无穷区间 

1 ,
4
 +∞

=


  

上定义了如下的无理函数系：对于任何 z∈， Nn∈ ， 

 ( ) ( )
2

2

0
1 ,

n
nkk

n
k

n k
zg z

k

 
   −

=

− 
= −  

 
∑  (1) 

其中 ⋅   表示取整函数。Boyd 曾给出过一个半无穷区间上的正交函数族[6]。沈捷等人进行了半无穷空间 

上谱逼近的若干研究[7]，Huseynov 研究了偏微分方程在半无穷区间上的特征级数问题[8]。这些成果为本

研究的开展提供了动力。 

{ }N:ng n∈ 也可由如下的递归方式定义：对于任何 z∈， 0 1g = ， 1
1g
z

= ，若 2n ≥ ，则令 
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( ) ( ) ( )1 2
1 .n n ng z g z g z
z − −= −  

由(1)式可见每个 2ng 都是有理函数. 如果令 ( )arctan 4 1zθ = − ，则 

 ( ) ( ) ( )
2

sin 2 1
2 ,

sinn n
n

g z D
θ

θ
θ
+

= =  (2) 

其中 nD 表示第 n 阶狄利克雷核[9]。同时，定义权函数 

( ) 2
4 1 ,
2

zw z
z
−

=
π

 

对任何 上的勒贝格可测子集 E，定义概率测度[10] 

( ) ( )d
E

E w z zµ = ∫ . 

在区间 上，定义希尔伯特空间 

( ) ( ){ }2 2, : dL w f f z µ= < +∞∫在 上勒贝格可测


   

带有内积 

( ) ( )2, d , , ,f g f L wg f gµ= ∈∫   

以及其引导的范数 ⋅ 。则{ } ( )2N ,:n wg n L⊂∈  。 

基定理是说，{ }N:ng n∈ 的偶子列{ }2 N:ng n∈ 是空间 ( )2 ,L w 的一组标准正交基。该偶子列是一族

有理函数。使用有理函数进行的逼近称为有理逼近，它具有悠久的研究历史。常见有理逼近包括连分式

逼近，Padé 逼近[11]，切比雪夫逼近等[12]。因此 ( )2 ,L w 空间中使用基函数{ }2 N:ng n∈ 对进行的逼近。

这与切比雪夫逼近一样，是一种利用有理级数进行逼近的方式。两者的不同是，切比雪夫逼近是在一个

有限区间上，而使用基函数{ }2 N:ng n∈ 的逼近是在一个半无穷空间上。 
基定理是 ( )2 ,L w 研究的重要基础。原文中该定理的证明采用了两个空间等距同构的方法。因该证

明简洁，尚未完全体现出此空间中函数逼近的层次结构。本文首先给出 ( )2 ,L w 空间中的另一个刻画，

并利用此刻画，采用函数论的方法，依次证明连续函数、示性函数属于该刻画，给出基定理的一个新证

明。同时，该证明可以展现此空间中的函数逼近结构，例如要逼近该空间中的可测函数，可用示性函数

进行逼近，而示性函数根据本证明，转而依次可由基函数、连续函数逼近。在下一部分，将通过{ }2 N:ng n∈
给出空间 ( )2 ,L w 中的子空间刻画，并在第三部分，给出基定理的证明。 

2. ( )L w2 , 的另一个刻画  

由于{ } ( )2
2 N: ,ng n L w⊂∈  ，定义 ( )2 ,L w 的子空间如下 

{ }2 Nspan :ng n= ∈ . 

利用基函数与三角函数的关系，即(2)式，可以得到下面的引理。 
引理 1. { }2 N:ng n∈ 是 ( )2 ,L w 的一组正交集。 

证明 对任何 N,m n∈ ， 

( )2 2 2 2, d .m n m ng g g g µ= ∫


 

注意到 
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24d si dn .θµ θ
π

=  

根据(2)式，我们得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 0

2
0

4, sin 2 1 sin 2 1 d

2 cos 2 2 cos 2 2 2 d .

m ng g m n

m n m n

θ θ θ

θ θ θ

π

π

= + +

= − − + + 

π

π

∫

∫
 

当 m n≠ 时， 

( ) ( ) ( ) 2

2 2
0

sin 2 2 sin 2 2 22, 0.
2 2 2 2 2m n

m n m n
g g

m n m n
θ θ

π

− + + 
= − = +π − + 

 

当 m n= 时， 

( ) ( )

( )

2
2 2 0

2

0

2, 1 cos 4 2 d

sin 41
2 1

1.

m ng g n

n
n

θ θ

θ

π

π

= − +  

= −
+ π

=

π ∫

 

因此，{ }2 N:ng n∈ 是 ( )2 ,L w 的一组标准正交集。证毕。 

现在我们定义 

( ) ( ){ }:C f f= +∞在 上连续 存在  . 

那么，利用基函数和第二类切比雪夫多项式的关系，参考第二类切比雪夫多项式的正交性、对称性

和逼近性质，有如下引理： 
引理 2. ( )C ⊂ 。 

证明 不妨设 ( )f a+∞ = 。令
1

2
x

z
= ，则可将函数 2

1
4

f
x

 
 
 

连续偶延拓到区间 [ ]1,1− 上，记为 ( )F x 。

即 

( ) 2
1 , 0 1,

4
, 0.

f x
F x x

a x

   < ≤  =  
 =

 

对任何 Nn∈ ， kc 为实数， 0 k n≤ ≤ ，根据第二类切比雪夫多项式 2kU 的对称性，我们有 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

12 2 2
0 04

2
1 2

220
0

2
1 2

21
0

2

2
0 2

4 1 d
2

4 11 d
4

2 1 d

,

n n

k k k k
k k

n

k k
k

n

k k
k

n

k k
k

zf c g f z c g z z
z

x f c U x x
x

x F x c U x x

F c U

+∞

= =

=

−
=

=

− − = −  π 

  = − −  π   

 = − − π  

= −

∑ ∑∫

∑∫

∑∫

∑
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其中
2⋅ 表示空间 [ ]( )2 1 ,1,L r− 的范数，权函数 

( ) [ ]
22 2 , 1,1 .xr x x

π
−

= ∈ −  

第二类切比雪夫多项式属于该空间[13]。根据维尔斯特拉斯逼近定理关于空间 [ ]( )2 1 ,1,L r− 的一个版

本(参见文献[13]，推论 3.2A)，对于任何事先给定的正数 ε ，存在整数 m 以及一组实系数 0 1, , , ma a a ，使

得 

0 2

.
2

m

k k
k

F a U ε
=

− <∑  

由于 F 是偶函数，令 t x= − ，得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0 2
1

2 21 2
1

0

1
2 21 2

1
0

0 2

2

2 1 d

2 1 1 d

1 .

m

k k
k

m

k k
k

m k
k k

k

m k
k k

k

F a U

x F x a U x x

t F t a U t t

F a U

ε
=

−
=

−
=

=

> −

   = − −  π    

   = − − −  π    

= − −

∑

∑∫

∑∫

∑

 

现在令
2
mn  =   

以及 2k kc a= 。则有 

( )

2 2
0 0 2

0 0 2

1 1 1 .
2 2

n n

k k k k
k k

m m k
k k k k

k k

f c g F c U

F a U F a U

= =

= =

− = −

   = − + − −      

∑ ∑

∑ ∑
 

应用闵可夫斯基不等式，我们有 

( )2
0 0 02 2

2 2 1 .
2 2

n m m k
k k k k k k

k k k
f c g F a U F a U

= = =

− ≤ − + − −∑ ∑ ∑  

由 ε 的任意性、引理 1 以及的完备性，我们得到 f ∈。证毕。 
下面给出一个关于示性函数的引理。 
引理 3. 设 E 是如下的集合之一： 

(1) 1 ,
4

E a =  
，其中 a∈ ； 

(2) E 是 上的开区间； 
(3) E 是 上的勒贝格可测集， 
则示性函数 E ∈1 。 

证明 (1) 设 1 ,
4

E a =  
。不失一般地，设 2a > 。对任何 1n > ，定义 
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( ) ( ),

1 11, , ,
4

1 1 11 , , ,
2
0, .

n a

z a
n

f z
na nz z a a

n n

  ∈ −   =   + − ∈ − +   
 其它

 

也就是说， ,n af 在 E 上为 1，在 [ )2,+∞ 上为零，中间用直线段连接起来。那么，就成立 ( ),n af C∈  。

由引理 2， ,n af ∈。另外， n →∞时， 

( )
1

2 2
, ,1 2

21 1,

4 11 d
2

2 4 1max
2

2 0.

a
n

E n a n aa
n

z a a
n n

zf f z z
z

z
n z

n

+

−

 ∈ − + 
 

−
− = −

π

−
≤

π



≤



π



→

∫1

 

因此 E ∈1 。 

(2) 设 ( ),E b c= ，其中
1
4

b c≤ < ，我们知道 { }z b= ∈1 ，因为它在 上几乎处处等于零。根据第一种

情形，我们有 

{ }1 1, ,
4 4

E z bc b =   
     

= − − ∈1 1 1 1 . 

(3) 设 E 是 上的勒贝格可测集。给定正数 ε ，存在 1
1
4

z > 使得 

[ )( )
2

1,
2

z εµ +∞ < . 

令 0 1
1 ,
4

E E z =   
 。根据文献[10]中关于勒贝格测度的一个定理(42 页，定理 12)，我们知道，存在互

不相交的开区间 1
1 , , 0
4kE z k n ⊂ ≤ ≤  

，使得 

2

0 0
1 1 2

n n

k k
k k

E E E Eµ εµ
= =

   
+ <   

   
 

  . 

根据第二种情形的结果，我们得到 

1
1

n k
k

k

n

E
E k

=
=

= ∈∑


1 1 . 

因此可以推出  

[ )

[ )( )

0 10
11 1 1

2 2 2

,

0 0 1
1 1

2 2
2.

d d

,

2 2

nn n n
kk k kkk k k

E E EzE EE E E

n n

k k
k k

E E E E z

µ µ

µ µ

ε

µ

ε ε

== = =

+∞∆

= =

   
   − − + ∫ −
   
   

   
= + + +∞   

   

< + =

= ∫


  

 

 

1 1 1 1 1 1
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其中第一步右端第一个积分的积分域中，Δ表示两个集合的对称差。由上式两边开根号可得 

0

1

n
k

k

E
E

ε
=

− <


1 1 . 

这表明对任何 上的勒贝格可测集 E，都成立 E ∈1 。证毕。 

3. ( )L w2 , 空间中的基定理及其函数论证明 

本部分，我们叙述并证明下面的定理： 
定理 4. ( ( )2 ,L w 空间中的基定理) { }2 N:ng n∈ 是 ( )2 ,L w 的一组标准正交基。 

证明 根据的定义，只需证明 ( )2 ,L w ⊂ 。假设 ( )2 ,f L w∈  ， ( )0,1ε ∈ 。那么我们有如下两个

结论。 

首先，根据均方收敛的意义，存在 2
1
4

z > 使得 

[ )2

2
2

, d .
4z f µ ε

+∞ <∫  

其次，设 1n ≥ ，固定 f，令 

( )2
1 , : 2 ,
4

f n
nA z z f z  = ∈ ≥    

 

那么 f
nA 是勒贝格可测的，且随着 n →∞单调下降。我们断言：存在只依赖于 ε 和 2z 的正整数 1N ，对任

何 1n N> ，成立 
2

2d .
4f

nA
f µ ε

<∫  

我们用反证法证明该断言。若不然，就必然存在某个 0 0ε > 和递增正整数序列 1 2, , , ,kn n n ，使得 
2

2 0d .
4f

nk
A

f µ
ε

≥∫  

这时我们记 

( )2
1 , : ,
4

fA z z f z∞
  = ∈ = ±∞    

 

那么 

1
l m ,i

k k

f f f
n nk k

A A A
∞

∞→∞ =

= =


 

且 
2

2 0d .
4fA

f µ
ε

∞
≥∫  

但这又可以推出 

( ) 0,fAµ ∞ >  

并且进一步有 
2 2d d .fA

f fµ µ
∞

≥ = +∞∫ ∫
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这与 ( )2 ,f L w∈  的假设矛盾。因此断言成立。这里的证明利用了可测函数在某个集合上值为无穷的

性质。当这样的集合勒贝格测度为零时，其平方的积分为零；否则，其平方的积分为无穷，不可能取中

间正值。 
接下来，我们需要利用上面两个结论，构造性地选取的特殊 n 值 0n 和空间中与 0n 有关的函数 1f ，

去证明 f ∈，从而证明 1f f− ∈。为此，我们令 

2
0 1 2

2 4 1
max 1, log 1

z
n N

ε

  − = + +  
π    

 

以及 

( ) ( )0 0
02

1

12 2 ,, ,
4

0,

n n f
nf z z z A

f z
−    ∈   =  

 其它.


 

那么 1f 是一个简单函数，即示性函数的线性组合。根据引理 3， 1f ∈。另外，我们还有如下推理： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 20 0

2 0

0

2 0

0

2

0

2 2
1 11 1 2, ,
4 4

2
1 1 3,
4 2

1 ,
4

1 ,
4

2

2 2

2

2

4 1d d
2
1 d

84 d

84 d

8 1 4
4

8 1 .
14 216
4

f f
n n

f
n

f
n

z A z A

z A

n
z A

n
z

n

zf f f f z z
z

f f z z
z

z

z

z

z
z

ε ε

µ   
      

 
  

−
 
  

−
 
  

−

−
− = −

π

< −
π

≤
π

≤
π

 ≤ − π  
π − = π    −



<




∫ ∫

∫

∫

∫

 





 

这推理利用了集合的放缩，不同集合上的函数性质以及 0n 选取的特殊性。因此 

1 ,f f ε− <  

这意味着 1f f− ∈，以及 ( )1 1f f f f= + − ∈。由 f 的任意性，我们得到 ( )2 ,L w ⊂ 。证毕。 

4. 结论 

基函数是希尔伯特空间中的根本结构，基定理是空间 ( )2 ,L w 中的基本定理。根据该定理，可以对

空间其中的函数进行有效表示。不难看出，{ }2 N:ng n∈ 对 ( )2 ,L w 中任意函数的逼近层次为：首先用基

函数{ }2 N:ng n∈ 逼近 上所有连续函数，然后用连续函数逼近 中勒贝格可测集上的示性函数，示性函

数组合成简单函数，简单函数逼近了 ( )2 ,L w 内所有函数。申明该空间中逼近的层次关系，有助于开展

该空间的函数在逼近理论、计算数学及其它应用科学中的研究。 
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