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摘  要 

研究一类退化Hessian商方程Neumann问题，通过选取恰当的辅助函数，利用极大值原理和基本对称函

数的性质，在条件 ( )l nkf C1 1− ∈ Ω× 下得到该方程当 f 依赖于 x Du, 时解的全局梯度估计。 
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Abstract 
In this paper, degenerate Hessian quotient equations with Neumann problem has studied. By choos-
ing suitable auxiliary functions, using the maximum principle and the properties of basic symmetric 
functions, with the ( )l nkf C1 1− ∈ Ω×  condition, the global gradient estimation for the admissible 
solution of the equations with dependent on x and Du has obtained. 
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1. 引言 

完全非线性方程在几何分析中扮演着重要角色。微分几何，复几何中许多问题可以约化为对完全非

线性方程的解的存在性和唯一性的研究。如：著名 Calbi 猜想等价于在紧凯勒流形上求解一个复蒙日–安

培方程。这使得我们可以通过对完全非线性偏微分方程的研究来推进相应领域的发展。 
Hessian 商方程是一类经典的完全非线性方程。考虑如下方程 

 
( )
( ) ( )

2

2
, .k n

l

D u
f x

D u

σ

σ
= Ω ⊂   (1) 

其中 0 l k n≤ ≤ ≤ ， ( )2
k D uσ 是 Hessian 矩阵 2D u 的特征值的 k 阶基本对称函数。当 0l = 时，(1)式是 k-

Hessian 方程。当 0,l k n= = 时，(1)式是 Monge-Ampere 方程。 
解的先验估计是讨论 Hessian 商方程可解性问题的一个关键步骤。与非退化方程不同，在退化情形下

解的先验估计的建立需要讨论 f 在 { }0f = 附近的正则性。文献[1]研究了退化 Monge-Ampere 方程的

Dirichlet 问题，得到了在条件 ( )1 1 1,1nf C− ∈ Ω 下 1,1C 解的先验估计。特别地，当所做估计与 inf fΩ 无关时，

则存在退化 Monge-Ampere 方程的唯一凸解 ( )1,1u C∈ Ω 。Ivochkina [2]研究了一类仅依赖于 Hessian 矩阵

特征值的完全非线性椭圆方程，得到了在条件 ( )1 1,1kf C∈ Ω 下解的存在性定理。随后，文献[3]研究了退

化 k-Hessian 方程的 Dirichlet 问题，在条件 ( )1 1,1k lf C− ∈ Ω 下得到了在严格凸有界域下的 1,1C 解的先验估

计。而对于退化 Hessian 商方程，文献[4]研究了如下退化 Hessian 商方程的 Neumann 边值问题，证明了

在条件 ( )1 2k lf C− ∈ Ω 下 1,1C 解的存在性定理。 
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自然地，会好奇当右端函数 f 与 Du 有关时，退化 Hessian 商方程 Neumann 问题的解是否存在?作为

重要的一步，文章先给出解的先验估计。 
为此文章考虑带有梯度项的退化 Hessian 商方程 Neumann 问题，在 ( )1 1k nlf C− ∈ Ω× 和一般性条件

下得到了解的 0C ， 1C 估计。 

2. 主要结果 

定理 1  设 nΩ⊂  是 3C 严格凸区域， γ 是 ∂Ω的单位外法向，设 ( ) ( )3 2u C CΩ ∩∈ Ω 是如下方程的 k

阶容许解， 

 
( )
( ) ( )

2

2
, ,

, .

k

l

D u
f x Du x

D u

u c xγ

σ

σ

ϕ


 = ∈Ω


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,
 (2) 

并满足 u M≤ 。若 ( )2Cϕ∈ ∂Ω ， ( ),f x p 是非负函数， ( )1 1k nlf C− ∈ Ω× ，且 f 满足 
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 ( ) ( ) 1
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Ω+ ∈ ×≤∑   (3) 

则存在唯一常数 c， ( )1
1

1 1 0 ,, , , , , n
k l

C
M M k fn l M ϕ −

Ω×
=  Ω 

 

使得 

 1sup .Du M
Ω

≤  (4) 

注 1 对于 Hessian 商方程(2)的 Neumann 问题，由于原方程的一个解加上任意常数仍是方程的一个

解，故不能得到解的一致有界性，因此不能使用连续性方法得到解的存在性。为解决上述问题，通常考

虑如下一族方程的解 uε  [5] [6]。 
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 (5) 

对 0ε∀ > ，需建立与 ε 无关的 uε 的先验估计，最后令 0ε → 即可证得(2)式解的先验估计。 

3. 预备知识 

下面介绍基本对称函数 ( )kσ λ 的定义和基本性质。 
定义 1  对 1,2, ,k n∀ =  ， ( )1 2, , , n

nλ λ λ λ= ∈  ，定义 
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定义 2  Garding 锥定义为 

( ){ }: 0, 1 .n
k i i kλ σ λΓ = ∈ > ∀ ≤ ≤  

并具有以下性质： 
若 ( )1 2, , , n kλ λ λ λ= ∈Γ ， 1 2 nλ λ λ≥ ≥ ≥ ，则有 0kλ > ， 

( ) ( ) ( )1 1 1| | |1 0,k k kn kσ λ σ λ σ λ− − −≥ ≥ ≥ ≥ >   

和 
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k
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k k C n k iσ λ σ λ
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− −≥ ∑  (6) 

为简便，记 
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其中 1
n ij
iF F
=

= ∑ 是矩阵 ( )ij

n n
F

×
的迹， 1

n ij
iF F
=

= ∑  是矩阵 ( )ij

n n
F

×
 的迹。 

命题 1  对 ( )2
kD uλ∀ ∈Γ ，则有 
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4. 退化 Hessian 商方程斜边值问题的 C0 估计 

定理 2  设 ( )3n nΩ⊂ ≥ 是 1C 有界区域， γ 是 ∂Ω的单位外法向量，若 ( ) ( )2 1u C CΩ ∩∈ Ω 是方程的

k 阶容许解且 ( )0,1ε ∈ ，则存在常数 ( ) ( )00 0 , ,diam , , nCM M k n fϕ
Ω×

 = Ω
 

使得 

 0sup .u Mε
Ω

≤  (9) 

证明  不妨设 0∈Ω，取
2v A x= ，A 足够大且依赖于 , ,n k l 和 0 nC Rf

×
。得 

( ) ( ) ( )2 2, max .fF D u F D vx Du f
Ω

= ≤≤  

由比较原理可知， u v− 在边界点 0x ∈∂Ω处达到非正最小值，则有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 .2u v x x x xu A
γ

ε ϕ γ+ −≥ − = − ⋅  

对 x∈Ω，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )00
2

2 diam 2 diam .Cu v x u v A Axε ε ϕ≥ − − Ω −≥ − Ω−  

因此， 

 ( ) ( )( ) ( )0
2

2 diam 2 dmin m iain m .
x x Cu u v A Aε ε ϕ
Ω Ω∈ ∈

− ≥ − −≥ Ω − Ω  (10) 

再由 ( )2
kD uλ ∈Γ 可知，u 是下调和的，故 u 在边界点 1x ∈∂Ω达到非负最大值，则有 

( ) ( ) ( )1 1 10 .u x x xuγ ε ϕ+≤ = −  

因此， 

 ( )1max sup .u u xε ε ϕ
Ω ∂Ω

= ≤  (11) 

由(10)式和(11)式可知定理得证。 

5. 退化 Hessian 商方程斜边值问题的 C1 估计 

下面证明了与 ε 无关的全局梯度估计，证法与文献[6]中复 Monge-Ampere 的 1C 估计证明类似。 
定理 3  设 nΩ⊂  是 3C 严格凸区域， ( )2Cϕ∈ ∂Ω ， ( ),f x p 是非负函数且 ( )1 1k nlf C− ∈ Ω× 并满足

条件(3)，若 ( ) ( )3 2u C CΩ ∩∈ Ω 是方程(5)的 k 阶容许解，则存在 ( )1
1

1 1 0 ,, , , , , n
k l

C
M M k fn l M ϕ −

Ω×
=  Ω 

 

使

得 
 1sup .Du M

Ω
≤  (12) 

证明  证(12)式等价于证 

 ( ) ( )1
1, , .nD u x M xξ ξ −≤ ∈Ω×  (13) 
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对 ( ) 1, nx ξ −Ω∈ ×∀  考虑辅助函数 

 ( ) ( ) ( )( ) 22 2, , ,u x u K xW x D u xξξ γ ξ ε ϕ ε++ += − −  (14) 

其中 K 是待定正常数， γ 是 ∂Ω上的单位外法向量。 
设 W 在点 ( )00

1, nx ξ −Ω∈ × 达到最大值，则 ( )
0 0 0D u xξ > 。断言： 0x ∈∂Ω，否则，将得到下述矛盾。

首先通过旋转坐标使得 ( )2
0D u x 是对角的，易得{ }ijF 是对角的。取定 0ξ ξ= ，使得 ( )0,W x ξ 在点 0x 处达

到最大值，则在点 0x 处对 W 求导，利用最大值原理有， 

 ( )( ) ( )
0

22, ,0 2 ,i ii i ii iW u u ux Ku u xξ γ ξ ε ϕ γ ξ ε ϕ ε= = − −− + − + + +  (15) 

 ( ) ( ) ( )
0

2 2 2
0 0 0, , 2 , 2 ,0 2ii ii i i i iiiii ii ii u u u u uu KW u ξ γ ξ ε ϕ γ ξ ε ϕ γ ξ ε ϕ ε ε− + − +≥ = − − + + + +− −  (16) 
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其中，对不等号右边第二项估计如下，由(15)式可知 
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由(3)式可知 

 .
k kp kl p if u fC u C C− −≥ ≥ −   (17) 

其中，K 足够大且依赖于

( )
2

1
0

1

, , , , ,,
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k l
C

C

n k l fM ϕ −

Ω×

Ω


，矛盾！故有 0x ∈∂Ω。为证定理 2 需考虑如下 3 

种情形。 
情形 1  若 0ξ 是法向且 0x ∈∂Ω，有 

( ) 22
0 0 0, .W x u K x Cξ ε= + ≤  

情形 2  若 0ξ 是任意方向且 0x ∈∂Ω，可设 0 0 0, ,ξ ατ βγ ξ τ τ ξ γ γ= + = + ，其中 1nτ −∈ 是 0x 的切

向，且满足 , 0τ γ = ， 0 , 0α ξ τ= > ， 0 , 1β ξ γ= < ， 2 2 1α β+ = 。可得 
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故有 
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( ) 22
0 0 0, .W x u K x Cξ ε≤ + ≤  

情形 3  若 0ξ 是切向且 0x ∈∂Ω ，可设在 0x 处外法向为 ( )0, ,0,1 ，通过旋转坐标可设

( ) 10 1,0, ,0 eξ = = ，故 ( ),W x ξ 在 0ξ 的方向处， ( )0 , 1iu x C i≤ > ，设 ( ) ( )
2

1, ,0, ,0

1

t
t

t
ξ =

+



，得 
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t
u xx

t
ξ

γ ε ϕ
=

= = − − +  

( )2 0 .u x C≤  

其中是 C 是依赖于 0,Mϕ 的常数。同理可得 ( )0 , 1iu x C i≤ > 。 
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故有 

 ( )0
1 2

0
min

, .
D C C

W x
ϕ

ξ
κ
+ +

≤  (19) 

由定理 2 和定理 3 可知，定理 1 得证。 

6. 结论 

通过引入恰当的辅助函数，利用基本对称函数的性质和极大值原理得到了当右端函数 f 依赖于 ,x Du
时退化 Hessian 商方程解的 0 1,C C 估计。进一步还可以考虑此类方程解的 2C 估计，从而去讨论解的存在

性，唯一性及解的形态。 
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