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摘 要

我们使用拟似然方法研究了随机热方程的参数估计问题，该方程为：

∂

∂t
u(t, x) =

1

2
∆u(t, x) +

√
θẆ (t, x) (t ≥ 0, x ∈ R)

其初始条件 u(0, x) = 0，Ẇ 是时空白噪声，∆ 为拉普拉斯算子。假设解关于时间可以离散观测，

我们给出了参数 θ 的估计量，并基于 Malliavin 微积分得到估计量的渐近行为。
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Abstract

In this paper, we investigate the parameter estimation of stochastic heat equation by
using the quasi-likelihood method. The equation is given by:

∂

∂t
u(t, x) =

1

2
∆u(t, x) +

√
θẆ (t, x) (t ≥ 0, x ∈ R)

with u(0, x) = 0, where Ẇ is a space-time white noise and ∆ is Lapalacian. Assuming
that the temporal process can be discretely observed, we provide an estimator for the
parameter θ and derive the asymptotic behavior of the estimator based on Malliavin
calculus.

Keywords
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1. 引言

在本文中，我们研究以下随机热方程的参数估计问题，该方程表示为: ∂
∂t
u(t, x) = 1

2
∆u(t, x) +

√
θẆ (t, x), t ≥ 0, x ∈ R,

u(0, x) = 0, x ∈ R,
(1.1)

其中 ∆ 是拉普拉斯算子，Ẇ 是时空白噪声，θ > 0 是一个未知参数。事实上，许多学者已经研究

了该方程的参数估计问题，包括谱方法、p - 变分方法、最小二乘法、极大似然方法等。我们参考
了文献 Chong [1], Cialenco [2], Cialenco [3], Cialenco 及 Huang [4], Cialenco [5] [6], Hildebrandt
及 Trabs [7], Markussen [8], Maslowski 及 Pospisil [9], Pospisil 及 Tribe [10], Torresy [11] 以及文
中的参考文献。作为一种尝试，本文通过拟似然方法研究方程 (1.1)的参数估计问题。
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假设时间过程 t 7→ u(t, ·) 可以在离散时间点 {ti = i
n
T, i = 1, 2, . . . , n} （其中 T > 0）上被观

测到。记 ξi = u(ti, x)− u(ti−1, x)，其中 x ∈ R 且 t > 0。由此得到参数 θ 的拟似然函数如下：

L(θ) : =

n∏
i=1

fξi(ξi) =

n∏
i=1

1

σ
√
2πA(i)

exp
{
− 1

2σ2A(i)
(ξi)

2

}
,

其中 fY (·) 是随机变量 Y 的密度函数, A(i) = E[ξ2i ]。通过使用类似于极大似然的方法，利用该拟

似然函数，我们得到参数 θ 的估计量：

θ̂n =

√
2π

Tn

n∑
i=1

ξ2i
A(i)

, (1.2)

本文主要结果是证明估计量 θ̂n 的相合性，且估计量误差过程的分布有：

√
n
(
θ̂n − θ

)
d−→ N(0, 4θ2)

在 n 趋于无穷时成立。

2. 预备知识

本节中，我们简要回顾随机热方程(1.1)的适定解 u 相关的性质，并引入解 u 关于时间的过程

ux 的马列万导数和多重随机积分。我们将在证明拟似然估计量的渐近正态性时使用这一工具。

2.1. 时间过程 ux

我们已知

u(t, x) =
√
θ

∫ t

0

∫
R
G(t− r, x− y)W (dr, dy), t ≥ 0,

其中 x ∈ R 且 t ≥ 0，G(t, x) = 1√
2πt

e−
x2

2t 为热核。显然，有

E [u(t, x)u(s, y)] =
θ

2π

∫ t∧s

0

1√
t+ s− 2z

e−
(x−y)2

2(t+s−2z) dz (2.1)

对所有 s, t ≥ 0 和 x, y ∈ R 成立。关于上述结论的更多细节可以参考 Alós 等人, Nualart 及其参考
文献。固定空间点 x ∈ R，我们将时间过程记为：

ux = {u(t, x), t ≥ 0},

则该时间过程 ux 满足：

Rx(t, s) = E[u(t, x)u(s, x)] =
θ√
2π

(√
t+ s−

√
t− s

)
,

其中 t ≥ s > 0 和 x ∈ R 。并且 ux = {u(t, x), t ≥ 0} 是一个双分数布朗运动，其指数 H = 1
2

,
K = 1

2
。此外，我们知道过程 ux 既不是半鞅也不是马尔可夫过程。
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2.2. Malliavin 分析

假设 Hx 是与 ux = {u(t, x), t ≥ 0} 相关的再生核希尔伯特空间，于是，Wiener 积分

ux(φ) :=

∫ T

0

φ(s)du(ds, x), φ ∈ Hx

作为一个高斯随机变量存在，且有

E

(∫ T

0

φ1(s)du(ds, x)

∫ T

0

φ1(r)du(dr, x)

)
= ⟨φ1, φ2⟩Hx

, φ1, φ2 ∈ Hx,

成立。显然，对于 t, s > 0，我们有:

⟨1[0,t], 1[0,s]⟩Hx
= E(u(t, x)u(s, x)) =

θ√
2π

(
(t+ s)1/2 − |t− s|1/2

)
.

记 Sx 为形式如下的光滑泛函集合

F = f(ux(φ1), u
x(φ2), . . . , u

x(φn)),

其中 f ∈ C∞
b (Rn) （f 及其所有导数有界），φi ∈ Hx。

我们将上述形式泛函 F 的ሲᮦ㇍子 Dx（Malliavin 导数）定义为

DxF =

n∑
j=1

∂f

∂xj

(ux(φ1), u
x(φ2), . . . , u

x(φn))φj .

该导数算子 Dx 是从 L2(Ω) 到 L2(Ω;Hx) 的可闭算子。我们用 D1,2 表示 Sx 在范数

∥F∥1,2 :=
√
E|F |2 + E∥DxF∥2Hx

下的闭包。ᮙᓜ〥࠼ δx 是导数算子 Dx 的伴随算子。如果

E |⟨DxF, v⟩Hx
| ≤ c∥F∥L2(Ω)

对所有 F ∈ Sx 成立，我们称随机变量 v ∈ L2(Ω;Hx) 属于散度算子 δx 的定义域，记为 Dom(δx)。

在这种情况下，δx(v) 由对偶关系定义

E [Fδx(v)] = E⟨DxF, v⟩Hx
(2.2)

对任意 v ∈ D1,2 成立。我们有 D1,2 ⊂ Dom(δx)。我们将使用记号

δx(v) =

∫ T

0

vsu(ds, x)

来表示 Skorohod 积分，且不定 Skorohod 积分定义为∫ t

0

vsu(ds, x) = δx(v1[0,t]).
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为了将马列万分析应用于估计量渐近正态性的证明，我们还需引入关于时间过程 ux = {u(t, x), t ≥
0} 的 p ≥ 1 阶多重积分 Ixp (f)，

Ixp (f) =

∫
[0,T ]p

f(t1, t2, . . . , tp)u(dt1, x)u(dt2, x) · · ·u(dtp, x)

对 f ∈ H⊗p
x 成立。对所有正整数 p, q，多重积分的等距可表示为：

E
[
Ixp (f)I

x
q (g)

]
=

n! ⟨f, g⟩H⊗p
x

, p = q,

0, p ̸= q.

该多重随机积分将在下文中计算 Kolmogorov 时使用。

另外，我们有

E
(∣∣Ixp (f)∣∣2) = p!∥f∥2H⊗p

x
. (2.3)

对于任意 p, q 阶对称积分 Ixp (f)I
x
q (g)：

Ixp (f)I
x
q (g) =

p∧q∑
r=0

r!

(
p

r

)(
q

r

)
Ik(f ⊗r g),

其中 k = p+ q − 2r，f ⊗r g 为 H⊗(p+q−2r)
x 中的元素，表示为：

f ⊗r g(s1, . . . , sp−r, t1, . . . , tq−r)

=

∫
[0,T ]k

f(s1, . . . , sp−r, x1, . . . , xr)g(t1, . . . , tq−r, x1, . . . , xr)dx1dx2 . . . dxr.

3. 参数估计

在本节中，通过在固定空间点 x 下的时间采样，我们考虑 (1.1)中参数 θ 的估计。定义

ξi = u(ti, x)− u(ti−1, x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R,

其中 ti = ih, i = 0, 1, 2, . . . , n 且 h = T
n
，T > 0，则 {ξi} 是一组零均值高斯随机变量。对于所有

i ∈ {1, 2, . . . , n}，其具有方差

Var(ξi) =
θ√
2π

{√
2ti +

√
2ti−1 + 2

√
ti − ti−1 − 2

√
ti + ti−1

}
=

θ√
2π

√
h
{√

2i+
√
2(i− 1) + 2− 2

√
2i− 1

}
≡ θ√

2π

√
hφ(i).

(3.1)
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3.1. 拟似然估计量

我们通过分析样本 {ξi}，来求解参数 θ 的拟似然估计量。对于高斯随机变量 ξi，我们有其概

率密度函数如下：
fΞ(ξi) =

1√
2πV ar(ξi)

exp
{
− ξ2i
2V ar(ξi)

}
.

则拟似然函数

L(θ) =
n∏

i=1

fΞ(ξi) = (
√
2hπθ)−

n
2 ·

exp{−
√
π
∑n

i=1

ξ2i
φ(i)√

2hθ
}√

φ(1) . . . φ(n)
.

进一步，对数拟似然函数为：

logL(θ) = −n

2
log θ − n

4
log(2πh)− 1

4

n∑
i=1

log(φ(i))−
√

π

2h

1

θ

n∑
i=1

ξ2i
φ(i)

,

其中，φ(i) =
√
2i+

√
2(i− 1) + 2− 2

√
2i− 1。根据极大似然方法的思想，我们利用：

∂ logL(θ)
∂θ

= 0,

有
− n

2θ
+ θ−2

√
π

2h

n∑
i=1

ξ2i
φ(i)

= 0,

进而求得参数 θ 的拟似然估计量如下：

θ̂n =
1

n

√
2π

h

n∑
i=1

ξ2i
φ(i)

. (3.2)

3.2. 估计量的收敛性和稳定性

在该小节中，我们将要证明估计量的收敛性，并且研究拟似然估计量误差的渐进行为。对于

上文中得到的拟似然估计量 θ̂n，我们将证明其是弱相合的，即对于 ∀ε > 0，

lim
n→∞

P (θ̂n − θ ≥ ε) = 0.

另外，样本量趋近于无穷大时，我们会证明拟似然估计量误差的极限分布受到噪声的影响表现为

正态性。

定理 3.1. 䇴 u Ѱᯯぁ (1.1)Ⲻ䘸ᇐ䀙ъԚᰬ䰪䗽ぁ ux = {u(t, ·), t ∈ [0, T ]} ൞⿱ᮙᰬ䰪⛯
{ti = ih, i = 0, 1, 2, . . . , n}δh = T

n
εр㻡㿸⎁ȾᡇԢᴿφ

1. զ䇗䠅 θ̂n ᱥж㠪δᕧਾεъᰖڅⲺȾ

2. ᖉ n 䏁ӄᰖキᰬ，ᡇԢᴿզ䇗䠅䈥ᐤⲺ⑆䘑࠼ᐹφ

n
1
2 (θ̂n − θ)

d−→ N(0, 4Tθ2).
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为了证明该定理，我们需要一些初步说明。

引理 3.1. ሯӄᡶᴿ x ∈ R，ᇐѿ

I1(n) =
∑

1≤i<j≤n

Eξ2i ξ
2
j

φ(i)φ(j)
,

ᖉ，ࡦਥԛᗍࡏ n → ∞ ᰬ， 4π

n2h
I1 ∼ θ2. (3.3)

证明. 通过以下事实：

Eξ2η2 = Eξ2Eη2 + 2
[
E(ξη)

]2
,

（其中 (ξ, η) 服从二维正态分布，Eξ = Eη = 0），我们有

Eξ2i ξ
2
j = E[u(ti, x)− u(ti−1, x)]

2E[u(tj , x)− u(tj−1, x)]
2

+ 2
[
E(u(ti, x)− u(ti−1, x))(u(tj , x)− u(tj−1, x))

]2
=

θ2h

2π
φ(i)φ(j) + 2I12(i, j)

对所有 x ∈ R 以及 1 ≤ i, j ≤ n 成立。其中，

I12(i, j) =
θ2

2π

(√
ti + tj −

√
tj − ti −

√
ti + tj−1 +

√
tj − ti−1

−
√
ti−1 + tj +

√
tj−1 − ti +

√
ti−1 + tj−1 −

√
tj−1 − ti−1

)2
=

θ2

2π
h
(√

i+ j −
√
j − i−

√
i+ j − 1 +

√
j − i+ 1

−
√
i+ j − 1 +

√
j − i− 1 +

√
i+ j − 2−

√
j − i

)2

=
θ2

2π
h
(√

i+ j − 2
√
i+ j − 1 +

√
i+ j − 2 +

√
j − i+ 1 +

√
j − i− 1− 2

√
j − i

)2

对所有 x ∈ R 以及 1 ≤ i, j ≤ n 成立。定义函数 f(x), g(x) 如下：

f(x) = 1− 2
√
1− x+

√
1− 2x, g(x) =

√
1 + x+

√
1− x− 2, (0 ≤ x ≤ 1

2
),

则由以上两个函数的泰勒展开，有：

√
i+ j−2

√
i+ j − 1 +

√
i+ j − 2 +

√
j − i+ 1 +

√
j − i− 1− 2

√
j − i

=
√

i+ j
{
1− 2

√
1− x+

√
1− 2x

}
+
√
j − i

{√
1 + x+

√
1− x− 2

}
=

√
i+ j f(x) +

√
j − i g(y)

= −1

4
x

3
2 − 3

8
x

5
2 + o(x

5
2 )− 1

4
y

3
2 + o(y

5
2 ),
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其中 x = 1
i+j
且 y = 1

j−i
。则

4π

n2h
I1 =

4π

n2h

∑
1≤i<j≤n

[
θ2h

2π
+

2I12(i, j)

φ(i)φ(j)

]
=

n− 1

n
θ2 +

∑
1≤i<j≤1

2 · 4π
n2h

I12(i, j)

φ(i)φ(j)

=
n− 1

n
θ2 +

n∑
j=2

j−1∑
i=1

4θ2

n2

(
− 1

4
x

3
2 − 3

8
x

5
2 + o(x

5
2 )− 1

4
y

3
2 + o(y

5
2 )
)

φ(i)φ(j)

∼ θ2

n− 1

n
+

4(n− 1)
(
− 1

4
(2n− 1)−

3
2 − 3

8
(2n− 1)−

5
2 + o((2n− 1)−

5
2 )− 1

4

)
nφ(n)φ(n− 1)

 ∼ θ2.

即得到引理结论。

另外，关于估计量的稳定性，我们将通过结合 Stein 方法和 Malliavin 微积分（参见 Nourdin
及 Peccati [12]）来研究。为此，我们需要简单介绍 Kolmogorov 距离：

dKol(X,Y ) = sup
z∈R

|P (X ≤ z)− P (Y ≤ z)|.

根据 Stein 方法的思想，为证明拟似然估计量 θ̂n 与参数的误差过程与正态分布足够接近，我们需

使用上述 Kolmogorov 距离来衡量分布之间的距离。即，dKol 能够度量依分布收敛：如果 F 的累

积分布函数是连续的，那么 Fn 依分布收敛于 F 当且仅当 n 趋于无穷时，

dKol(Fn, F ) −→ 0.

下面的引理同样是 Nourdin 及 Peccati 的结果（另见其中的定理 5.2.6），而该引理巧妙地将 Stein
方法与 Malliavin 分析结合在一起，使得我们可以直接使用上节中引入的马列万导数以及多重随机
积分来证明定理中有关估计量稳定性的部分。

引理 3.2. 䇴 Iq(f) ᱥީӄᰬ䰪䗽ぁ ux = {u(t, x), t ≥ 0} Ⲻ q ≥ 1 䱬ཐ䠃〥࠼，ъ┗䏩

E [Iq(f)
2] = σ2 䶔䴬ъᴿ䲆Ⱦࡏሯӄᡶᴿ x ∈ R，ᴿφ

dKol
(
Iq(f), N(0, σ2)

)
≤ C

√
Var

(
∥DIq(f)∥2Hx

)
,

ެѣ Hx ᱥᰬ䰪䗽ぁ ux = {u(t, x), t ∈ [0, T ]} Ⲻ߃⭕Ṯᑂቊե⢯グ䰪Ⱦ

3.3. 定理的证明

ᇐ理 3.1ѣ 1. Ⲻ䇷᱄. 我们很容易验证
Eθ̂n = θ,

由此给出无偏性。为证明相合性，只需证明 n 趋于无穷时，

E(θ̂n − θ)2 → 0
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成立。事实上，

E(θ̂n − θ)2 = E(θ̂2n)− θ2 − 2θE(θ̂n − θ),

其中，

E(θ̂n)
2 =

2π

n2h
E

( n∑
i=1

ξ2i
φ(i)

)2

=
2π

n2h
E

( n∑
i=1

ξ4i
φ(i)2

+ 2
∑

1≤i<j≤n

ξ2i ξ
2
j

φ(i)φ(j)

)

=
2π

n2h

n∑
i=1

Eξ4i
φ(i)2

+
4π

n2h

∑
1≤i<j≤n

E(ξ2i ξ
2
j )

φ(i)φ(j)
=

2π

n2h

n∑
i=1

Eξ4i
φ(i)2

+
4π

n2h
I1.

由正态分布的性质，有

Eξ4i = E[(u(ti, x)− u(ti−1, x))
4] = 3

[
E(u(ti, x)− u(ti−1, x))

2
]2

= 3
θ2h

2π
φ(i)2.

因此，结合该等式与引理3.1，当 n 趋于无穷时，我们有：

E(θ̂n − θ)2 =
3

n
θ2 +

4π

n2h
I1 − θ2 −→ 0. (3.4)

对于 x ∈ G 成立。由此给出了相合性。

ᇐ理 3.1ѣ 2. Ⲻ䇷᱄. 下面我们引入估计量的渐进分布。记

Φ̂n = n
1
2 (θ̂n − Eθ̂n), n ≥ 1,

我们将第二章中引入的关于马列万导数的相关定义应用于引理 3.2，即为证明定理结论，我们只需
证明：

d(Φ̂n, N(0, 4θ2)) ≤ C
√
V ar[∥DxΦ̂n∥2Hx

] −→ 0.

我们将计算 V ar[∥DxΦ̂n∥2Hx
]。由于

n
1
2 (θ̂n − θ) = Φ̂n + n

1
2 (Eθ̂n − θ).

根据 (3.4) 可知，

lim
n→∞

E(θ̂2n) = lim
n→∞

(
4θ2 +

θ2(2n+ 1)2

n2φ(n)2

)
= 4θ2.

通过使用多重积分的乘积公式，对于 n ≥ 1，我们有

Φ̂n =n− 1
2

√
2π

h

n∑
i=1

(
[u(ti, x)− u(ti−1, x)]

2 − E[u(ti, x)− u(ti−1, x)]
2

φ(i)

)
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=n− 1
2

√
2π

h

n∑
i=1

(
I1(1[ti−1,ti])I1(1[ti−1,ti])− E[u(ti, x)− u(ti−1, x)]

2

φ(i)

)

=n− 1
2

√
2π

h

n∑
i=1

(
I2(1

⊗2
[ti−1,ti]

)

φ(i)

)
.

另一方面，对于 n ≥ 1，

DxΦ̂n = 2n− 1
2

√
2π

h

n∑
i=1

(
I1(1[ti−1,ti])

φ(i)

)
1[ti−1,ti], n ≥ 1.

由此得出，对于 n ≥ 1，

∥DxΦ̂n∥2Hx
=

8π

h
n−1

n∑
i,j=1

I1(1[ti−1,ti])I1(1[tj−1,tj ])⟨1[ti−1,ti], 1[tj−1,tj ]⟩Hx

φ(i)φ(j)

=
8π

h
n−1

n∑
i,j=1

I2(1[ti−1,ti] ⊗ 1[tj−1,tj ])

φ(i)φ(j)
⟨1[ti−1,ti], 1[tj−1,tj ]⟩Hx

≡ R(n) + E
[
∥DxΦ̂n∥2Hx

]
.

注意到，V ar[∥DxΦ̂n∥2Hx
] = E

(
R2(n)

)
, 从而，

E
(
R(n)2

)
=

64π2

h2
n−2

n∑
i,j,k,l=1

E
[
I2(1[tj−1,tj ] ⊗ 1[ti−1,ti])I2(1[tk−1,tk] ⊗ 1[tl−1,tl])

]
φ(j)φ(i)φ(k)φ(l)

× ⟨1[tj−1,tj ], 1[ti−1,ti]⟩Hx
⟨1[tk−1,tk], 1[tl−1,tl]⟩Hx

=
64π2

h2
n−2

n∑
i,j,k,l=1

⟨1[ti−1,ti], 1[tk−1,tk]⟩Hx
⟨1[tj−1,tj ], 1[tl−1,tl]⟩Hx

φ(j)φ(i)φ(k)φ(l)

× ⟨1[tj−1,tj ], 1[ti−1,ti]⟩Hx
⟨1[tk−1,tk], 1[tl−1,tl]⟩Hx

,

其中 x ∈ G 且 n ≥ 1。注意到，

⟨1[tj−1,tj ], 1[ti−1,ti]⟩Hx
= E

[
(u(tj , x)− u(tj−1, x))(u(ti, x)− u(ti−1, x))

]
,

故而由引理3.1的证明，当 n 趋于无穷时，

V ar[∥DxΦ̂n∥2Hx
] = E

(
R2(n)

)
≤ C

64π2

h2
n−2h2 =

C

n2
,

从而，由引理3.2，n → ∞ 时，

d(Φ̂n, N(0, 4θ2)) ≤ C
√
V ar[∥DxΦ̂n∥2Hx

] −→ 0.
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结合以上结论、定理 (3.1) 以及 Slutsky’s 定理，我们可知以下的依分布收敛成立：

n
1
2 (θ̂n − θ) −→ N(0, 4θ2), n → ∞.

4. 数值模拟

对于时空白噪声驱动的随机热方程：
∂

∂t
u(t, x) =

1

2
∆u(t, x) +

√
θẆ (t, x), t ≥ 0, x ∈ R,

u(0, x) = 0.

(4.1)

在区间 [0, T ]（T = 100）上，我们对本文得到的估计量进行了数值模拟。其中 Ẇ 是一个时

空白噪声，∆ 是拉普拉斯算子。我们令 θ0 = 2 并绘制了 θT = θ̂n 随 T 变化的函数图（h = 0.05，

T = nh）。从图 1 可以看出，T 的值越大 (也就是样本量越大)，估计量对于 θ0 的误差就越小。

Figure 1. The function of θ̂n varying with T (when h = 0.05)
图 1. 估计量随 T 变化的函数 (h=0.05 时)

Table 1. The numerical values of θ̂n
表 1. 估计量 θ̂n 的数值

h T
20 40 60 80 100

0.1000 1.8830 2.0688 2.0419 2.0084 2.0775
0.0500 2.1542 2.0988 2.0071 1.9414 1.8314
0.0250 1.9057 1.9471 1.9463 2.1185 2.0482
0.0200 1.8846 2.0397 1.9784 2.0399 2.0111
0.0125 1.9295 1.8553 1.9462 1.9585 1.9928
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表 1描述了不同 h 值下的估计量 θ̂(20), θ̂(40), ..., θ̂(100) 的情况。表中数值表示，仅固定 h 时，

估计量可能不会收敛，当 h → 0 且 T → ∞ 时，估计量会很好地收敛。

5. 结论

本文通过对解过程关于时间上离散观测，利用拟似然方法得到了时空白噪声驱动的随机热方

程的拟似然估计量。同时，我们给出了该估计量的相合性并使用 Stein 方法和 Malliavin 分析讨论
了估计量误差过程的渐近正态性。数值模拟的结果表明，该估计量对于参数的估计是显著且有效

的。另外，拟似然的方法同样可以应用于纯空间噪声驱动的随机热方程的参数估计。更进一步地，

也可考虑对纯空间分数噪声驱动的随机热方程进行类似研究，对方程解的导数过程（而非直接利

用解过程）进行离散观测，从而得到样本以构造关于参数的拟似然函数。我们将会在以后的工作

中对其进行讨论。
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