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摘 要

本文主要考虑可压欧拉方程组的初边值问题。研究了两类具有高阶精度的熵稳定有限体积格式的

收敛性，通过对数值解建立合适的一致性估计，证明随着步长 h → 0，若数值解的密度是远离真

空且有界的，则由这两类熵稳定数值格式构造的解可以生成耗散测度值解。
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Abstract

In this paper, we primarily consider the initial boundary value problem for compress-
ible Euler equations. We study the convergence of two classes of high-order accurate
entropy stable finite volume schemes. By establishing appropriate the priori esti-
mates for the numerical solutions, we prove that as the step size h → 0, the solutions
constructed by these two types of entropy stable numerical schemes can generate
dissipative measure-valued solutions, provided that the density of the approximate
solutions is bounded away from vacuum and bounded above.
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1. 引言

本文主要研究定义在 (0, T )× Ω 上的可压欧拉方程组的初边值问题:
∂tρ+ divxm = 0,

∂t(m) + divx(
m⊗m

ρ
) +∇x[p(ρ)] = 0,

(ρ(0, ·),m(0, ·)) = (ρ0,m0).

(1)

这里 Ω ⊂ RN , N = 1, 2, 3 是空间区域，ρ 表示密度，m = ρu 表示动量，u 是速度，p(ρ) 是常见的

多方气体状态压强：p(ρ) = aργ , γ > 1.

为简便起见，本文考虑单位立方体上的周期边界条件，即

Ω = ([0, 1]|{0,1})N , N = 1, 2, 3. (2)
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对于欧拉方程(1)，弱解需要满足分布意义下的能量不等式:

∂t

∫
Ω

(
|m|2

ρ
+ P (ρ)

)
dx ≤ 0.

这里 P (ρ) 表示压强势，定义为 P (ρ) ≡ ρ
∫ ρ

1
p(r)
r2
dr.，则有

P (ρ) =
ρ

γ − 1
ργ . (3)

对于欧拉方程组的初值问题，即使给定初始数据是光滑的，间断也会在有限时间内产生。因

此，寻找弱形式的解是必要的。这类弱解可能并不唯一，需要补充熵条件筛选出具有物理相关性

的解。对于一维情形，解的适定性理论较为完整 [1]，但遗憾的是，对于多维系统，这类熵条件却
是失效的 [2]- [4]。

鉴于这些弱解不唯一性的结果，近年来，有关欧拉系统及守恒律系统的测度值解有越来越多

的学者进行研究探讨。测度值解的概念最初由 Diperna 在文章 [5] 中引入，文中主要研究双曲守恒
律的的测度值解。文章 [6, 7] 中，研究了高精度的熵守恒以及熵稳定的数值格式，在对数值解 L∞

有界的假设条件下，验证了相应数值格式的相容性，并证明数值解可以收敛到一种测度值解。但

本文更加关注所谓的耗散测度值解。这类解是在文章 [8] 中针对可压缩纳维 -斯托克斯方程而引入
的，并且证明了只要对应经典解存在，基于相同初始数据得到的耗散型测度值解和标准光滑经典

解将完全一致，这一性质被称为弱强 (weak -strong) 唯一性原理，这意味着经典解在这类耗散型测
度值解中是稳定的。对于不可压缩纳维 -斯托克斯方程，这种弱强唯一性准则已经在 Prodi [9] 和
Serrin [10] 研究工作中加以证明。Feireisl 等人 [11] [12] 对于纳维 - 斯托克斯方程以及欧拉方程组，
通过建立合适的一致性估计，证明了数值解生成的杨氏测度为原方程的耗散型测度值解。与 [6] 中
定义的测度值解不同，这一耗散测度值解仅需密度函数 ρ 的有界性假设 [11]。[11] 中主要讨论了二
阶精度的 Lax-Friedrichs 型格式，并证明解满足相应的弱强唯一性准则。

本文主要研究具有高阶精度的 ELW(Entropy Lax-Wendroff) 和 TeCNO 数值格式，并验证其
收敛性，进而证明在与 [11] 类似的假设下数值解可以生成耗散测度值解。为后文引入欧拉方程的
数值格式，首先将方程组写为守恒律形式

∂tU + divxf(U) = 0, (4)

U(0, ·) = U0. (5)

这里 U ⊂ Rd, d ∈ N, f(U) = (f1, · · · , fk), k = 1, 2, · · · , N 分别为守恒变量及通量函数。注意
到，令 U = [ρ,m] 以及 f(U) = [m, m⊗m

ρ
+ pI]，I 表示单位矩阵，则欧拉方程组(1)可转化为守恒

律形式。则相应半离散数值格式为

d

dt
UK(t) + (divhFh(t))K = 0, t > 0, K ∈ Jh, (6)

UK(0) = (Hh(U
0))K . (7)
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K ∈ Jh 表示网格单元，其中 Jh 为规则的正方形（N=2）或立方体（N=3），h 为有限体积单元格
大小。令 UK 表示分段常数函数 Uh 在单元格 K 上的取值，Hh 表示从 L1 到分段常数函数空间的

投影算子。Fh(t) 表示数值通量函数。

本文考虑两类高精度数值格式：ELWp 数值格式

F p
h = F̃ 2m

h − Cσ | Vhσ |2m−1 Vhσ. 以及 TeCNOp 数值格式 F p
h = F̃ 2m

h −DσVhσ.

上标 p 表示熵稳定数值通量函数 F p
h (t) 具有 p 阶精度，F̃ 2m

h (t) 表示 2m 阶精度的熵守恒数值
通量函数；并且 m, p ∈ N 满足关系：当 p 为偶数时，m = p

2
，p 为奇数时，m = p+1

2
。对于数值

扩散项 Cσ | Vhσ |2m−1 Vhσ, DσVhσ 具体定义，将在后文给出。

为建立合适的一致先验估计，与 [11] 类似，本文需要做出以下假设
假设 1.1. ᆎ൞жѠᑮᮦ ρ > 0，ֵᗍሯӄԱᝅ h ж㠪ᴿ 0 < ρ < ρh(t)Ⱦ

假设 1.2. ᖉ 1 < γ < 3 ᰬ，ᆎ൞жѠᑮᮦ ρ > 0，ֵᗍሯӄԱᝅ h ж㠪ᴿ ρh(t) < ρȾ

如文章 [6] 中假设，TeENO 格式中应用的 ENO 重构满足猜想：取任意整数 p > 1，令 ũj(x)

表示关于 {ūi}i∈Z 定义在单元格 Ij 处的 p 阶 ENO 重构，假设 {ūi}i∈Z 有紧支集，则存在依赖于

p 的常数 C > 0，使得下式成立∑
j∈Z

|ūj+1 − ūj |p+1 ≤ C
∑
j∈Z

(ũ−j+1 − ũ+j )(ūj+1 − ūj). (8)

本文的结论主要有：

定理 1.1. 䇴1.1ૂ1.2ٽ ᡆ㄁，ሯ TeCNO Ṳᕅٽ䇴┗䏩⥒ᜩ ᖉࡏ，(8) h → 0+ ᰬ，ᮦٲṲᕅ

ELWp ԛ਀ TeCNOp фਥু⅝᣿ᯯぁ(1)ᱥж㠪Ⲻ，ᒬъᴿж㠪ᙝޢᕅ:

−
∫
Ω

Uh(0) · φ(0, ·) dx =

∫ T

0

∫
Ω

fh · ∇xφ dxdt+O(h
1

2m+1 ),

φ(x, t) ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;Rd);[ ∫

Ω

η(Uh(t))dx

]t=τ

t=0

≤ 0, 0 ≤ τ ≤ T.

(9)

定理 1.2. 㤛ᇐ⨼1.1Ⲻٽ䇴ᶗԬᡆ㄁，䇴 Uh = [ρh,mh] 㺞⽰р䘦њ〃儎㋴ᓜᮦٲṲᕅⲺ䀙，ࡏᖉ

h→ 0+ ᰬ，ᮦٲ䀙 Uh ਥԛ⭕ᡆޭᴿᇐѿ2.1ᖘᕅⲺ㙍ᮙ⎁ᓜٲ䀙 Vt,xȾ

2. 定义及引理

2.1. 耗散测度值解定义

欧拉方程组(2)的弱解与文章 [11] 中完全相同，因此我们不再做多余重复，这里主要给出耗散
测度值解的定义。

定义 2.1. [㙍ᮙ⎁ᓜٲ䀙] 䇴 F = {[ρ,m]|ρ ≥ 0,m ∈ RN}. 㤛ᇐѿ൞グ䰪 F рⲺᾸ⦽⎁ᓜ
{Vt,x}t∈(0,T ),x∈Ω ┗䏩ࡓခᮦᦤ V0,x ∈ P(F),，ᒬъᴿс䘦ㅿᕅᡆ㄁，ࡏ〦Ѱ⅝᣿㌱㔕(1)Ⲻ㙍ᮙ⎁
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ᓜٲ䀙Ⱦ䘏䠂 (t, x) → Vt,x ᱥ⭧グ䰪 (0, T )×Ω ࡦ P(F) Ⲻᕧ (*) ਥ⎁᱖ሺχP ѰᾸ⦽⎁ᓜ䳼ਾȾ

• 䇴 τ ∈ (0, T ), φ ∈ C1([0, T ]× Ω), r1C ∈ M([0, T ]× Ω;RN )

[ ∫
⟨Vt,x; ρ⟩φ

]t=τ

t=0
=

∫ τ

0

∫
Ω

[⟨Vt,x; ρ⟩∂tφ+ ⟨Vt,x;m⟩ · ▽xφ]dxdt+

∫ τ

0

∫
Ω

▽xφ · dr1C ;

• 䇴 τ ∈ (0, T ), φ ∈ r1C([0, T ]× Ω;RN ), r2C ∈ M([0, T ]× Ω;RN×N )

[ ∫
Ω

⟨Vt,x;m⟩ · φ
]t=τ

t=0

=

∫ τ

0

∫
Ω

[
⟨Vt,x;m⟩ · ∂tφ+ ⟨Vt,x;

m⊗m

ρ
⟩ : ▽xφ+ ⟨Vt,x; p(ρ)⟩divxφ

]
dxdt+

∫ τ

0

∫
Ω

▽xφ : dr2C ;

• ሯࠖ҄ᡶᴿ τ ∈ (0, T ) [ ∫
Ω

⟨Vt,x;
(1
2

|m|2

ρ
+ P (ρ)

)
⟩dx
]t=τ

t=0
≤ 0;

• ሯࠖ҄ᡶᴿⲺ τ ∈ (0, T ) ∫ τ

0

∫
Ω

1d|r1C |+
∫ τ

0

∫
Ω

1d|r2C | . D.

ެѣ㙍ᮙ㕰䲭 D(τ) = −
[ ∫

Ω
⟨Vt,x;

(
1
2
|m|2
ρ

+P (ρ)
)
⟩dx
]t=τ

t=0
ᱥ䶔䍕࠳ᮦ，A . B ㅿԭӄ A ≤ CB，

C ѰԱᝅ↙ᑮᮦȾ

2.2. 熵稳定数值格式

设 Ω = Ωh ⊂ RN 表示空间离散区域，将其离散为有限体积单元 K，使得 Ω = Ωh =
∪

K∈Jh
K

成立。以二维空间为例，定义单元格为 K := [xi+1/2,j , xi−1/2,j) × [yi,j+1/2, yi,j−1/2), 本文假设网格

大小 h 在各方向相同且固定。定义 X(Jh) 是 Jh 上的分段常数函数空间，对任意 gh ∈ X(Jh)，设

gK = gh|K，使其满足
∫
Ω
ghdx = hN

∑
K∈Jh

gK . 设投影算子

Hh : L1(Ω) → X(Jh), (Hh(φ))K :=
1

hN

∫
K

φ(x)dx.

记 σ = K|L,L = K + hek, k = 1, 2, · · · , N 表示相邻单元格 K 和 L 之间的面，ε 表示全部单
元格所有面的集合，∂K 表示单元格 K 的边界；定义 gσ 为函数 gh ∈ X(Jh) 在面 σ = K|L 上的
值：gσ = gK+gL

2
。令 ek, k = 1, 2, · · · , N 表示空间标准基向量，对任意方向 k = 1, 2, . . . , N，存在

单元格 K 的两个面与外法向量平行，分别将其定义为 σ+
k , σ

−
k，类比定义其面上的值为

gσ,k+ =
gK + gL

2
, σ+

k = K|L,L = K + hek, (10)

gσ,k− =
gJ + gK

2
, σ−

k = J |K,J = K − hek. (11)
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同样，定义单元格 K 上的离散算子为

(∂k
hgh)K :=

gσ,k+ − gσ,k−

h
,
(
∂k+
h gh

)
K

:=
gL − gK

h
,
(
∂k−
h gh

)
K

:=
gL − gJ

h
,

(divhGh)K =

N∑
k=1

(∂k
hg

k
h)K , Gh = (g1h, g

2
h, · · · , gNh ),

(
∇+

h gh
)
K

= (
(
∂1+
h gh

)
K
, · · · ,

(
∂N+
h gh

)
K
).

离散跳跃算子 ghσ := gLn
+
K + gKn

−
K , 以及均值算子 (gh)σ := gK+gL

2
. 这里 n+

K , n
−
K ≡ n+

L 分别

表示单元格 K 和 L 的外法向量。
定义 2.2. 㤛࠳ᮦ η(U) : Rd → R ਀ Q(U) = (Q1, Q2, · · · , QN ) : Rd → RN ┗䏩ᶗԬ (∇UQk)

T =

(∇Uη)
T∇Ufk, k = 1, 2, · · · , N. ᮦሯ࠳〦ࡏ (η,Q) Ѱ⟫ሯȾެѣ，Ԛ V = ∇Uη(U)，ࡏ〦࠳ᮦ V

Ѱ⟫਎䠅Ⱦ

定义 2.3. 㤛⟫ሯ (η,Q) ┗䏩⿱ᮙ⟫уㅿᕅ

d

dt
η(UK(t)) + (divhQh(t))K ≤ 0, K ∈ Jh. (12)

Ṳᕅᱥ⟫ᆾᚈⲺȾٲ〦ᮦࡏ，൦，㤛ㅿਭᡆ㄁ࡡṲᕅᱥ⟫どᇐⲺȾ⢯ٲ〦ᮦࡏ

文章 [13] 中，Tador 介绍了二阶精度熵守恒数值通量函数 F̃σ = F̃h(UK , UL), σ = K|L，具体
表达式为

F̃σ,k = F̃h,k =

∫ 1

0

fk
(
UK + ζ(UL − UK)

)
dζ, k = 1, 2, · · · , N (13)

F̃h = (F̃h,1, F̃h,2, · · · , F̃h,N ).

对应的数值熵通量函数为

Q̃σ(UK , UL) = (V )Tσ F̃σ − (ψ)σ. (14)

这里 ψ = V T f(U)−Q(U) 表示熵势。

Lefloch 等人 [14] 通过将二阶精度 F̃σ(13)作为构建块得到了任意高阶精度的熵守恒数值通量，
数值通量函数 F̃ 2m

σ = (F̃ 2m
σ,1 , F̃

2m
σ,2 , · · · , F̃ 2m

σ,N ) 是 2m,m ∈ N 阶精度的

F̃ 2m
h,k =

m∑
i=1

αm
i

i−1∑
t=0

F̃h,k(UK−tek , UK−tes+iek), K ∈ Jh. (15)

这里 αm
1 , α

m
2 , . . . , α

m
m 是以下 m 个线性方程的解

2
m∑
i=1

iαm
i = 1,

m∑
i=1

i2t−1αm
i = 0; (t = 2, . . . ,m). (16)

同样，熵函数 Q̃2m
σ = (Q̃2m

σ,1, Q̃
2m
σ,2, · · · , Q̃2m

σ,N ) 是(14) 的线性组合
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Q̃2m
σ =

m∑
i=1

αm
i

i−1∑
t=0

Q̃σ(UK−tek , UK−tek+iek), K ∈ Jh. (17)

这样构造的数值熵通量形式上是 2m 阶精度的，即
引理 2.1 (LeFloch [14]). ሯԱᝅ m ∈ N，䇴 αm

1 , α
m
2 , . . . , α

m
m ᱥ㓵ᙝᯯぁ(16)Ⲻ䀙，ࡏᮦٲṲᕅ

F̃ 2m
h,k (15) ┗䏩

1. F̃ 2m
h,k (UK , UK , . . . , UK) = fk(UK),

2. F̃ 2m
h,k(UK−(m+1)hek

,...,UK+mhek
)−F̃ 2m

h,k(UK−mhek
,...,UK+(m−1)hek

)

h
= ∂xk

fk(UK) +O(h2m).

本文主要考虑 p ∈ N 阶精度的 ELW 数值格式 F p
σ = (F p

σ,1, F
p
σ,2, · · · , F

p
σ,N )

F p
σ,k = F̃ 2m

σ,k − Ck
σ | Vhσ |2m−1 Vhσ, L = K + hek. (18)

其中 Ck
σ = 1

2
max1≤s≤d(|λk

s(UK)|, |λk
s(UL)|)，λk

1 , λ
k
2 , · · · , λk

d 表示 ∇Ufk 的特征值。则 ELWk 半离

散数值形式为

d

dt
UK + (divhF̃

2m
h )K − 1

h

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Vhσ|2m−1Vhσ(n

+
K · ek) = 0, (19)

对数值格式(19)等号两边同时乘以熵变量 V，则有

引理 2.2 (Fjordholm [6]). ELWp ⿱ᮙ⟫уㅿᕅѰ

d

dt
η(UK(t)) + (divhQ̃h(t))K = − 1

2h

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Vhσ|2m+1 ≤ 0. (20)

因此，数值格式 ELWp 是熵稳定的。

另一类高阶精度格式为 p 阶精度的 TeCNOp 数值形式 F p
σ = (F p

σ,1, F
p
σ,2, . . . , F

p
σ,N )

F p
σ,k = F̃ 2m

σ,k −Dσ,kVhσ, k = 1, 2, · · · , N. (21)

其中 Dσ,k 为任意半正定矩阵，F̃
2m
σ,k 是熵守恒数值通量函数(15)。对于 p,m ∈ N 的关系，与 ELW

数值形式一致。设 Ṽk 表示 VK 的 p 阶 ENO 重构函数 [15]，令

Ṽk(σ+) = lim
h→0+

Ṽk(σ + hek), Ṽk(σ−) = lim
h→0−

Ṽk(σ − hek).

则 Vhσ = Ṽk(σ+) − Ṽk(σ−) 表示重构函数 Ṽk 在面 σ = K|L 处的跳跃值；则 TeCNOp 半离散形

式为
d

dt
UK + (divhF̃

2m
h )K − 1

h

∑
σ∈∂K

DσVhσ(n
+
K · ek) = 0. (22)
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文章中 [15] 介绍了 ENO 重构的完整过程，通过对熵变量 V 引入放缩变量 W = RTV 并逐个

分量进行重构，每个分量 ENO 重构满足所谓的符号性质
引理 2.3 ( Fjordholm [15]). ∀p ∈ N，䇴 W̃ (x)ᱥ p䱬 ENO䠃ᶺ࠳ᮦ，ԚW+

i = W̃i(xi+1/2),W
−
i+1 =

W̃i+1(xi+1/2) ᮦ൞࠳Ѱ䠃ᶺࡡ࠼ xi+1/2 њםⲺ࠳ᮦࡏ，ٲ ENO 䠃ᶺ┗䏩

sign(W−
i+1 −W+

i ) = sign(Wi+1 −Wi). (23)

ᴪཐ൦，ᗍࡦ

0 ≤
W−

i+1 −W+
i

Wi+1 −Wi

≤ Cp. (24)

ެѣ，ᑮᮦ Cp ਠד䎌ӄ p ∈ NȾ
引理 2.4 (Fjordholm [6]). ሯԱᝅ j ∈ Z，䇴 K = K0 + jhek，ሯӄ࠳ᮦٲ {VK}K∈Jh

，Ԛ Ṽk(x)

㺞⽰ީӄ {VK}K=K0+jhek ൞ঋݹṲ K ༺Ⲻཐ亯ᕅ䠃ᶺ，䇴 Rσ,k ∈ Rd×d Ѱਥ䘼⸟䱫，Aσ,k ᱥԱᝅ

䶔䍕ሯ䀈⸟䱫，ሯԱᝅ㔪ᓜ k = 1, 2, · · · , N, Ԛ Dσ,k = Rσ,kAσ,kR
T
σ,k，ᆎ൞жѠሯ䀈⸟䱫 Bσ,k ≥ 0

ֵᗍ

Vσ = (RT
σ,k)

−1Bσ,kR
T
σ,kVσ, (25)

ᮦ࠳ᖘᕅ(21)ᱥ⟫どᇐⲺ，⴮ᓊⲺ⟫䙐䠅ٲᮦࡏ Qp
σ = (Qp

σ,1, Q
p
σ,2, · · · , Q

p
σ,N ) Ѱ Qp

σ,k = Q̃2m
σ,k −

V
T

σDσ,kVσ. 䘏䠂 Q̃2m
σ,k Ѱᕅ(17)Ⱦ

引理 2.5 ( Fjordholm [6]). 㤛䠃ᶺޭᴿㅜਭᙝ䍞(23)，ࡏ䠃ᶺٲ┗䏩(25)Ⱦ

因此数值格式 TeCNOp 的数值通量具有等价形式

F p
σ,k = F̃ 2m

σ,k −Rσ,kAσ,kBσ,kR
T
σ,kVh(t)σ, (26)

观察到对角矩阵 B 的对角元素即为引理2.3中的的 Cp。同样地，对数值格式(21)等号两边同时乘以
熵变量 V，则数值格式 TeCNOp 的熵不等式为

d

dt
η(UK(t)) + (divhQ̃h(t))K = − 1

h

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Vh(t)σ ·Dσ,kVh(t)σ ≤ 0. (27)

可知数值形式 TeCNOp 是熵稳定的。

引理 2.6 (Feireisl [8] ). 䇴ㅿਥ〥࠳ᮦࡍ {Zn}∞n=1, Zn : Q → RN ӝ⭕Ҽ Young ⎁ᓜ Vx, x ∈ Q ⊂
RM，Q Ѱᴿ⮂ต，Ԛ G : RN → [0,∞) ȽF : RN → R, |F (Z)| ≤ G(Z),∀Z ∈ RN Ѱ䘔㔣࠳ᮦ，ֵ

ެ┗䏩 supn≥0G(Zn)L1(Q) <∞ ԛ਀

F∞ = F̃−⟨Vx, F (Z)⟩dx,G∞ = G̃−⟨Vx, G(Z)⟩dx,

䘏䠂 F̃ , G̃ ࡍѰᓅࡡ࠼ {F (Zn)}n≥1�{G(Zn)}n≥1 ൞グ䰪M(Q̄) Ⲻ weak-* ᶷ䲆，ࡏᴿ |F∞| ≤ G∞.

引理 2.7 (Feireisl [11] ). 䇴ᇼᓜ࠳ᮦ ρh(t) ┗䏩

1. 㤛 γ ≥ 3 ᰬ，ᆎ൞↙ᑮᮦ ρ ֵᗍ 0 < ρ ≤ ρh(t),
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2. 㤛 1 < γ < 3，ᆎ൞↙ᑮᮦ ρ，ֵᗍ ρh(t) ≤ ρ,

ᆎ൞ᑮᮦࡏ η0 > 0，ֵᗍ d2η(U)
d(U)2

≥ η0I.

2.3. 一致先验估计和 weak BV 条件

对全部单元格 K ∈ Jh 求和，并对离散熵不等式(27)关于时间 t ∈ (0, T ) 积分，可得∫
Ω
η(Uh(t))dx ≤

∫
Ω
η(Uh(0))dx. 因此有 η(Uh) ∈ L∞(0, T ;L1(Ω))，根据熵 η(Uh) =

|mh|2
ρh

+ P (ρh)

定义，又由假设条件1.1，即 ρh 远离真空，则有下述估计

ρh ∈ L∞(0, T ;Lγ(Ω)), γ > 1, ph ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)),

√
ρhuh ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),以及 mh = ρhuh ∈ L∞(0, T ;Lr(Ω)), r =

2γ

1 + γ
> 1.

引理 2.8. 㤛ᇐ⨼1.1ѣⲺٽ䇴ᶗԬᡆ㄁，ࡏᮦٲṲᕅ ELWp ┗䏩 weak BV ᶗԬ，঩ᖉ h → 0+

ᰬ，ެᮦٲ䀙┗䏩 ∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Uhσ|2m+1hN = O(h) → 0, (28)

证明： 由于 ELWp 是熵稳定的，针对 K ∈ Jh 进行求和，并关于时间积分，有∫
Ω

η(Uh(T ))dx−
∫
Ω

η(Uh(0))dx ≤ −
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Vhσ|2m+1hN−1 ≤ 0.

存在常数 C 使得
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Vhσ|2m+1hN−1 ≤ C。由引理2.7， d2η

dU2 ≥ η0I，则有

η2m+1
0

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Uhσ|2m+1hN−1 ≤ C. (29)

则当 h→ 0+ 时，则数值格式 ELWp 满足弱 BV 条件。
引理 2.9. 㤛ᇐ⨼1.1ѣⲺٽ䇴ᶗԬᡆ㄁，ࡏᮦٲᖘᕅ TeCNOp ┗䏩 weak BV ᶗԬ，঩ᖉ h→ 0+

ᰬ，ެᮦٲ䀙┗䏩ᶗԬ ∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

|Dσ,kVh(t)σ|h
Ndt = O(h1/2) → 0. (30)

䘑ж↛，㤛(8)ᡆ㄁，ࡏᴿ∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

Ck
σ |Uh(t)σ|

2m+1hNdt = O(h) → 0. (31)
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证明: 对熵不等式(27)积分可得∫
Ω

η(Uh(T ))dx−
∫
Ω

η(Uh(0))dx ≤ −hN−1

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

Vh(t)σ ·Dσ,kVh(t)σdt ≤ 0. (32)

则存在常数 C > 0，使得 0 ≤ hN−1
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

Vh(t)σ ·Dσ,kVh(t)σdt ≤ C.根据 TeCNOp

等价形式，有

hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

Vh(t)
T
σMσ,kVh(t)σdt = O(h) → 0 h→ 0+, (33)

其中 Mσ,k = Rσ,kAσ,kBσ,kR
T
σ,k 根据前文引理2.4 可知 Mk 同样为半正定矩阵，则可定义 Mk,σ =

M
1/2
σ,kM

1/2
σ,k，这里 M

1/2
σ,k 是矩阵 Mσ,k 的平方根∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

|Dσ,kVh(t)σ|h
Ndt =

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

hN |Mσ,kVh(t)σ|dt

≤
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

hN ||M1/2
σ,k || · |M

1/2
σ,k Vh(t)σ|dt = I.

于是应用 Hölder 不等式得到

I ≤

(∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

hN ||M1/2
σ,k ||

2dt

︸ ︷︷ ︸
I1

)1/2( I2︷ ︸︸ ︷∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

hNVh(t)
T
σMσ,kVh(t)σdt

)1/2

.

当 h→ 0+ 时，根据式(33)，I2 → 0 直接成立。I1 则可用如下不等式估计

I1 =

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

hN ||M1/2
σ,k ||

2dt =

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

hN |λmax(Mσ,k)|dt

≤C
∫ T

0

∑
K∈Jh

k=1,2,··· ,N

∫
K

|λmax((Mk)K)|dxdt.
(34)

对于多维 (N > 1)欧拉方程组，f(U) = (m, m⊗m
ρ

+p(ρ)I)T , U = (ρ,m)T，结合前文数值解的先验

估计，则特征值满足 maxd{λk
1 , λ

k
2 , · · · , λk

d} = |mk

ρ
|+
√

dp(ρ)
dρ

∈ L∞(0, T ;L1(Ω)), k = 1, . . . , N. 因此∫ T

0

∑
K∈Jh

k=1,2,··· ,N

∫
K
|λmax((Mk)K)|dxdt ≤ C. 根据(2.3)-(34)则得到 TeCNOp 满足弱 BV 性质(30)。

结合引理2.7以及猜想(8)，则有(31) 成立。
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3. 定理证明

3.1. 定理1.1的证明

对数值形式(22)同时乘以 hN (Hhφ(t))K，对所有的单元格 K ∈ Jh 求和并关于时间积分，则可

将其分为下列三项，分别为时间项、对流项、以及数值扩散项

时间项：

hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

d

dt
UK(t) · (Hhφ(t, x))Kdt

=

[ ∫
Ω

Uh(τ) · φ(τ, ·)dx
]τ=T

τ=0

−
∫ T

0

∫
Ω

Uh(t) · ∂tφ(t, x)dxdt.

(35)

对流项： 由离散分部积分公式推出

hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

(divhF̃
2m
h )K(Hhφ)Kdt = −hN

∫ T

0

∑
K∈Jh

(F̃ 2m
h )K ·

(
∇+

hφh

)
K
dt = −T . (36)

可将等号右侧转化为

T =

∫ T

0

f(Uh) · ∇φdxdt+ hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

(
(F̃ 2m

h )K − f(Uh)
)
·
(
∇+

hφh

)
K
dt+ T1, (37)

其中 T1 = hd2φ
dx2 C(0,T )

{mh(t)L∞(L1) +
√
ρh(t)uh(t)L∞(L2)

+ ph(t)L∞(L1)}。

接下来，我们验证(37)右端的第二项随着 h → 0+ 也会趋近于 0。由于不同于 [6] 中假设
UhL∞ < +∞，我们不假设数值通量 Fh 如 [6] 中直接满足李普希兹条件，而是有下述估计

F̃σ,k − fk(UK) . Ck
σUK − UL, (38)

其中 Ck
σ = 1

2
max1≤s≤d(|λk

s(UK)|, |λk
s(UL)|)，将单元格 K − ihek 和 K − (i + 1)hek 之间的面定义

为 σi,i+1，由高阶精度数值通量函数 F̃ 2m
σ,k 的构造，得到

F̃ 2m
h,k (UK−(m−1)hek , . . . , UK+mhek)− fk(UK) .

m∑
i=m−1

Ck
σi,i+1

Uh(t)σi,i+1
, (39)

则有

hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

(
(F̃ 2m

h )K − f(Uh)
)
·
(
∇+

hφh

)
K
dt . hN

∫ T

0

∑
K∈Jh

N∑
k=1

m∑
i=m−1

Ck
σi,i+1

Uh(t)σi,i+1
dt∇φL∞
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利用 Holder 不等式 1
2m+1

+ 1
m′ = 1，得到

hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

N∑
k=1

m∑
i=m−1

Ck
σi,i+1

Uh(t)σi,i+1
dt∇φL∞

.

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

Ck
σUh(t)σ

2m+1
hNdt


1

2m+1
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,N

Ck
σi,i+1

hNdt


1

m′

∇φL∞ .

这里计算可得 m
′
= 2m+1

2m
。由两类数值格式都满足弱 BV 条件，且根据前文先验估计

maxd{λk
1 , λ

k
2 , · · · , λk

d} ∈ L∞(0, T ;L1(Ω))，则当 h→ 0+ 时，等式(37)第二项也会趋近于 0。

数值扩散项： 回顾两类 p 阶精度数值格式，设 D̃k
σVhσ = Ck

σ |Vhσ|p−1Vhσ 以及 D̃k
σVh(t)σ =

Rσ,kAσ,kBσ,kR
T
σ,kVh(t)σ，则数值扩散项为

hN−1

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

(
D̃k

σVh(t)σ)K(n+
K · ek)(Hhφ(x, t)

)
K
dt. (40)

对任意但固定面 σ = K|L，有

1

h

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

s ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

(D̃k
σVh(t)σ

∫
K

φ(x, t)dx− D̃k
σVh(t)σ

∫
L

φ(x, t)dx)dt. (41)

不失一般性，设单元格 K、L 沿 ek, k = 1, 2, · · · , N 方向；令 x̃ = (x̃k, x
′) ∈ σ = K|L, k =

1, 2, · · · , N 及 x′ ∈ RN−1，取 ξ ∈ (0, h) 将函数 φ(x, t) 在点 x = (xk, x
′) ∈ K 泰勒展开

φ(xk, x
′) = φ(x̃k, x

′)− ξ∂xk
φ(x̃k, x

′) +O(h2),

同理，单元格 K 上有 φ(xk, x
′) = φ(x̃k, x

′) + ξ∂xk
φ(x̃k, x

′) +O(h2), 则式(41)转化为

1

h

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

[
D̃k

σVh(t)σ

∫ h

0

∫
σ

(
− ξ∂xk

φ(x̃k, x
′)
)
dξdx′ − D̃k

σVh(t)σ

∫ h

0

∫
σ

ξ∂xk
φ(x̃k, x

′)dξdx′
]
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 2

h

∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

|D̃k
σVh(t)σ

∫ h

0

∫
σ

ξ∂xk
φ(x̃k, x

′)dξdx′|dt

. hN
∫ T

0

∑
K∈Jh

∑
σ=σ±

k ∈∂K
k=1,2,··· ,,N

|D̃k
σVh(t)σ|dt||φ||C1([0,T ]×Ω) → 0, h→ 0 + .

最后一项不等式源于两类数值格式定义 D̃k
σVh(t)σ 和弱 BV 性质，至此完成定理1.1的证明。
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3.2. 定理1.2的证明

关于定理1.2的证明与文章 [11] 中 7.1 节相同，因此这里我们只做简要说明，由前文一致先验
估计，则有

ρh(t) → ρ weakly − (∗) 在 L∞(0, T ;Lγ(Ω)),

mh → m weakly − (∗) 在 L∞(0, T ;L
2γ

γ+1 (Ω;RN )),

mh ⊗mh

ρh
+ ph(t)I → m⊗m

ρ
+ p(ρ)I weakly − (∗) 在 L∞(0, T ;M(Ω;RN×N )).

因此，随着 h→ 0+ 时，根据 Young 测度基本定理 [16]，对于一致性公式(9)得到极限[ ∫
Ω

⟨Vt,x; ρ⟩φ(t, ·)
]t=τ

t=0

=

∫ τ

0

∫
Ω

⟨Vt,x; ρ⟩∂tφ(t, ·) + ⟨Vt,x;m⟩ · ∇xφdxdt,

对比耗散测度值解定义，发现此时 r1C = 0。同理，取 r2C = m⊗m
ρ

+ p(ρ)I −
⟨
Vt,x;

m⊗m
ρ

+ p(ρ)I
⟩
∈

L∞(0, T ;M(Ω;RN×N )) 则有[ ∫
Ω

⟨Vt,x;m⟩ · φ(t, ·)
]t=τ

t=0

=

∫ τ

0

∫
Ω

⟨Vt,x;m⟩ · ∂tφ(t, ·) + ⟨Vt,x;
m⊗m

ρ
⟩ : ∇xφ

+
⟨
Vt,x; p(ρ)I

⟩
divxφ+ r2C : ∇xφ dxdt.

令 F (Uh) =
∫
Ω

mh⊗mh

ρh
+ ph(t)Idx,G(Uh) =

∫
Ω
η(Uh)dx ，结合引理2.6，则耗散测度值解定义中耗

散缺陷不等式成立。至此定理2定理证明成立。
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