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摘  要 

本文主要通过辅助积分法对具有时空依赖的外波源的热传导方程 

( )2 , , , ,u a u f x y z t u
t

∂
= +

∂
∆  

的解的稳定性进行了讨论。分别讨论了方程关于 ( ), , ,g x y z t 的稳定性，关于不同初值情况下的稳定性和

关于不同初值和边值情况下的稳定性。 
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Abstract 
In this paper, the stability of the solution of the heat conduction equation  

( )2 , , , ,u a u f x y z t u
t

∂
= +

∂
∆  

for a time-space dependent external wave source is discussed by means of the auxiliary integral 
method. The stability of the equation with respect to ( ), , ,g x y z t , with respect to different initial 
values and with respect to different initial and boundary values are discussed respectively. 
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1. 前言 

1.1. 研究抛物方程稳定性的目的及意义 

人们对抛物方程的研究随着时代的进步和科技的发展有了更深刻的理解，前人对方程的研究局限于

研究解的存在性和唯一性。而如今，在不少数学家的努力下，研究又进一步发展到了研究解的稳定性、

单调性、解的爆破等方面。其中研究解的稳定性具有重大的意义。 
任何系统，都会在一定程度上受到各种各样的干扰，而受到干扰后恢复原来的运行状态的能力和保

持原来的运行状态的能力都与方程的解的稳定性有关，所以研究抛物方程解的稳定性具有十分重要的意

义，研究它的目的是使我们能够更加理解系统的稳定性，从而能对生活中的一系列问题的深入理解并提

出解决方法。抛物方程解的稳定性对于研究抛物方程的解的变化趋势和一些特性具有十分重要的意义，

所以证明解的稳定性是一件十分重要的工作，推广证明解的稳定性的方法，使其能够得到更广泛的应用，

这就是本次研究的意义所在。 

1.2. 研究历史 

稳定性的概念和理论由俄国数学家李雅普诺夫于 19 世纪 90 年代所创立，在《常微分方程》[1]一书

中提到的李雅普诺夫稳定性就是由他定义的。在此之后不少学者不断完善着稳定性理论，并作出了一些

发展。他们做出的努力主要是把此方法推广到研究不同的问题，即不同系统在不同情况下的稳定性。到

现在，人们证明方程解的稳定性已经有了很多方法。姜礼尚在他所著《数学物理方程讲义》[2]一书中，

详细介绍了能量法，弱极值原理等方法。1983 年，官毓德在发表的[3]中介绍了用于证明解的稳定性的辅

助积分法。对于稳定性的理解，顾樵(德)在其所著《数学物理方法》[4]一书中的理解是考查定解条件或驱

动项的微小变化是否导致解的性质的改变。杨雯抒在其发表的《含参数的非线性抛物方程解的稳定性》

[5]中用李雅普诺夫稳定性方法研究一类含参数的二阶非线性抛物方程边值问题，也具有一定的参考性。

施法鹏，杨裕生在[6]中使用了能量积分来证明抛物方程解的稳定性，也是一种常见的经典方法，实用性

较广，有效可行。梁飞，尹洪辉在发表的[7]中，引用了稳态解的定义，并用上解和下解来证明了解是全

局渐进稳定的，这种方法十分具有参考性。同时，我还参考了[8]-[10]等各种关于稳定性问题的文献，发

现他们所用的方法还是极值原理，能量积分等，没有在方法上做出创新。抛物方程解的存在性是指方程

在某一矩形区域内满足利普希兹条件([2]常微分方程第 77 页)，则方程存在唯一解，该引理可由皮卡逐步

逼近法来证明。稳定性是适定性的一部分。一个定解问题是适定的等价于该方程的解是存在的，唯一的

和稳定的。只要所给抛物方程能合理地描述对应的物理现象，那么它的解应该是适定的。但是在实际中

总是存在误差，而误差会对方程的解造成一定的影响，所以我们需要对定解问题的存在性、唯一性和稳

定性进行分析，选取合理的定解问题和定解条件(初值条件和边值条件)。如[11]中就研究了一些抛物方程

的存在唯一性，使用了 poincare 不等式，Holder 不等式等引理，讨论了奇异扩散方程的齐次 Neumann 问
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题。又如[12]-[15]等。都是用各种不同的方法在研究各种抛物方程的适定性，都有参考的价值。而[16]中
使用格林函数方法得到半线性伪抛物线方程的逐点收敛速率。通过使用这种精确的逐点结构，并在初始

数据上引入负指数 Sobolev 空间条件，释放了爆炸的非线性临界指数。结果表明，全局存在不仅取决于非

线性，还取决于初始条件。也具有一定的参考性。 

1.3. 本文的研究目标和主要内容 

本文通过构造辅助积分对方程解的稳定性进行证明。首先选定了具有时空依赖的外波源的热传导方

程作为研究对象，然后选择了第二边值条件和初值条件，导出了证明过程中所需要的一些条件。然后分

别证明具有不同外波源，不同初值以及不同初值和边值条件下方程解的稳定性所需要的条件。为了具体

确定物体内部的温度分布，我们还需要知道物体内部的初始温度分布以及通过物体的边界受周围介质的

影响。初始温度体现在数据上即为方程的初值条件 ( ), , ,0u x y z ，热传导方程有三类边界条件，分别是：1. 
已知边界 ∂Ω上的温度分布；2. 已知通过边界 ∂Ω的热量；3. 已知通过边界 ∂Ω与周围介质有热交换。其中 

第二边值条件就是第二类条件，已知通过边界 ∂Ω的热量： ( ), , ,u x y z t
n ∂Ω

Ψ
∂

=
∂

。热传导方程里面的外波源 

指的是热源，热传导是一个很正常的现象，当物体内部的温度分布不均时，热量就会从温度较高的地方

向温度较低的地方流动。在这个过程中，温度是时间和空间的函数。热传导方程就是温度所满足的偏微

分方程，它的解给出任意时刻物体内的温度分布。当热传导方程为源热传导方程时，即物体内部或外部

有热源时，方程的表现形式即为摘要中所示。具有时空依赖的外波源的热传导方程，即源热传导方程可

以用来分析物体的温度随时间的变化情况，这使得它在现实生活中常常被用来分析物体的温度变化情况。

比如钢铁工业中对产成品镀锌钢板的质量检测问题就涉及到介质中的热传导问题。除此之外，热传导方

程还在金融数学，图像分析和黎曼几何等领域具有应用价值，因此十分值得研究。 

2. 证明过程 

2.1. 方程及初步推导 

辅助积分之所以构造成这个样子，是因为在后续的计算过程中我们发现可以利用 ( )J t 得到解的稳定

性，在本论文的计算过程以及参考论文[3]中，可以体会到它的具体用处。接下来引入热传导方程的混合

问题，它是一个三维抛物方程： 

( )

( ) ( )

( )

2 , , , ,

, , ,0 , ,

, , ,

u a u f x y z t u
t

u x y z x y z
u x y z t
n

ϕ

∂Ω

∂
= +

∂ =

∆

Ψ
∂ =
∂

 

其中 ( ), , , ,f x y z t u 在相应区域中关于 u 满足 Lipschitz 条件： 
 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , ,f x y z t u f x y z t u L u u− ≤ −  (1) 

假设方程有两个解 ( )1 , , ,u x y z t ， ( )2 , , ,u x y z t ，令 1 2u u u≡ − ，则 u 满足： 

 ( )

( ) ( )2
1 2

0

, , ,0 0

, , , , , , , ,

u
n

u x y z
u a u f x y z t u f x y z t u
t

∂ =∂
=

∂ = + −
∂

∆

 (2) 
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现在构造辅助积分 

 ( ) ( )2 , , , d d dJ t u x y z t x y z
Ω

= ∫∫∫  (3) 

则 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2
1 2

2
1 2

2 2

2

2 d d d

2 , , , , , , , , d d d

2 , , , , , , , , d d d 2 d d d

2 d d d 2 d d d

2 2 d d d

uJ t u x y z
t

u a u f x y z t u f x y z t u x y z

u f x y z t u f x y z t u x y z a u u x y z

L u x y z a u u x y z

LJ t a u u x y z

Ω

Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

∂′ = ⋅ ⋅
∂

 = ⋅ ⋅ + − 

≤ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅

≤ ⋅ + ⋅ ⋅

= +

∆

∆

∆

∆⋅

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

 

再由格林第一公式： 
22 2

d d d d dv u u uu v V u S x y z
n x y zΩ ∂Ω Ω

  ∂ ∂ ∂ ∂   ⋅ = − + +     ∂ ∂ ∂ ∂      
∆∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  

令 v u= ，则 
22 2

d d d d du u u uu u V u S x y z
n x y zΩ ∂Ω Ω

  ∂ ∂ ∂ ∂   ⋅ = − + +     ∂ ∂ ∂ ∂      
∆∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  

于是，由 0u
n
∂

=
∂

得 

 ( ) ( )
22 2

22 2 d d d du u u uJ t LJ t a u S x y z
n x y z∂Ω Ω

   ∂ ∂ ∂ ∂    ′ ≤ + − + +     ∂ ∂ ∂ ∂        
∫∫ ∫∫∫  (4) 

( )
22 2

22 2 d d du u uLJ t a x y z
x y zΩ

  ∂ ∂ ∂   ≤ − + +     ∂ ∂ ∂      
∫∫∫  (5) 

于是有估计： 
( ) ( )2J t LJ t′ ≤  

( ) ( )2 2e 2 e 0Lt LtJ t LJ t− −′ − ≤  

( )2d e 0
d

Lt J t
t

− ⋅ ≤   

( ) ( )2e 0 0Lt J t J− ⋅ − ≤  

 ( ) ( ) 20 e LtJ t J≤  (6) 

2.2. 关于 ( )g x y z t, , , 的稳定性 

如果方程变为 

( ) ( )2 , , , , , , ,u a u f x y z t u g x y z t
t

∂
= + +∆

∂
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并设 1u ， 2u 分别为具有时空依赖外波源 ( )1 , , ,g x y z t ， ( )2 , , ,g x y z t 的两个方程的解，又令 1 2u u u≡ − ，

则 u 也满足齐次边界条件和齐次初值条件(2)，同时有： 

 ( ) ( ) ( )2
1 2, , , , , , , , , , ,u a u f x y z t u f x y z t u g x y z t

t
∂

= + − +∆
∂

 (7) 

其中 ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , ,g x y z t g x y z t g x y z t≡ − 。 

利用辅助积分 ( ) ( )2 , , , d d dJ t u x y z t x y z
Ω

= ∫∫∫ ，并利用(7)得： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2
1 2

22 2
2

2 d d d

2 , , , , , , , , , , , d d d

2 , , , , , , d d d 2

2 d d d d

2 2 , ,

uJ t u x y z
t

u a u f x y z t u f x y z t u g x y z t x y z

u x y z t g x y z t x y z L J t

u u u ua u S x y z
n x y z

L J t u x y z

Ω

Ω

Ω

∂Ω Ω

∂′ =
∂

 = + − + 

≤ ⋅ + ⋅

   ∂ ∂ ∂ ∂    + − + +     ∂ ∂ ∂ ∂        

≤ ⋅ +

∆

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫ ∫∫∫

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

, , , , d d d 0

2 , , , d d d , , , d d d

2 1 , , , d d d

ut g x y z t x y z
n

L J t u x y z t x y z g x y z t x y z

L J t g x y z t x y z

Ω

Ω Ω

Ω

∂ = ∂ 

≤ ⋅ + +

= + +

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

因为

 

由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1d e 2 1 e e
d

L t L t L tJ t L J t J t
t

− + − + − +  ′⋅ = − + +   

将 ( ) ( ) ( ) ( )22 1 , , , d d dJ t L J t g x y z t x y z
Ω

′ ≤ + + ∫∫∫ 代入上式即得： 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2d e e , , , d d d
d

L t L tJ t g x y z t x y z
t

− + − +

Ω

 ⋅ ≤ ⋅  ∫∫∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 1 2 1 2

2

d e e , , , d d d
d

, , , d d d

L t L tJ t g x y z t x y z
t

g x y z t x y z

− + − +

Ω

Ω

 ⋅ ≤ ⋅ 

≤

∫∫∫

∫∫∫
 

两边关于 t 积分得： 
( ) ( ) ( ) ( )2 1 2

0
e 0 , , , d d d d

tL t J t J g x y z t x y z t− +

Ω

⋅ − ≤ ∫ ∫∫∫  

由(2)中 ( ), , ,0 0u x y z = 得 ( )0 0J = ，于是 

( ) ( ) ( )2 1 2
0

e , , , d d d d
tL tJ t g x y z t x y z t+

Ω

≤ ⋅ ∫ ∫∫∫  

如果令 [ ]0,t T∈ ，则： 

( ) ( )2 2
0

, , , d d d , , , d d d d
t

u x y z t x y z B g x y z t x y z t
Ω Ω

≤ ⋅∫∫∫ ∫ ∫∫∫  
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其中 B 是与 T 有关的常数，方程的解关于 ( ), , ,g x y z t 是稳定的等价于： 

0ε∀ > ， 0Tδ∃ > ， ( ) ( ) [ ]( )21 2 0,
, , , , , , TL T

g x y z t g x y z t δ
Ω×

∀ − <  

有： 

( ) ( ) ( )21 2, , , , , ,
L

u x y z t u x y z t ε
Ω

− <  [ ]0,t T∀ ∈ 成立 

2.3. 关于初值的稳定性 

设 1 2,u u 分别为具有不同初值 ( ) ( )1 2, , , , ,x y z x y zϕ ϕ 的问题的解，同时令 1 2u u u≡ − ，则 u 满足： 

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

2
1 2

0

, , ,0 , , , , , ,

, , , , , , , ,

u
n

u x y z x y z x y z x y z
u a u f x y z t u f x y z t u
t

ϕ ϕ ϕ

∂ =∂
= − ≡

∂ = + −


∆
∂

 (8) 

由 ( ) ( )2 , , , d d dJ t u x y z t x y z
Ω

= ∫∫∫ 得： 

( ) ( ) 20 e LtJ t J≤  

由 ( ) ( ), , ,0 , ,u x y z x y zϕ= 得： 

( ) ( )2 2 2, , , d d d e , , d d dLtu x y z t x y z x y z x y zϕ
Ω Ω

≤∫∫∫ ∫∫∫  

令 [ ]0,t T∈ ，则： 

( ) ( )2 2, , , d d d , , d d du x y z t x y z B x y z x y zϕ
Ω Ω

≤∫∫∫ ∫∫∫  

其中 B 是与 T 有关的常数，即解关于初值的稳定性可以总结为： 

0ε∀ > ， 0Tδ∃ > ，当 ( ) ( ) ( )21 2, , , , TL
x y z x y zϕ ϕ δ

Ω
− < ， 

有： 

( ) ( ) ( )21 2, , , , , ,
L

u x y z t u x y z t ε
Ω

− <  [ ]0,t T∀ ∈ 成立 

2.4. 关于初值和边值的稳定性 

设 1 2,u u 分别为具有不同初值和边值的问题的解，则 1 2u u u≡ − 满足 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

2
1 2

, , , , , , , , ,

, , ,0 , , , , , ,

, , , , , , , ,

u x y z t x y z t x y z t
n

u x y z x y z x y z x y z
u a u f x y z t u f x y z t u
t

ψ ψ ψ

ϕ ϕ ϕ

∂ = − ≡∂
= − ≡

∂
−

∂
∆ = +



 (9) 

引用辅助积分 

( )2 , , , d d du x y z t x y z
Ω
∫∫∫  

同 2.1 的证明过程一样，将下列条件 
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( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , ,f x y z t u f x y z t u L u u− ≤ − 和 ( ) ( )2
1 2, , , , , , , ,u a u f x y z t u f x y z t u

t
∂

= + −
∂

∆  

代入 ( )J t 的表达式得出： 

( ) ( )
22 2

22 2 d d d du u u uJ t L J t a u S x y z
n x y z∂Ω Ω

   ∂ ∂ ∂ ∂    ′ ≤ ⋅ + − + +     ∂ ∂ ∂ ∂        
∫∫ ∫∫∫  

再由： ( ), , ,u x y z t
n

ψ∂
=

∂
， 

有估计： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2
1 2

2
1 2

2 d d d

2 , , , , , , , , d d d

2 d d d 2 , , , , , , , , d d d

uJ t u x y z
t

u a u f x y z t u f x y z t u x y z

a u u x y z u f x y z t u f x y z t u x y z

Ω

Ω

Ω Ω

∂′ =
∂

 = + − 

= + −  

∆

∆

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

 

由格林第一公式 
22 2

d d d d d d d
u

u u u uu S u u x y z x y z
n x y z∂ Ω Ω

  ∂ ∂ ∂ ∂   = + + +     ∂ ∂ ∂ ∂      
∆∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ，得： 

( )

( ) ( )

( )

22 2
2

1 2

22 2
2 2

2 d d d d

2 , , , , , , , , d d d

2 , , , d 2 d d d

2

u u u uJ t a u S x y z
n x y z

u f x y z t u f x y z t u x y z

u u ua u x y z t S a x y z
x y z

ψ

∂Ω Ω

Ω

∂Ω Ω

   ∂ ∂ ∂ ∂    ′ = − + +      ∂ ∂ ∂ ∂        
+ −  

  ∂ ∂ ∂   ≤ − + +     ∂ ∂ ∂      
+

∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

∫∫ ∫∫∫

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

22 2
2 2

2

, , , d d d

2 2 , , , d 2 d d d

2 2 , , , d

u x y z t x y z

u u uL J t a u x y z t S a x y z
x y z

L J t a u x y z t S

ψ

ψ

Ω

∂Ω Ω

∂Ω

  ∂ ∂ ∂   ≤ ⋅ + − + +     ∂ ∂ ∂      
≤ ⋅ +

∫∫∫

∫∫ ∫∫∫

∫∫

 

对 ( ), , , du x y z t Sψ
∂Ω
∫∫ 使用柯西不等式得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

2 2 22 2 , , , d , , , dJ t L J t a u x y z t S x y z t Sψ
∂Ω ∂Ω

   
′ ≤ ⋅ +    

   
∫∫ ∫∫  

即 

( ) ( ) ( )
1 1
2 2

2 2 2 2d e 2 , , , d d d , , , d d d
d

Lt J t a u x y z t x y z x y z t x y z
t

ψ−

∂Ω ∂Ω

   
 ⋅ ≤     

   
∫∫ ∫∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

2 2 2 2 2
0

e 0 2 e , , , d d d , , , d d d d
tLt LtJ t J a u x y z t x y z x y z t x y z tψ

∂Ω ∂Ω

   
≤ ⋅ +    

   
∫ ∫∫ ∫∫  
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再利用一次柯西不等式得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

2 2 2 2 2
0 0

e 0 2 e , , , d d d d , , , d d d d
t tLt LtJ t J a u x y z t x y z t x y z t x y z tψ
∂Ω ∂Ω

   
≤ ⋅ +    

   
∫ ∫∫ ∫ ∫∫  

现假设 ( ), , ,u x y z t 属于有界函数类，则 

( )2
0

0, , , , d d ,
T

T u x y z t S t
∂Ω

∀ > < +∞∫ ∫∫  

令 [ ]0,t T∈ ，有： 

( ) ( ) ( )
1
2

2 2 2
0

ˆ, , , d d d , , d d d , , , d d
T

u x y z t x y z B x y z x y z B x y z t S tϕ ψ
Ω Ω ∂Ω

 
≤ +  

 
∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫∫  

其中 ˆ,B B 是与 T 有关的常数，即方程的解如果属于有界函数类，则满足下列条件时解关于初值和边

值条件是稳定的： 

0ε∀ > ， 0Tδ∃ > ，当 ( ) ( ) ( )21 2, , , , TL
x y z x y zϕ ϕ δ

Ω
− < ， 

( ) ( ) [ ]( )21 2 0,
, , , , , , TL T

x y z t x y z tψ ψ δ
∂ ×Ω

− < ， 

有： 

( ) ( ) ( )21 2, , , , , ,
L

u x y z t u x y z t ε
Ω

− < ， [ ]0,t T∀ ∈ 成立 

3. 结论 

要满足解对初值或边值或时空依赖的外波源的稳定性，必须满足一定的条件。研究这些稳定性的目

的是为了证明驱动项(如初值和边值条件等)的微小变化不会导致解的性质的改变(比如：驱动项受到干扰

前的解和干扰后的解之间有较大误差)。所以只要证明方程中的初值和边值等条件受到干扰时，热传导方

程的解的前后变动极其微小，即可证明解的稳定性，此时可以称方程的解对于驱动项受到的干扰并不敏

感，具有稳定性。研究热传导方程解的稳定性对于利用热传导方程进行建模的数学物理模型具有重大的

意义，例如对于依赖时间的热传导方程，方程的稳定性是非常重要的，不稳定的数值方法可能会导致计

算区域内的数值解被污染，即数值解的准确性受到影响。 
关于各项的稳定性总结为： 
1. 方程的解关于 ( ), , ,g x y z t 是稳定的等价于： 

0ε∀ > ， 0Tδ∃ > ，当 ( ) ( ) [ ]( )21 2 0,
, , , , , , TL T

g x y z t g x y z t δ
Ω×

− < ， 

有： 

( ) ( ) ( )21 2, , , , , ,
L

u x y z t u x y z t ε
Ω

− <  [ ]0,t T∀ ∈ 成立 

2. 解关于初值是稳定性的等价于： 

0ε∀ > ， 0Tδ∃ > ，当 ( ) ( ) ( )21 2, , , , TL
x y z x y zϕ ϕ δ

Ω
− < ， 

有： 

( ) ( ) ( )21 2, , , , , ,
L

u x y z t u x y z t ε
Ω

− <  [ ]0,t T∀ ∈ 成立 
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3. 解关于初值和边值条件是稳定的等价于： 

0ε∀ > ， 0Tδ∃ > ，当 ( ) ( ) ( )21 2, , , , TL
x y z x y zϕ ϕ δ

Ω
− < ， 

( ) ( ) [ ]( )21 2 0,
, , , , , , TL T

x y z t x y z tψ ψ δ
∂ ×Ω

− < ， 

有： 

( ) ( ) ( )21 2, , , , , ,
L

u x y z t u x y z t ε
Ω

− < ， [ ]0,t T∀ ∈ 成立 
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