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摘  要 

本文证明带有临界型阻尼项的Navier-Stokes方程在Lei-Lin-Gevrey空间 ( )aX 0 3
,σ 中存在唯一的局部解。

文章利用不动点定理和热方程解的有关性质来证明这一主要结论。 
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Abstract 
In this paper, it is proved that the Navier-Stokes equation with critical damping terms has a unique 
local solution in the Lei-Lin-Gevrey space ( )aX 0 3

,σ . In this paper, the main conclusion is proved by 
using the fixed point theorem and the related properties of the solution of the heat equation. 
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1. 引言 

在数学发展史中，经典 Navier-Stokes 方程一直得到广泛关注，该研究方向也已经有许多优秀成果。

包括，Hopf 研究了 Navier-Stokes 方程在有界域中弱解的全局存在性[1]，Fujita 和 Kato 研究了经典 Navier-
Stokes 方程在小初值情况下强解的全局适定性[2]，Tsai-Tai-Peng 证明了 Navier-Stokes 方程具有温和解[3]；
Robinson证明了Navier-Stokes方程的3D弱解的整体存在性和在小初值情况下3D强解的整体存在性[4]，
Melo，Souza 和 Santos 通过研究 MHD-α 方程证明了其在 [ ) ( )( )3

,0, ; s
b aC X σ∞  空间中存在唯一全局解，

并且在相同背景下给出了全局解的衰减率[5]等。 
近些年，众多学者对带有阻尼项的 Navier-Stokes 方程进行了研究，其中阻尼项为流体运动的阻力，

它描述了各种物理情况，如多孔介质流动，阻力或摩擦效应以及一些耗散机制等。目前在该领域已取得

许多成果，包括，蔡晓静和周艳杰研究了广义阻尼型 Navier-Stokes 方程强解的整体存在性[6]，刘晓风和

邹露露研究了阻尼型三维广义 Navier-Stokes 方程的适定性与解的衰减性[7]，蔡晓静和酒全森证明了
1u uβα −

的 Navier-Stokes 方程解的存在性和唯一性[8]等。在针对 Navier-Stokes 方程的研究进程中，学者

们逐渐发现 Lei-Lin-Gevrey 空间的特殊优势，它可以更好地刻画流体的物理性质和运动状态，并在湍流

建模，多相流等物理系统的研究中发挥重要作用。本文将研究阻尼项为
2u u 的临界阻尼型 Navier-Stokes

方程在 Lei-Lin-Gevrey 空间 ( )0 3
,aX σ  中的局部适定。具体研究方程如下： 

 

( ) ( )

2 3

3

0

0, 0,

di

,

v 0, 0,
,0 ,

,
tu u u u p u u x t

u x t
u x u x

− ∆ + ⋅∇ +∇ + = ∈ >

= ∈ >

=



   (1.1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 3
1 2 3, , , , , ,u x t u x t u x t u x t= ∈ 表示不可压缩速度场， ( ),p x t ∈表示静水压力；速度场的初

始数据 0u 在方程(1.1)中给出，假设散度自由，即 0div 0u = 。 
本文参考广义 Navier-Stokes 方程 ( ) 0tu u u u pα+ −∆ + ⋅∇ +∇ = ， 3x∈ ， 0t > ，在 Lei-Lin-Gevrey 空

间 ( )3
,

s
aX σ  空间中的一些结果(参见[9] [10])。本文的主要结果如下。 
定理 1.1 设 ( )0 3

0 ,au X σ∈  ， ( ) [ ), 0, ) 1,a σ ∈ +∞ × +∞ ，则存在 0T > ，使方程(1.1)存在唯一局部解 

( )( ) ( )( )0 3 1 2 3
, ,T a T au C X L Xσ σ∈ ∩  ，并且满足 ( ) ( )0 1 2 0

, , ,04
T a T a aL X L X Xu u u

σ σ σ
∞ + ≤ 。 

注记 1.1 带有阻尼项的 Navier-Stokes 方程(1.1)在 Lei-Lin-Gevrey 空间 ( )0 3
,aX σ  中，在时间和空间尺

度变化下是不变的。更准确的说，如果 u 是方程(1.1)的解，那么对于任意 0λ > ，函数 ( ) ( )2, ,u x t u x tα
λ λ λ λ=

也是方程(1.1)的解。 
注记 1.2 为了获得阻尼 Navier-Stokes 方程(1.1)的温和解，我们将应用广义不动点定理(见引理 3.2)。

为此，我们需要证明一个双线性算子和一个三线性算子的连续有界性(见(4.5)和(4.6))。 
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下面，我们将给出以下符号表示和相关引理。 

2 符号表示 

1. ( )3S ′  为缓增分布空间。 
2. 傅里叶变换及其逆变换定义如下 

( )( ) ( ) ( )3F : dˆ e i xf f f x xξξ ξ − ⋅= = ∫ , 

( )( ) ( ) ( )3
31F : 2 e di xg x gξ ξ ξ−− ⋅= π ∫ , 

3. 分数阶拉普拉斯算子 ( )α−∆ ，
1 
2

α ∀ ≥ 
 

定义为 

( ) ( ) ( )2 3ˆF ,f fαα ξ ξ ξ ξ −∆ = ∀ ∈   , 

其中 ( )3f S ′∈  并且 ( )1 3ˆ
locf L∈  。 

4. 张量积定义为 

( )1 2 3: , ,f g g f g f g f⊗ = , 

其中 ( )1 2 3, ,f f f f= ， ( ) ( )3
1 2 3, ,g g g g S ′= ∈  。 

5. 设 s∈，Lei-Lin 空间定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }3
3 3 1 3ˆ ˆ: : dss

locX f S f L fξ ξ ξ′= ∈ ∈ < ∞∫   并且 , 

( )3sX  空间范数定义为 

( )3
ˆ ds

s
Xf fξ ξ ξ= ∫ . 

6. 设 0a > ， 1σ ≥ ， s∈，Lei-Lin-Gevrey 空间定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1

3
3 3 1 3

, : ˆ ˆ: e ds as
a locX f S f L f

σξ
σ ξ ξ ξ′= ∈ ∈ < ∞∫并且


   , 

( )3
,

s
aX σ  空间范数定义为 

( )
1

3,
e dˆ

s
a

s a
Xf f

σ

σ

ξξ ξ ξ= ∫ . 

7. 令 0T > ， ( ), XX ⋅ 为赋范空间，并且 I ⊆ 为区间。定义 

( ) { }; :C I X f I X= → 为连续函数 , 

( );C I X 空间范数定义为 

( ) ( ){ }; sup:L I X Xt I
f f t∞

∈
= . 

( )TC X 可以表示为 [ ]( )0, ;C T X ， ( )TL X∞⋅ 也可以表示为 [ ]( )0, ;TL T X∞⋅ 。 

8. 令1 p≤ < ∞， 0T > ， ( ), XX ⋅ 为赋范空间， I ⊆ 为区间。定义 

( ) ( ){ }; : : : d
pp
XI

L I X f I X f t t= → < ∞∫为连续函数 , 

( );pL I X 空间范数定义为 
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( ) ( )( )
1

; : dP
p p

L I X XI
f f t t= ∫ . 

( );pL I X 也可以表示成 [ ]( )0, ;PL T X 。 

3. 预备引理 

本文中的主要结果即定理 1.1，是基于以下热方程解的研究得出的。该方程具有初值 ( )0 3
0 ,av X σ∈  ，

( ) [ ), 0, ) 1,a σ ∈ +∞ × +∞ ： 

 
( ]

( ) ( )0

, 0, ;

,0 ,
tv v f t T

v v x

− ∆ = ∈

⋅ =
  (3.1) 

其中 ( )( )1 0 3
,T af L X σ∈  ， 0T > 是任意的。 

引理 3.1 [9] 
若 0a ≥ ， 1σ ≥ ， 0T > ，s∈，α +∈ ， ( )( )1 3

,
s

T af L X σ∈  ， ( )3
0 ,

s
av X σ∈  。则存在 ( )( )3

Tv C S ′∈ 
为方程(3.2)的解 

 
( ]

( ) ( )

3

3
0

, , 0, ;

,0 , .
tv v f x t T

v v x x

− ∆ = ∈ ∈

⋅ = ∈




  (3.2) 

且 ( )( ) ( )
2

3 1 3
, ,

s
s p

T a T av C X L X
α

σ σ

+ 
∈ ∩   

 
  ， ( )1p∀ ≥ 此外还满足， 

(i) ( ) ( )1
, ,,0s ss

T a T aaL X L XXv v f
σ σσ

∞ ≤ + ， 

(ii) ( )12 ,,
,

0 ss
s T aa

p p
aT

L XX
L X

v v fα σσ
σ
+ 

 
 
 
 

≤ + 。 

为更好应用引理 3.1 对定理 1.1 进行证明，下面将对方程(3.2)在 1p = ， 0s = 时，对于解的情况给予

说明。 
证明 
在系统(3.2)第一个方程的两端同时乘热半群 ( )e t τ− ∆ ( )0 t Tτ≤ ≤ ≤ ，利用傅里叶变换并在 [ ]0,t 上对所

得结果进行积分，则可以得到： 

 ( ) ( ) ( )
2 2

0 0
e e ˆˆ dˆ tt tv t v fξ τ ξ τ τ− − −≤ + ∫ .  (3.3) 

首先，证明结论(i)。根据(3.3)我们可以得到 

( ) ( )0 0
ˆ dˆ ˆ T

v t v f τ τ≤ + ∫ . 

将不等式两端同时乘
1

ea σξ
，可以得到 

( ) ( )
1 1 1

0 0
e e ˆe dˆ ˆa a a T

v t v f
σ σ σξ ξ ξ τ τ≤ + ∫ . 

再对上式中的时间 t 在 3 上取 L1 积分，这样我们可以得到 

( ) ( ) ( ]1 000
,,,

0 ,, 0
T aaa L XXX

v t v f t T
σσσ

≤ + ∀ ∈ . 

因此，可以得出结论 

( ) ( )0 1 00
, ,,0T a T aaL X L XXv v f
σ σσ

∞ ≤ + . 
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以上结论(i)证明完成。由于 ( )0 3
0 ,av X σ∈  ， ( )( )1 0 3

,T af L X σ∈  ，因此可以进一步得出 ( )( )0 3
,T av C X σ∈  。 

其次，证明结论(ii)。将(3.3)两端同时乘
12 ea σξξ 可以得到 

( ) ( ) ( )
1 1 2 1 2

0

2 2 2
0e e e e e ˆˆ ˆ d

ta a t a tv t v f
σ σ σξ ξ ξ ξ τ ξξ ξ ξ τ τ− − −≤ + ∫ . 

对上式中的时间 t 在 [ ]0,T 上取 L1 积分，可以得到 

( ) ( )
1 1 1 2

0

2 2
0 0

e d ˆˆ ˆe e e da a aT T tv t t v f t t
σ σ σξ ξ ξ ξξ ξ −   ≤ + ∗    ∫ ∫ . 

再应用 Young’s 不等式，可以得到 

( ) ( )
1 1 1

0 0

2
0e d e ˆˆ ˆe da a aT T

v t t v f t t
σ σ σξ ξ ξξ ≤ +∫ ∫ . 

再次对上式中的时间 t 在 3 上取 L1 积分，则可以得到 

( ) ( )1 2 1 00
, ,,0T a T aaL X L XXv v f
σ σσ
≤ + . 

以上结论(ii)证明完成。由于 ( )0 3
0 ,av X σ∈  ， ( )( )1 0 3

,T af L X σ∈  ，因此进一步证明 ( )( )1 2 3
,T av L X σ∈  。

综上，可以推断出 ( )( ) ( )( )0 3 1 2 3
, ,T a T av C X L Xσ σ∈ ∩  。 

以上证明方程(3.2)在 1, 0p s= = 的情况下，方程的解 ( )( ) ( )0 3 1 2
, ,T a T av C X L Xσ σ∈ ∩ 。此外，解 v 满足 

(i) ( ) ( )0 1 00
, ,,0T a T aaL X L XXv v f
σ σσ

∞ ≤ + ， 

(ii) ( ) ( )1 2 1 00
, ,,0T a T aaL X L XXv v f
σ σσ
≤ + 。 

下面给出广义不动点定理的普通形式。 
引理 3.2 [11] 
设 ( ),X ⋅ 是一个 Banach 空间， 1 :B X X X× × ×  (α 个)是一个α 阶线性连续算子， 

2 :B X X X X× × ×  ( β 个)是一个 β 阶线性连续算子，即存在正常数 1K 和 2K ，且 

1 2 1 2, , , , , , ,u u u v v v Xα β ∈  ，满足 

( )1 1 2 1 1 2, , , X X XX
B u u u K u u uα α≤  , 

( )2 1 2 2 1 2, , , X XX X
B v v v K v v vα β≤  . 

令 { }1 2max ,K K K= ， 0ε > 。若满足 

 { } ( ) ( )( )1 12max , 2 2 1Kα βα β ε ε− −+ <   (3.4) 

且对任意 y K∈ 有
Xy ε≤ ，则方程 

( ) ( )1 2, , , , , , ,u y B u u u B u u u u X= + + ∈   

在 X 中存在解 u。并且满足 2 2X Xu y ε≤ ≤ 。此外，方程的解 u 连续依赖于 y，即如果 1 Xy ε≤ ，

并且有方程 ( ) ( )1 1 2, , , , , ,v y B v v v B v v v= + +  ， v X∈ ， 2Xv ε≤ ，则有 

 
{ } ( ) ( )( ) 11 1

1 .
1 2max , 2 2X Xu v y y

Kα βα β ε ε− −
− ≤ −

− +
  (3.5) 

证明 
首先，令 { }: : , 2E u u X u ε= ∈ ≤ ， ( ), Xd u v u v= − 。下面考虑映射 

( ) ( )1 2: , , , , , ,uT T y B u u u B u u u= + +  ，可以得到 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

{ } ( ) ( )( )

1 1

1 1

2 2

1 1

, , , , , , ,

 , , , , , , , ,

, , , , , , ,

2max , 2 2

.

u V X X X

X X

X X

X

X

T T B u u v u B u v u v u

B u u v u B u v u v u

B u v u v u B u v v v

K u v

u v

α βα β ε ε− −

− ≤ − + −

+ + − + −

+ − + −

≤ + −

< −

 

  

    (3.6) 

因此，T 是一个从(E, d)到自身的压缩映射。 
其次，由(3.4)可得

Xy ε≤ ，那么对 y E∈ 有 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

1 1

1 1

, , , , , ,

2 2 2

2 ,

u XX X X

X X X

T y B u u u B u u u

y K u u

K

α β

α βε ε ε ε

ε

− −

≤ + +

≤ + +

≤ + +

<

 

  (3.7) 

从而，可以得到 uT E∈ 。根据压缩映射原理，压缩映射 T 有唯一一个不动点 u，u E∈ ，并且满足 2Xu ε≤ 。 
最后，证明不等式(3.5)，对满足引理条件的 u 和 v，可以得到 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

{ } ( ) ( )( )

1 1 1

1 1

2 2

1 1
1

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , ,

2max , 2 2 .

X X X X

X X

X X

X X

u v y y B u u v u B u v u v u

B u u v u B u v u v u

B u v u v u B u v v v

y y K u vα βα β ε ε− −

− ≤ − + − + −

+ + − + −

+ − + −

≤ − + + −

 

  

 

  (3.8) 

由(3.4)和(3.7)易得 2X Xu y≤ 。 
以上，引理 3.2 证明完成。 
引理 3.3 [9] 
设 ,a σ 为实数，且满足 ( ) [ ) [ ), 0, 1,a σ ∈ +∞ × +∞ 。若 ( )0 3

,af X σ∈  ，则 ( )0 3

,af X
σ

σ

∈  。此外，存在一个

正常数 C，使得 0 0
,

,
aaX Xf C f
σ

σ
σ

≤ 。 

引理 3.4 [12] 
设 0, 1a σ≥ ≥ 。若 ( ) ( )1 3 0 3

, ,
, a af g X Xσ σ

σ

∈ ∩  ，则有 ( )1 3
,afg X σ∈  。而且，存在正常数 C，使得

1 0 1 1 0
, , ,

, ,
a a aa aX X X X Xfg C f g f g
σ σ σ

σ σ
σ σ

 
 ≤ +
  

。 

4. 定理 1.1 证明 

定义赋范空间 TX ， ( )( ) ( )( )0 3 1 2 3
, ,:T T a T aX C X L Xσ σ= ∩  ， ( )0T > 。并且， TX 空间范数定义为

( ) ( )0 1 2
, ,T T a T aX L X L Xg g g
σ σ

∞= + ， Tg X∀ ∈ 。下面，证明方程(1.1)在 ( )0 3
,aX σ  空间中解的适定性。 

首先将算子 ( )e t τ− ∆  (其中 [ ]0,tτ ∈ )作用于(1.1)中的第一个方程，可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )2e e e 0t t t
tu u P u u u uτ τ τ− ∆ − ∆ − ∆− ⋅ + ⋅∇ + = ,   (4.1) 
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其中 P 是 Leray-Hopf 投影算子。且该算子满足 

 ( ) ( ) ( ) 3ˆF ,P f fξ ξ ξ≤ ∀ ∈    .  (4.2) 

将(4.1)在 [ ]0,t 上积分得到 

 ( ) ( ) ( )( )2
0 0

e e d
t ttu t u P u u u uτ τ τ− ∆∆= − ⋅∇ +∫ ,   (4.3) 

另一方面，(4.3)可以写成 

 ( ) ( )( ) ( )( )0 1 2e , , ,tu t u B u u t B u u u t∆= + + ,   (4.4) 

其中 

 ( ) ( ) ( )( )1 0
, e d ,

t t
TB u u P u u u Xτ τ τ− ∆= − ⋅∇ ∀ ∈∫ ,   (4.5) 

 ( ) ( ) ( )( )2
2 0

, , e d ,
t t

TB u u u P u u u Xτ τ τ− ∆= − ∀ ∈∫ .  (4.6) 

根据(4.5)和(4.6)易验证 1 : T T TB X X X× → 是一个双线性算子， 2 : T T T TB X X X X× × → 是一个三线性

算子。下证算子 1B 和 2B 分别为双连续算子和三连续算子。 
首先验证算子 1B 是双连续的。由(4.5)可以得到： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 0

1

, e d

, .

t t
t B u u t P u u P u u t

B u u t P u u t

τ τ τ− ∆∂ = −∆ ⋅∇ − ⋅∇

= ∆ − ⋅∇
∫  

因此，我们可以得到与 1B 相关的以下系统： 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
1 1

1

, , ;

, 0 0.

B u u t B u u t P u u t

B u u

∂ = ∆ − ⋅∇

=
  (4.7) 

我们将应用引理 3.1 和(4.7)来证明 1B 是连续的，通过观察(4.2)，我们可以得到： 

( ) ( ) ( )( )

( )( )

1

1 0 3,

1

3

0

0

e F d d

e F d d .

T a

T a
L X

T a

P u u P u u t t

u u t t

σ

σ

σ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

⋅∇ = ⊗∇  

≤ ⊗  

∫ ∫

∫ ∫





 

从而，可以得到 

( ) ( ) ( )( )1 0 1
, ,0

d
T a a

T

L X X
P u u u u t t

σ σ
⋅∇ ≤ ⊗∫ . 

对上式应用引理 3.4，可以得到 

( ) ( ) 0 1 1 01 0
, ,,

, ,
0

d
a aT a a a

T

X X X XL X
P u u C u u u u t

σ σσ
σ σ

σ σ

 
 ⋅∇ ≤ +
  

∫ , 

由于 0, 1a σ≥ ≥ 。故应用引理 3.3 和 Hölder 不等式可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 21 0 0, ,, ,

1 1
2

0
22 d

T a aT a T aL X XL X L X

T
P u u C u u u t

σ σσ σ
∞ ∞⋅∇ ≤ ∫ ,   (4.8) 

其中 ( ) [ ) [ ), 0, 1,a σ ∈ +∞ × +∞ 。对(4.8)再次应用 Hölder 不等式可以得到， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 0 0 1 2,, , ,

1 1 1
2 2 22

T aT a T a T aL XL X L X L X
P u u CT u u u

σσ σ σ
∞ ∞⋅∇ ≤ . 
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因此，可以得到 

 ( ) ( )1 0
,

1
22 ,

T TT a
TX XL X

P u u CT u u u X
σ

⋅∇ ≤ ∀ ∈ ,   (4.9) 

将引理 3.1 (i)应用于系统(4.7)，并利用(4.9)可以推断出 

 ( ) ( )0
,

1
2

1 2 ,, ,
T TT a

TX XL X
B u u CT u u u X

σ
∞ ≤ ∀ ∈   (4.10) 

将引理 3.1 (ii)应用于系统(4.7)，并利用(4.9)可以得到 

 ( ) ( )1 2
,

1
2

1 ,, 2
T TT a

TX XL X
B u u CT u u u X

σ
≤ ∀ ∈ ,   (4.11) 

由(4.10)和(4.11)，可以得出 

 ( )1 1 ,, ,
T TT

TX XX
B u u K u u u X≤ ∀ ∈   (4.12) 

其中
1
2

1 2K CT= 。该不等式表明算子 1B 是连续的。 

其次验证算子 2B 是三连续的。由(4.6)可以得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
2 0

2
2

, , e d

, , .

t t
t B u u u t P u u P u u t

B u u u t P u u t

τ τ τ− ∆∂ = −∆ −

= ∆ −

∫
 

因此，我们可以得到与 2B 相关的以下系统： 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

2
2 2

2

, , , , ;

, , 0 0.

B u u u t B u u u t P u u t

B u u u

∂ = ∆ −

=
  (4.13) 

由此可以得到 

 ( ) ( )
001 0 ,,,

2 2 3

0 0
d sup

aaT a

T

XXL X t T
P u u u u t CT u

σσσ < ≤
≤ ≤∫ .  (4.14) 

将引理 3.1 应用于系统(4.13)，并利用(4.14)可以推断出 

( ) ( ) 00
,,

3
2

0
, , su ,p

aT a
TXL X t T

B u u u CT u u X
σσ

∞
< ≤

≤ ∀ ∈ . 

( ) ( ) 01 2
,,

3
2

0
, , su ,p

aT a
TXL X t T

B u u u CT u u X
σσ < ≤

≤ ∀ ∈ . 

结合以上两个不等式，可以得到 

( ) 3
2 2

0
,, , sup

TT
TXX t T

B u u u K u u X
< ≤

≤ ∀ ∈ , 

其中 2K CT= 。该不等式表明算子 2B 是三连续的。 
因此，我们只需根据空间 TX ，估计方程(4.4)中的项 0et u∆ 。应用引理 3.2 可以得到 

( ) ( ) [ ]
1 2 1

03 30 ,,
0 0 0 0ˆ ˆe e e d e d , 0,

aa

a t at
XX

u u u u t T
σ σ

σσ

ξ ξ ξξ ξ ξ ξ−∆ = ≤ = ∀ ∈∫ ∫ 
. 

从而可以得到结论 
 ( ) 00 ,,

0 0e
aT a

t
XL X

u u
σσ

∞
∆ ≤ .  (4.15) 
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另一方面， 

 ( ) ( ) ( )
( )

1 2

31 2
,

1

03 ,

2
0 0 0

0 0

ˆe

.

e e d d

ˆe d

T a

a

Ta tt
L X

a
X

u u t

u u

σ

σ

σ

σ

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

−∆ =

≤ =

∫ ∫

∫





  (4.16) 

因此，根据(4.15)和(4.16)可以得出结论： 

 0
,0 0e 2

aT

t
XX

u u
σ

∆ ≤ .   (4.17) 

下面，让我们证明定理 1.1。 

由上述证明可以得出， 1B 为双连续线性算子， 2B 三连续线性算子，且
1
2

1 2
TXK CT u= ， 2K CT= 。

那么令 { }1 2max ,K K K= ，对任意 0ε > ，若 K 满足
( )( )2

1
6 2 2

K
ε ε

<
+

，存在 0T > ，根据引理 3.2 可以得

到方程(4.4)存在局部唯一解 Tu X∈ ，且满足 0
,

02 e
T a

t
X X

u u
σ

∆≤ 。由(4.17)可以得到 

0
,0 04 e 4

T aT

t
X XX

u u u
σ

∆≤ ≤ ，即 ( ) ( )0 1 2 0
, , ,04

T a T a aL X L X Xu u u
σ σ σ

∞ + ≤ 。 

综上，可以得到方程(1.1)存在唯一局部解 ( )( ) ( )( )0 3 1 2 3
, ,T a T au C X L Xσ σ∈ ∩  ，并且满足 

( ) ( )0 1 2 0
, , ,04

T a T a aL X L X Xu u u
σ σ σ

∞ + ≤ 。定理 1.1 证明完成。 
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