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摘  要 

在本文中，我们研究了三组式趋化系统的齐次Neumann初始边界值问题，该系统描述了斑秃的时空动态。

与常规的趋化模型相比，该系统的一个显著特征是CD8+ T细胞在CD4+ T细胞的帮助下以非线性方式增

殖。我们通过Leray-Schauder不动点定理证明了该系统强解的存在性、唯一性和正则性，随后建立了最

优控制系统，推导出了系统全局最优解的存在性，并在Banach空间中利用拉格朗日乘子定理研究最优控

制问题的一阶必要最优性条件，最后，我们得到了拉格朗日乘子的正则性结果。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the problem of homogeneous Neumann initial boundary values for a 
three-group chemotaxis system that describes the spatiotemporal dynamics of alopecia areata. To 
compare with previous chemotaxis models, a distinctive feature of this system is that CD8+ T cells 
additionally proliferate in a nonlinear manner with the help of CD4+ T cells. We prove the existence, 
uniqueness and regularity of the strong solution of the system by the Leray-Schauder fixed point 
theorem, then establish the optimal control system, deduce the existence of the global optimal so-
lution of the system, and use the Lagrange multiplier theorem in Banach space to study the first-
order necessary optimality condition of the optimal control problem, and finally, we obtain the reg-
ularity result of the Lagrange multiplier. 
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1. 引言 

斑秃(Alopecia Areata)是一种自身免疫性疾病。当免疫系统攻击毛囊(毛发生长的器官)时，斑秃就会

发生，发生斑秃的必要前提是生理性毛囊免疫特权的崩溃，该特权通常可以防止对毛囊的自身免疫攻击。

人们认为，斑秃的出现是由异常高的促炎细胞因子引发的，如干扰素–伽马 IFN-γ，它是对毛囊免疫特权

崩溃最有影响的诱导因子，它使毛囊暴露于 CD8+ T 淋巴细胞的攻击之下[1]。IFN-γ可以激活 CD8+ T 细

胞，也会受到 CD4+ T 细胞的促进作用。CD4+ T 细胞，CD8+ T 细胞和 IFN-γ之间存在着复杂的相互作

用关系。对斑秃中 T 细胞定向移动的研究[2] [3]表明，IFN-γ产生的趋化因子 CXCL10 对斑秃中的 T 细胞

起着趋化吸引作用，但对健康细胞却没有作用。由于 IFN-γ诱导 CXCL10，我们可以简化假设斑秃中的 T
细胞运动可以直接响应 IFN-γ浓度。因此，斑秃的发病机制涉及 IFN-γ，CD4+ T 细胞和 CD8+ T 细胞之

间的时空相互作用，Dobreva 等人通过引入趋化系统，研究了参与疾病发展的这三个组成部分的时空动

态。通过引入趋化系统 
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设未知变量 ( ),u u x t= 表示CD4+ T细胞的密度， ( ),v v x t= 表示CD8+T细胞的密度和 ( ),w w x t= 表示 IFN-
γ的浓度。其中， nRΩ⊂ ， 1n ≥ 是一个具有光滑边界的有界域。 1χ ， 2χ ， 1µ ， 2µ 和 r 为给定的正参数。

ν 表示边界 ∂Ω上的单位向外法向量，齐次 Neumann 边界条件意味着不存在跨越边界的通量。在方程中

u∆ 、 v∆ 、 w∆ 表示的是物质随机游走而发生的扩散现象， ( )( )1 u wχ− ∇ ⋅ ∇ 、 ( )( )2 v wχ− ∇ ⋅ ∇ 表示的是它们

会向高浓度物质聚集的现象，( )w− 表示引诱剂活性的衰减，( )w+ 项表示聚集的 IFN-γ越多，产生的吸引

其他细胞的信号就越多；与经典的双分量 Keller-Segel 系统[4]相比，模型(1)有两个新特征：两个免疫细

胞都会被趋化信号激活；更重要的是零阶非线性生成项 ruv 是两个细胞密度的乘积。而非线性生成项通

常是模拟病毒感染的系统中细胞密度和化学浓度的乘积[5]，这种不寻常的非线性生成项似乎是该系统的

主要新颖之处。 
在本论文中，我们在 ( ): 0,Q T= ×Ω中研究系统相关的控制问题： 
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具有相应的初始条件和边界条件。 
在这里，比例因子 f 可被视为 w 方程中的控制函数。值得注意的是，控制函数 f 可以解释为通过使

用各种药物影响 IFN-γ 浓度的行为。关于偏微分方程的优化控制问题已有大量著作，参见例如[6]-[12]。
但是，在与趋化性相关的最优控制问题文献很少，其中在[13]中作者研究了二维癌症侵袭模型的分布式最

优控制。通过应用 Leray-Schauder 不动点定理确定了系统弱解的存在性。此外，他们还证明了最优控制

的存在，导出了最优控制系统。在[14]中，他们控制作用于化学物质的边界条件，证明了最优解的存在性。

在最近的研究[15]中，作者分析了一个分布式最优控制问题，其中状态方程由静态趋化模型与 Navier-
Stokes 方程相联系的静态化合模型，他们验证了最优解的存在性，并利用惩罚法推出了最优控制系统。

在[16]中，作者在一个二维域里研究了控制变量是分布的并作用于化学物质方程的问题，最终证明了最优

解的存在。其他与非平稳 Keller-Segel 系统和非平稳趋化–流体模型可控性相关的研究可分别参考文献

[17] [18]。 
本文的创新之处在于通过拟线性趋化系统来探索斑秃的最优控制。这不仅对治疗和预防脱发症具有

重要意义，同时也极大地推动了对拟线性趋化系统的研究。同时，本文的研究成果为研究拟线性趋化系

统提供了新的思路和方法，对相关领域的研究也具有一定的参考价值。 
本文大纲如下：在第 2 节中固定了术语，介绍了将要使用的函数空间，给出系统(2)的强解定义，并

阐述抛物线正则性结果。在第 3 节中，我们将证明系统(2)的强解的存在性和唯一性。在第 4 节中，我们

证明全局最优解的存在性以及与局部最优解相关的最优系统。在第 5 节中，我们证明了拉格朗日乘子的

存在性并推导出了正则性结果。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将介绍一些符号，并给出一些初步结果。这些结果在后面的章节中将会经常用到，

而且是处理我们的问题所不可或缺的。字母 L，C，K，C1，K1，……，是正常数，与 ( ), ,u v w 和 f 无关。

在下面的定义中，我们给出了系统(2)的强解的概念。 
定义 2.1. 设 ( )4f L Q∈ ， ( )3 2,4

0 nw W∈ Ω ， ( )1
0u H∈ Ω ， ( )1

0v H∈ Ω 且 0 0w ≥ ， 0 0u ≥ ， 0 0v ≥ ，若 0w ≥ ，

0u ≥ ， 0v ≥ 并满足 

 ( )( ) ( )( ) ( ){ }3 2,4 4 2,4 4: 0, ; 0, ; , ,w n n tw w L T W L T W w L Q∞∈ = ∈ Ω Ω ∂ ∈  (3) 

 ( )( ) ( )( ) ( ){ }1 2 2 2: 0, ; 0, ; , ,u n tu u L T H L T H u L Q∞∈ = ∈ Ω Ω ∂ ∈  (4) 

 ( )( ) ( )( ) ( ){ }1 2 2 2: 0, ; 0, ; , ,v n tv u L T H L T H v L Q∞∈ = ∈ Ω Ω ∂ ∈  (5) 

则 ( ), ,w u v 被称为系统(2)的强解。 
注 2.2. 我们对 ( )2 2 ,ˆ p pW − Ω 空间定义如下 

 ( ) ( )
( )

2 2/ ,
2 2 ,

2 2/ ,

, 3,ˆ
, 3.
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p p

p p
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W p
W

W p

−
−

−

 Ω <Ω = 
Ω >

 (6) 

为了研究系统(2)解的存在性，我们将使用以下热方程的正则性结果热方程(见[19])。 
引理 2.3. 对于 2CΩ∈ 设 ( )1 3p p< < +∞ ≠ ， ( )pg L∈ Ω ， ( )2 2 ,

0
ˆ p pu W −∈ Ω ，若存在一个正常数 C，使

得 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 , 2, 2 2 ,ˆ ˆ0 ,p p p p pp p ptC W L W L QL Q Wu u u C g u− −+ ∂ + ≤ +  (7) 
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则系统 
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存在一个为唯一解 u 满足 

[ ] ( )( ) ( )( ) ( )2 2 , 2,ˆ0, ; 0, ; ,p p p p p
tu C T W L T W u L Q−∈ Ω Ω ∂ ∈  

因为在下文中，我们会用到 Gagliardo-Nirenberg 不等式。为了便于读者理解为方便读者，让我们简

要说明一个简单的版本。 
引理 2.4. 设 , 2nR n ≥ 是一个具有光滑边界的有界域， 0j ≥ ， 0k ≥ 为整数且 , , , 1p q r s > 。则存在常数

1 2, 0c c > 使得对于任何函数 ( ) ( )q su L L∈ Ω Ω 和 ( )k rD u L∈ Ω ， 

 1
1 2 ,j k

q sp r
D u c D u u c u

α α−≤ +  (9) 

其中
1 1 1j k
p n r n q

αα − = + − + 
 

， 1j
k

α≤ < 。 

此外在本文中，我们将使用二维域中的经典插值不等式： 

 ( )4 1
1 2 1 2 1, .L Hu C u u u H≤ ∀ ∈ Ω  (10) 

3. 系统强解的存在性和唯一性 

在本节中，我们将利用 Leray-Schauder 不动点定理证明(2)的解的存在性。具体来说，我们将证明以

下结果： 
定理 3.1. 设 ( )3 2,4

0 nw W∈ Ω ， ( )1
0u H∈ Ω ， ( )1

0v H∈ Ω 且 0 0w ≥ ， 0 0u ≥ ， 0 0v ≥ ， ( )4f L Q∈ ，若存

在一个正常数 

( )( )43 2,4 1 11 1 0 0 0, , , , , ,
n L QW H Hm T w u v fκ κ=  

使得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 2,43 2,4 1 14 2 2
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.
n

t t t L WC W H HL Q L Q L Q

L H L H

w u v w u v w

u v κ

× ×× ×
∂ ∂ ∂ + +

+ + ≤
 (11) 

成立，则系统(2)存在一个唯一的强解 ( ), ,w u v 。 

3.1. 存在性 

为了证明系统解的局部存在性，我们需要引入“弱”空间 

 [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) ( )( )0 0 2 8 3 1,8 3: 0, ; , : 0, ; 0, ; .w u vC T C C T L L T W= Ω = = Ω ∩ Ω    (12) 

结合定义 2.1 我们定义映射 : w u v w u vR × × → × ×      ↪ w u v× ×   。且 ( ) ( ), , , ,R w u v w u v= ，即解耦

合线性问题的解 
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其中 { }: max ,0 0w w+ = ≥ ， { }: max ,0 0u u+ = ≥ ， { }: max ,0 0v v+ = ≥ 。接下来将参照[20]证明映射 R 有意义

且为紧映射，从而利用 Leray-Schauder 不动点定理建立起解的存在性。 
引理 3.2. 算子 : w u v w u vR × × → × ×      有意义且为紧映射。 
证：首先将证明映射 R 是有意义的，设 ( ), , w u vw u v ∈ × ×   。由于 u  ↪ ( )4L Q ， v  ↪ ( )4L Q ，

( )4f L Q∈ 和 ( )w L Q∞⊂ ，所以 ( ) ( )4u v fw L Q+ + ++ − ∈ 。根据引理 2.3 ( 4p = )，则存在一个唯一解 ww∈

使得 
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+ ∂ +

≤ + + +

≤

 (14) 

现在利用 ww∈ ，有 

( )( ) ( )( )4 4 1,40, ; 0, ;w L T L L T w∞∇ ∈ Ω Ω ↪ ( ) ( )8 4, .L Q w L Q∆ ∈  

考虑到 

( ) ( )8 3 8 3, ,u L Q v L Q+ +∇ ∈ ∇ ∈  

和 ( ), , w u vw u v+ + + ∈ × ×   ，有 

( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ; ,u L T L L T H∞
+ ∈ Ω Ω ↪ ( )4L Q  

( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ;v L T L L T H∞
+ ∈ Ω Ω ↪ ( )4 .L Q  

由于 ( )8w L Q∇ ∈ ， ( ) ( )4,u v L Q+ + ∈ ，我们得到 
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∇⋅ ∇ = ∇ ∇ + ∆ ∈

∈ ∈ ∈

 

因此再一次利用引理 2.3 (p = 2)我们有 
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和 
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 (16) 

因此，根据以上的估计可以得到， : w u v w u vR × × → × ×      有意义。 
接下来我们将证明 R 为紧映射，R 的紧性是估计(14)，(15)和(16)以及紧嵌入 w u v× ×   ↪ w u v× ×  

的结果。由(15)，(16)可知，u 和 v 在 ( )( )10, ;L T H∞ Ω 中是有界的， tu∂ 和 tv∂ 在 ( )2L Q 中是有界的。由于

( )1H Ω ↪ ( )2L Ω 是紧嵌入的，从[21]的定理 5.1 中，我们有 u 和 v 紧凑地嵌入到 [ ] ( )( )0 20, ;C T L Ω 。另一

方面，在 ( 10, ; ( )L T H∞ Ω 和 (2 20, ; ( )L T H Ω 中插值，u 和 v 在 ( )( )8 3 7 40, ;L T H Ω 中是有界的(见[19])。由于

( )7 4H Ω ↪ ( )1, pW Ω ， 8p < 是紧嵌入的， tu∂ 和 tv∂ 在 ( )2L Q 中是有界的，同样的我们可以得到 u 和 v 是

紧嵌入到 ( )( )8 3 1,8 30, ;L T W Ω 的。类似地，由(14)知 w 在 ( )( )3 2,40, ; nL T W∞ Ω 中是有界的， tW∂ 在 ( )4L Q 中

有界。现在考虑到 ( )3 2,4
nW Ω ↪ ( )0C Ω 是紧嵌入，我们可以推导出 w 是紧嵌入到 

[ ] ( )( ) [ ]( )0 0 00, ; 0, ;C T C C TΩ = ×Ω 的，由此我们可以得到 R 为紧映射。 
接下来我们将利用 Leray-Schauder 不动点定理证明系统(2)解的长时间存在，为了得到此结果，我们

先给出如下引理。 
引理 3.3. 若集合 

 ( ) ( ) ( ) [ ]{ }, , : , , , , , 0,1 .w u vT w u v w u v R w u vα α α= ∈ × × = ∈    (17) 

在 w u v× ×   与 w u v× ×   中有界(与α 无关)，则存在 

 ( )( )43 2,4 1 10 0 0, , , , , 0.
n L QW H HM M m T w u v f= >  (18) 

其中 M 与α 无关，对于 ( ) [ ]( ), , 0,1w u v Tα α∀ ∈ ∈ 都满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2,4 2 2 2 2 3 2,4 1 14 2 2, , , , , , .
n

t t tL W L H L H C W H HL Q L Q L Q
w u v w u v w u v M

× × × ×× ×
+ ∂ ∂ ∂ + ≤  

证. 设 ( ) [ ], , , 0,1w u v Tα α∈ ∈  ( 0α = 的情况不做讨论)。然后，由于定理 3.2，( ), , w u vw u v ∈ × ×   且满

足以下方程： 

 
( )
( )

1 1

2 2

,
,

,

t

t

t

u u u w w uu
v v v w w ru v vv
w w u v fw

αχ α αµ
αχ α α αµ
α α α

+ + +

+ + + +

+ + +

= ∆ − ∇ ⋅ ∇ + −
 = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + + −
 = ∆ + + −

 (19) 

具有相应的初始条件和边界条件。因此，只需要证明 ( ), ,w u v 在 w u v× ×   中是有界的就足够了。但在此

之前，我们需要证明 ( ), ,u v w 的非负性和一些估计。 
引理 3.4. 满足方程(19)的解 ( ), ,u v w 具有非负性。 
证. 将(19)3 两端同时乘以 { }: min ,0 0w w− = ≤ ，考虑到若 0w ≥ ，则 0w− = ，若 0w ≤ ，则 w w− = ，若

0w = ，则 0w− = ，所以我们有 
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( ) ( ) ( )2 21 d , , , 0,
2 d

w w u w v w fw w
t

α α α− − + − + − + −+ ∇ = + − ≤  

因此 0w− ≡ ，所以 0w ≥ . 
类似的，将(19)2 和(19)1 两端同时分别乘以 { }: min ,0 0v v− = ≤ 和 { }: min ,0 0u u− = ≤ 。考虑到，若 0v ≥

则 0v− = ，若 0v ≤ 则 v v−∇ = ∇ ，若 0v > 则 0v−∇ = ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

1 d , , , , 0,
2 d

v v v w v r u v v w v v v v
t

α α α αµ− − + − + − + − + −+ ∇ = ∇ ∇ + + + ≤  

( ) ( ) ( )2 2
1

1 d , , , 0.
2 d

u u u w u w u u u u
t

α α αµ− − + − + − + −+ ∇ = ∇ ∇ + + ≤  

意味着 0u− ≡ 和 0v− ≡ ，所以 , 0u v ≥ 。 
引理 3.5. 存在 , 0m L > 使得(2)的解满足 

 ( ) ( ) ( ), , , , , 0.u t m v t m w t m t
Ω Ω Ω

⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ∀ >∫ ∫ ∫和  (20) 

 2 2
0 0

, , 0.
T T

u L v L t
Ω Ω

≤ ≤ ∀ >∫ ∫ ∫ ∫  (21) 

证：由于在边界上
u v w
ν ν ν
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂

，我们在 Ω上对(2)中每个方程进行积分，得到 

 

2
1

2
2

d ,
d
d ,
d
d .
d

u u w u u
t

v v w v r uv v
t

w w u v w f w
t

α µ α

α α µ α

α α α

Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

+ = + −

+ = + + −

+ = + + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 (22) 

由于对 0t∀ > 有
2

2 22

22 2
rr uv v uµ
µΩ Ω Ω

≤ +∫ ∫ ∫ ，根据 Young 不等式，直接计算即可得出 

 

2
1

2
2

d ,
d
d ,
d
d .
d

u u w u u
t

v v w v r uv v
t

w w u v w f w
t

α µ α

α α µ α

α α α

Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

+ = + −

+ = + + −

+ = + + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 (23) 

其中 

 
{ 1 2 1 2 1 2

2 2 2

2
2 21 2 1 1 2 1 2

2 2 2

d 2
d

23 2 .
2 2

u v w u v w
t r r r

u u v v
r r r

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ µ

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

 + + + + + + 
  

   ≤ + − + + −   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (24) 

现在令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
2 2: , , 2 , , 0y t u t v t w t t

r r
µ µ µ µ

Ω Ω Ω

 = ⋅ + ⋅ + + ⋅ ∀ > 
 ∫ ∫ ∫  

再次利用 Young 不等式，我们有 
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 ( ) ( )
2

2 21 1 2
1 22 0.

4 4
,y t c y t u v c t

r
µ µ µ

Ω Ω
′ + + + ≤ ∀ >∫ ∫  (25) 

其中
1

1 2
1 2: 2 1c

r
µ µ −

 = + < 
 

和
2 22

1 2 1 2
2 2 2 2

1 1 2

21: 3 2rc
r r
µ µ µ µ

µ µ µ
   = + ⋅ Ω + + ⋅ Ω   
   

。通过 ODE 比较定理可知 

( ) ( ) 2

1

max 0 , , 0.cy t y t
c

 
≤ ∀ > 

 
 

所以就得到了(20)，若对(25)两端同时对时间积分，就可以得到(21)。 
根据引理 3.4.将系统(19)转化处理下列适定性系统(26)，利用相关指标和嵌入不等式得到 , ,u v w的 L∞

估计进而来证明 ( ), ,w u v 在 w u v× ×   中是有界的。 
引理 3.6. 设 ( ), ,u v w 是方程(26)的解，则 ( ), ,u v w 在 w u v× ×   中有界。 

 
( )
( )

2
1 1

2
2 2 ,

.

,t

t

t

u u u w w u
v v v w w ruv v
w w u v fw

αχ α αµ
αχ α α αµ
α α α

 = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + −


= ∆ − ∇ ⋅ ∇ + + −
 = ∆ + + −

 (26) 

证：为了方便读者更好理解，这个证明将分为 4 个步骤。 
步骤 1：w 在 ( )( ) ( )( )1 2 20, ; 0, ;L T H L T H∞ Ω Ω 中有界。 
将(26)3 两端同时乘以 w 并同时积分我们有 

 ( ) ( ) ( )2 21 d , , , .
2 d

w w u w v w fw w
t

α α α+ ∇ = + −  (27) 

利用 Holder 不等式和 Young 不等式以及(10)，我们有 

 ( ) 4 4 4 1
2 2 221 1,

2 2
,L L L Hfw w f w w f w wα α− ≤ ≤ +  (28) 

 ( ) ( ) ( )2 2 221, ,
2

,u w v w u v wα α α+ ≤ + +  (29) 

所以我们可以得到 

 ( ) ( )1 4
2 2 2 2 2 2d 1 ,

d H Lw C w C f w C u v
t

+ ≤ + + +  (30) 

现将(26)3 两端同时乘以 ( )4w L Q−∆ ∈ 并积分。类似的我们有 

 
( ) ( )

4 1 2

2 2

2 2 2 2 2 22 2 2

1 d , ,
2 d

1 1 1
2 2 2

,L H H

w w u v w fw w
t

w u v C f w wδ

α α

α α α δ

∇ + ∆ = − + ∆ − ∆

≤ ∆ + + + +
 (31) 

取 δ足够小以至于可以消去
2w∆ 和 2

2
Hw ，所以我们有 

 ( )1 2 4 1
2 2 2 2 2 2d ,

d H H L Hw C w C f w C u v
t

+ ≤ + +  (32) 

根据(30)和(32)，利用 Gronwall 定理，我们得到 

 ( ) ( ) ( )1 2 2 2 4 1
2 2

1 0, , , ,L H L H L L Hw w K L T f w∞
 + ≤  
 

 (33) 

因此，w 在 ( )( ) ( )( )1 2 20, ; 0, ;L T H L T H∞ Ω Ω 中有界。 
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步骤 2：u，v 在 ( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ;L T L L T H∞ Ω Ω 中都有界。 
将(26)1 两端同时乘以 u 并积分，利用 Holder 不等式和 Young 不等式，我们有 

 

( ) ( ) ( )

4 4 2 2

4 1 2 2

2 2 2
1

2 2
1

2 4 2 2 24 4
1

1 d , , ,
2 d

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

,

L L L L

L H L L

u u u w u w u u u
t

u w u u w

C u w u u w

α α αµ

αχ α α

α χ α α

+ ∇ = ∇ ∇ + −

≤ ∇ ∇ + +

≤ ∇ + + +

 (34) 

考虑 1α = 和在(10)中关于 ( )1H Ω 的等价定义，我们有 

 ( )1 4 2
2 2 2 4 2d 11

d
,

2H L Lu C u C u w w
t

+ ≤ ∇ + +  (35) 

另一方面 

 ( ) ( )4 1 2 2
4 2 2

1,L L H L Hw C w w CK∞∇ ≤ ≤  (36) 

因此，根据(35)和(36)利用 Gronwall 定理得到 

 ( ) ( )2 2 41
2

2 0 0 0: , , , , , ,L L L LHu K m T w u v f∞
 =  
 

 (37) 

同时对(35)在(0, T)上积分我们有 

 ( ) ( )2 1 2 41
2

3 0 0 0: , , , , , ,L H L LHu K L T w u v f =  
 

 (38) 

类似可得 

 

( ) ( ) ( )

4 4 2 2

4 1 2 2

2 2 2
1

2 2
1

2 4 2 2 24 4
1

1 d , , ,
2 d

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

,

L L L L

L H L L

u u u w u w u u u
t

u w u u w

C u w u u w

α α αµ

αχ α α

α χ α α

+ ∇ = ∇ ∇ + −

≤ ∇ ∇ + +

≤ ∇ + + +

 (39) 

考虑到(10)中给出的 ( )1H Ω 的等价范数和(20)中给出的 v 的 L1 估计值，我们得到 

 ( )1 4 2 4
2 2 2 4 2 2 22 2d 1 11

d 2 2
,H L L Lv C v C v w w r u v

t
α α+ ≤ ∇ + + +  (40) 

根据(39)和(40)利用(10)，我们有 

 ( ) ( ) ( )4 2 2 1
4 2 2

2 3 ,L Q L L L Hu u u CK K∞≤ ≤  (41) 

然后对(39)使用 Gronwall 定理，得到 

 ( ) ( )2 2 41
2

4 0 0 0, , , , , ,L L L LHv K L T w u v f∞
 ≤  
 

 (42) 

同样的 

 ( ) ( )2 1 2 41
2

5 0 0 0, , , , , ,L H L LHv K L T w u v f ≤  
 

 (43) 

因此，我们可以得到 ,u v 在 ( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ;L T L L T H∞ Ω Ω 中是有界的。 
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步骤 3：w 在 w 中有界。 
由于 ( )4f L Q∈ ， ( )( )10, ;w L T H∞∈ Ω ，又因为 ( )7 2fw L Qα ∈ 。所以现在对(26)3 用引理 2.3 (p = 7/2)我

们可以得到 w 满足下列不等式： 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

10 7,7 2 7 2 10 7,7 27 2

10 7, 27 2 7 2 28 4
1

10 7,7 24 4 28 4
1

0

0 ,

n tC W L WL Q

L Q L Q L Q L Q W

L Q L Q L Q L Q W

w w w

C u v w f w

C u v w f w

τ

+ ∂ +

≤ + + +

≤ + + +

 (44) 

由于 28 1Lw K≤ ，利用(10)并考虑到(42)和(43)，我们得到： 

 ( ) ( )4 2 2 1
4 2 2

4 5.L L L L Hv v v CK K∞≤ ≤  (45) 

因此，从(45)知 ( )10 7,7 2
nC Ww 是有界的。又因为 ( )10 7,7 2

nC Ww ↪ ( )L Qw ∞ ，所以我们得到 ( )L Qw ∞ 同样也是有界的。 
那么，再次利用引理 2.3 (p = 4)，我们可以得出 w 的估计： 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

10 7,7 2 7 2 10 7,7 27 2

10 7, 27 2 7 2 28 4
1

10 7,7 24 4 28 4
1

0

0 .

n tC W L WL Q

L Q L Q L Q L Q W

L Q L Q L Q L Q W

w w w

C u v w f w

C u v w f w

τ

+ ∂ +

≤ + + +

≤ + + +

 (46) 

因此 w 在 w 中是有界的。 
步骤 4：u，v 分别在 u 和 v 中有界。 
(26)1 两边同时乘以 ( )2u L Q−∆ ∈ 并积分，然后利用 Holder 不等式和 Young 不等式我们有 

 

( ) ( ) ( )

( )4 4 4 4

4

4 4 4 2

4

4 4 4 2

2 2 2
1 1

22

2 4 22 2
1

2 2 2 1 2 3 2

2 2 4 22 2 2
1

2 2 2 2 4 2

22

1 d , , ,
2 d

1
2

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2

L L L L

L

L L L H

L

L L L H

u u u w u w u w u u u
t

u w u w u w

u u u

u C u w C u w u

w u u u

u C u w C u w u

w

δ

δ δ

αχ α αµ

α

α µ

δ

α α µ

δ δ

α

∇ + ∆ = − ∆ +∇ ⋅∇ ∆ − ∆ + ∆

≤ ∆ + ∇ ∇ ∆ +

+ ∆ + + ∆

≤ ∆ + ∆ + ∇ ∇

+ + ∆ + + ∆

≤ ∆ + ∆ + ∇ ∇ +

+ + 4
2 4 22 2

1
1 1

2 2 2
,Lu u uα µ∆ + + ∆

 (47) 

取 δ足够小以至于可以消去
2u 和 2

2
Hu ，所以我们有 

 

1 2 4 4 4 4

1 4 1 4 4

1 2,4 4

2 2 2 2 2 4 2 42 2
1

2 2 2 4 2 42 2
1

2 4 2 42 2
1

d 1 1
 d 2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

.

H H L L L L

H L H L L

H W L

u C u C u w C u w w u
t

C u w C u w w u

C u w w u

α α µ

α α µ

α α µ

+ ≤ ∆ + ∇ ∇ + +

≤ ∆ + ∇ + +

≤ + +

 (48) 

应用 Gronwall 定理，我们可以得到 
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 ( ) ( )( )1 41 1 3 2,4
2

7 0 0 0, , , , , .
nL H L QH H Wu K L T u v w f∞ ≤  (49) 

最后，对(48)在(0, T)上积分，我们得到 

 ( ) ( )( )2 2 41 1 3 2,4
2

8 0 0 0, , , , , ,
nL H L QH H Wu K L T u v w f≤  (50) 

且 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

2 2

2 4 4 4 4

2 4

41 3 2,4

2
1 1

1

2
1

9 0 0 0, , , , , .
n

t L Q L Q

L Q L Q L Q L Q L Q

L Q L

L QH W

u u u w w u

u u w u w

w u

K L T u v w f

αχ αµ

αχ

αµ

∂ = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + −

≤ ∆ + ∆ + ∇ ∇

+ +

≤

 (51) 

这意味着 u 在 u 中是有界的。 
类似地，(26)2 两边同时乘以 ( )2v L Q−∆ ∈ 并积分利用 Holder 不等式和 Young 不等式我们有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4 2

4 4 4

2 2 2
2 2

2 2 2 2 4 2 22

2 4 2 2 2 22 2 2 2
2

1 d , , , ,
2 d

1
2

1 1 1 1 1
2 2 2

.
2 2

L L L H

L L L

v v v w v w v w v v v r uv v
t

v C v w C v w v w

v v v v r u v

δ δ

αχ α αµ α

δ δ α

α µ α

∇ + ∆ = − ∇ ∇ + ∆ ∇ − ∆ + ∆ − ∆

≤ ∆ + ∆ + ∇ ∇ + +

+ ∆ + + ∆ + ∆ +

 (52) 

所以 

 1 2 1 2,4 4 4 4
2 2 2 4 2 4 2 2d 1 ,

 d 2H H H W L L Lv C v C v w C w v u v
t

 + ≤ + + + 
 

 (53) 

应用 Gronwall 定理并对(53)在(0, T)上积分我们有 

 ( ) ( )( )1 41 1 3 2,4
2

10 0 0 0, , , , , ,
nL H L QH H Wv K L T u v w f∞ ≤  (54) 

 ( ) ( )( )2 2 41 1 3 2,4
2

11 0 0 0, , , , , ,
nL H L QH H Wv K L T u v w f≤  (55) 

和 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

2 2

2 4 4 4 4 2

4 4 4

41 1 3 2,4

2
2 2

2
1

12 0 0 0, , , , , ,
n

t L Q L Q

L Q L Q L Q L Q L Q L Q

L L L

L QH H W

v v v w w v ruv

v v w v w w

v r u v

K L T u v w f

αχ αµ α

αµ α

∂ = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + − +

≤ ∆ + ∆ + ∇ ∇ +

+ + +

≤

 (56) 

这意味着 v 在 v 中是有界的。 
最后，综上所述我们可以得到Tα 在 w u v× ×   中是有界的 ( ]( )0,1α ∈ 。(18)取决于(46)，(49)~(51)和

(54)~(56)。 
引理 3.7. 映射 : w u v w u vR × × → × ×      是连续的。 
证明. 设 ( ){ }, ,m m m w u vm

w u v
∈

⊂ × ×


   是一个序列，有 
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 ( ) ( ), , , , ,w u v m m mw u v w u v× × →在 中    (57) 

特别地， ( ){ }, ,m m m m
w u v

∈
在 w u v× ×   中有界，因此，从(14)，(15)和(16)我们可以推导出序列

( ) ( ){ }, , : , ,m m m m m m m
w u v R w u v

∈
=



在 u u v× ×   中有界。又因为，从 u u v× ×   在 w u v× ×   的紧性可知(见
引理 3.2 证明)，存在一个序列 ( ){ }, ,m m m m

R w u v
∈

，同样记为 ( ){ }, ,m m m m
R w u v

∈
，和一个元素  

( ), , w u vw u v ∈ × ×      使得 

 ( ) ( ), , , ,m m mR w u v w u v→    在 w u v× ×   中为弱收敛，在 w u v× ×   中为强收敛， (58) 

根据(57)和(58)我们可以对(26)取极限，当 m 趋向于 +∞时，有 ( ) ( ), , , ,m m mw u v R w u v= 和 

( ) ( ), , , ,m m mw u v w u v= ，这意味着 ( ) ( ), , , ,R w u v w u v=    。然后，根据极限的唯一性，整个序列 

( ){ }, ,m m m m
R w u v

∈
在 w u v× ×   中强收敛到 ( ), ,R w u v 。因此，映射 : w u v w u vR × × → × ×      是连续

的。 
因此，根据引理 3.2~引理 3.7 可以得出映射 R 和集合Tα 满足 Leray-Schauder 不动点定理的条件。因

此，我们得出映射 ( ), ,R w u v 有一个不动点 ( ) ( ), , , ,R w u v w u v= 为系统(2)的解。最后我们可以发现估计式

(11)是由(46)，(49)~(51)和(54)~(56)推导出来的。 

3.2. 唯一性 

接下来证明系统解的唯一性，设 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , , u v wu v w u v w ∈ × ×   是系统(2)的两个解。将 ( )1 1 1, ,u v w  
and ( )2 2 2, ,u v w 代入方程并相减，记 1 2:u u u= − ， 1 2:v v v= − 和 1 2:w w w= − 我们可以得到 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 1 1 1 2

2 2
2 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 ,

,

0, , 0,

,0 0, ,0 0, ,0 0, .

,t

t

t

u u u w u w w u u

v v v w v w w ru v ru v v v

w w u v fw

u v w x t
v v v

u x v x w x x

χ µ µ

χ µ µ

 = ∆ − ∇ ∇ + ∇ + − +


= ∆ − ∇ ∇ + ∇ + + − − +
 = ∆ + + −

∂ ∂ ∂

= = = ∈∂Ω >∂ ∂ ∂
 = = = ∈Ω

 (59) 

对每个方程两边分别乘以 , ,u v w−∆ 并积分我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 2

1 d , , ( , ) , , ,
2 d

u u u w u u w u w u u u u u
t

χ χ µ µ+ ∇ = ∇ ∇ + ∇ ∇ + − +  (60) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2

1 d , , , , , ,
2 d

v v v w v v w v w v r u v u v v v v v
t

χ χ µ+ ∇ = ∇ ∇ + ∇ ∇ + + − − −  (61) 

 ( ) ( )2 21 d , , ,
2 d

w w u v w fw w
t
∇ + ∆ = − + ∆ + ∆  (62) 

应用 Holder 不等式和 Young 不等式以及(10)，我们得到 

 
( )

( )
4 4 4 1

1 4

1 2 1 2
1 1 1 1 1 1

2 2 4 2
1 1 1

,

,
L L L H

H L

u w u u w u u w w u

w u C u wδ

χ χ χ

χ δ χ

∇ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ ∇ ∇ ∇

≤ ∇ + ∇ + ∇
 (63) 

 
( )

( )
4 4 4 1

1 4

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

2 2 4 2
1 1 2

,

,
L L L H

H L

u w u u w u w u u u

u u C w uδ

χ χ χ

χ δ χ

∇ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ ∇ ∇

≤ + ∇ + ∇
 (64) 
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 ( ) ( )1 4
2 2 4 2

2 1 2 2 1, ,H Lv w v w v C v wδχ χ δ χ∇ ∇ ≤ ∇ + ∇ + ∇  (65) 

 ( ) ( )1 4
2 2 4 2

2 1 2 2 1, ,H Lv w v w v C v wδχ χ δ χ∇ ∇ ≤ ∇ + ∇ + ∇  (66) 

 ( ) 4 4 2 4 1
2 2 2, ,L L H L Hfw w f w w w C f wδδ∆ ≤ ∆ ≤ +  (67) 

同样的，我们也有 

 ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1, , ,
2 2 2 2

,w u w u w v w v≤ + ≤ +  (68) 

 ( ) ( )2 2 21 1, ,
2 2

u v w w u v− + ∆ ≤ ∆ + +  (69) 

在这里我们考虑 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

2 2
2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

, , , , ,

, , , , ,

, , ,

u u u u u u u u u u u u u

v v v v v v v v v v v v v

r u v u v v r uv vu v

µ µ µ µ

µ µ µ µ

− + = − − + = − +

− + = − − + = − +

− = +

 

对于剩余项，同样应用 Holder 不等式和 Young 不等式以及(10)，我们得到 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
4 4 4

1 4 4

2 2
1 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 2 4 4 2
1 2

, ,

,

, L L L

H L L

u u u u u u u u u u u u

u u C u u uδ

µ µ µ µ

δ

− + = − + ≤ +

≤ + + +
 (70) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 4 4
2 2 4 4 22 2

2 1 2 2 2 1 2 1 2, , , ,H L Lv v v v v v v v v v C v v vδµ µ µ δ− + = − + ≤ + + +  (71) 

 
( ) ( )

( )
4 4 4 4

1 1 4 4

1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 4 2 4 2
1 2

, ,

,
L L L L

H H L L

r u v u v v r uv vu v u v v v u v

v u v C v u C u vδ δδ

− = + ≤ +

≤ + + + +
 (72) 

根据(60)~(72)，取 δ足够小，我们有 

 

( ) ( )
( )(
( ) ( ))

1 1 1 2

4 4 4 4

4 4 4 4 1 4 4 4

2 2 2 2 2 2

2 4 4 4 4
2 1 2 1

2 4 4 4 4 2 4 4 2
2 1 2 2 1 1

d
d

1

1 .

H H H H

L L L L

L L L L H L L L

u v w C u v w
t

C u w u u v

v w v v u w u v f

+ + + + +

≤ ∇ + + + +

+ ∇ + + + + + + +

 (73) 

因此，根据(73)和 Gronwall 引理，且 0 0 0 0u v w= = = ，所以我们得到了 0u v w= = = ，也就意味着系统(2)
的解存在且唯一。 

4. 最优控制问题 

在这一节中我们将建立与系统相关的最优控制问题，并证明控制问题最优解的存在性，从生物学角

度来看，人们试图通过服用激素类药物或物理干扰等方式来控制和预防斑秃的发生，但都会出现比较明

显的副作用。由于 CD8+ T 淋巴细胞由 IFN-γ激活并由 CD8+ T 淋巴细胞协助增殖，因此为了尽量减少副

作用的影响我们可以利用类似于[20]中所用技巧定义以下与系统(2)相关的最小约束化问题： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

0 0

2 4

0 0

, , : , , d d , , d d
2 2

                  , , d d , d d .
2 4

d d

d d

T Tu v
d d

T Tw
d

J u v w u x t u x t x t v x t v x t x t

Nw x t w x t x t f x t x t

β β

β
Ω Ω

Ω Ω

= − + −

+ − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (74) 

是最小的，其中 ( ), , ,u v w f ∈满足系统(2) 

 ( ) ( )( )4 4 4: , : 0, ; ,u v w c cL Q L T L Q= × × × ⊂ =       (75) 

我们假设 cΩ ⊂Ω为控制域和 dΩ ⊂Ω为观测域。这里 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,d d d d d du v w L Q L Q L Q∈ × × 表示期望

值，非负常数 , ,u v wβ β β 和 N 分别表示期望成本和控制成本。最优控制问题的解集定义如下 

 ( ) ( ){ }, , , :  1.1 .ad s u v w f s= = ∈ 为 的强解   (76) 

我们可以看到(4.1)中定义的函数 J，它描述了 CD4+ T 细胞密度 u 与期望细胞密度 du 的偏差，CD8+ 
T 细胞密度 v 与期望细胞密度 dv 的偏差，IFN-γ浓度 w 与期望 IFN-γ浓度 dw 的偏差，加上用 ( )4L Ω 范数

来衡量的控制成本。通过调节外源项 f 使得 CD4+ T、CD8+ T 细胞密度与 IFN-γ浓度尽可能的接近期望

状态，从而达到治疗斑秃疾病的效果。 

4.1. 全局最优解的存在性 

我们在这项工作中研究的最优控制问题是，在受控系统(或状态系统) (2)的条件下，使目标函数(74)最
小化，即找到一对解 ( ), , , adu v w f ∈    使得 

 ( ) ( ) ( ), , ,, , , min , , , ,
adu v w fJ u v w f J u v w f∈=     (77) 

成立，且满足 (77) 的 ( ), , , adu v w f ∈    被称为 (74) 的全局最优解。 
定理 4.1. 假设 0N > 或者 在 ( )4L Q 中有界，则最优控制问题(74)至少存在一个全局最优解 

( ), , , adu v w f ∈    。 
证明. 从定理 3.1 我们可以推导出 ad ≠ ∅ 。设{ } ( ){ }, , ,m m m m m adm m

s u v w f
∈ ∈

= ⊂




 是 J 的一个极小化

序列，也就有 ( ) ( )lim inf
ad

mm s
J s J s

→∞ ∈
=


。然后根据 ad 的定义，对于每一个 m∈， m 都满足系统(2) 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1

2
2 2

0 0 0

, , 0
, , 0

, , 0

0, , 0

,0 , ,0 , ,0 , .

t m m m m m m

t m m m m m m m m

t t m m m m m

m m m

m m m

m m m

u u u w w u x t
v v v w w ru v v x t
w w u v f w x t

u v w x t
v v v

u x u x v x v x w x w x x

χ µ
χ µ

∂ = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + − ∈Ω >

∂ = ∆ − ∇ ⋅ ∇ + + − ∈Ω >
∂ = ∆ + + − ∈Ω >

∂ ∂ ∂ = = = ∈∂Ω >

∂ ∂ ∂


= = = ∈Ω

 (78) 

根据 J 的定义和假设性条件 0N > 或者 在 ( )4
cL Q 中有界，我们有 

 { } ( )4 ,m cm
f L Q

∈
在 中有界  (79) 

从(11)可知存在 0C > ，与 m 无关，使得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 2 2 3 2,4 1 1

4 2,4 2 2 2 2

, , , ,

,
n

t m t m t m m m mL Q L Q L Q C W H H

m m mL W L H L H

w u v w u v

w u v C

× × × ×
∂ ∂ ∂ +

+ + + ≤
 (80) 
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我们可以推导出，在 M 中存在 ( ), , ,s u v w f= 

    ，这样对于{ }m m
s

∈
的某个子序列，仍然用{ }m m

s
∈

表示，

当 m →∞时，下面的收敛性成立： 

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )
( )

2 2 1

2 2 1

4 2,4 3 2,4

2

2

4

0, ;  * 0, ; ,

0, ;  * 0, ; ,

0, ;  * 0, ; ,

,

,

 

.

 m

m

m n

t m t

t m t

t m t

u u L T H L T H

v u L T H L T H

w w L T W L T W

u u L Q

v u L Q

w v L Q

∞

∞

∞

→ Ω Ω

→ Ω Ω

→ Ω Ω

∂ → ∂

∂ → ∂

∂ → ∂













弱收敛于 弱 收敛于

弱收敛于 弱 收敛于

弱收敛于 弱 收敛于

弱收敛于

弱收敛于

弱收敛于

 (81) 

根据(81)和 Aubin-Lions 引理(见[22])再利用[21]推论 4 我们有 

 

[ ] ( )( ) ( )( )
[ ] ( )( ) ( )( )
[ ] ( )( ) ( )( )

2 2 1

2 2 1

4 4 3 2,4

0, ; 0, ; ,

0, ; 0, ; ,

0, ; 0, ; .

m

m

m n

u u C T L L T H

v v C T L L T H

w w C T L L T W

→ Ω Ω

→ Ω Ω

→ Ω Ω










强收敛于

强收敛于

强收敛于

 (82) 

由于 ( )m m m m m mu w u w u w∇⋅ ∇ = ∇ ⋅∇ + ∆ 和 ( )m m m m m mv w v w v w∇⋅ ∇ = ∇ ⋅∇ + ∆ 再 ( )2L Q 中都有界， m mf w 在

( )4
cL Q 中也有界，那么就有弱收 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

 ,
,

m m

m m

u w u w L Q
v w v w L Q

∇⋅ ∇ →∇⋅ ∇
∇⋅ ∇ →∇⋅ ∇

 

 

弱收敛于

弱收敛于
 (83) 

和 

 
( )
( )
( )

2 2 2

2 2 2

2

, 

 ,

,

 m

m

m m

u u L Q

v v L Q

u v uv L Q

→

→

→





 

弱收敛于

弱收敛于

弱收敛于

 (84) 

最后根据(82)~(84)中的收敛性，当 m 趋向于 +∞时，我们可以得到(78)中的极限，并且 s = ( ), ,u v w   是

系统(2)的解，也就是说 ads∈  。因此， 

 ( ) ( ) ( )lim inf .
ad

mm s
J s J s J s

→+∞ ∈
= ≤ 


 (85) 

另一方面，由于 J 在 ad 上是下半连续的，所以我们有 ( ) ( )lim inf mm
J s J s

→∞
≤ ，这与(85)共同暗示了(77)。 

4.2. 与局部最优解有关的最优系统 

在本小节中，我们将以 Zowe [23]等人给出的关于巴拿赫空间中拉格朗日乘子存在性的一般结果为基

础，不用构造出具体的拉格朗日函数直接推导出问题(74)的局部最优解 ( ), , ,u v w f   的一阶必要最优条件。

为了介绍[23]中给出的概念和结果，我们考虑以下优化问题 

 ( ) ( ){ }min , : .J s s s G s∈ = ∈ ∈       (86) 

其中 :J X →是一个函数， :G X Y→ 是一个算子，X 和 Y 是巴拿赫空间，是 X 的一个非空闭凸子

集，  是 Y 中的一个定点位于原点的非空闭凸雉。 
定义 4.2.设 s∈ 是问题(86)的局部最优解，设 J 和 G 在 s处是 Fréchet 可微的，导数分别为 ( )J s′  和

( )G s′  ，若对于任意的 Yλ ′∈ 有 
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( )

( ) ( ) ( )

, 0
Y

s G s s

G s

J λ

λ

λ

+

′

+






′ ′− ∈

∈



=

  






 

则 λ 被称为问题(86)在 s处的拉格朗日乘子，其中 ( ) ( ){ }: : 0,s s s sθ θ= − ≥ ∈    是 s在中的锥形体。 
定理 4.3. 设 s∈ 是问题(74)的局部最优解，假设 J 是 Fréchet 可微的函数，G 是一个连续的 Fréchet

可微的函数。若 s是一个正则点，则在 s处(74)的拉格朗日乘子集是非空的。 
我们考虑如下的巴拿赫空间 

 ( ) ( ) ( ) ( )4 2 2 4: , : ,u v w cX L Q Y L Q L Q L Q= × × × = × ×    (87) 

其中 

 

( )

( )

( )

: : 0 on 0, ,

: : 0 on 0, ,

: : 0 on 0, ,

u u

v v

w w

uu T

vv T

ww T

∂ = ∈ = ×∂Ω ∂ 
∂ = ∈ = ×∂Ω ∂ 
∂ = ∈ = ×∂Ω ∂ 

n

n

n

 

 

 

 (88) 

算子 ( )1 2 3, , :G G G G X Y= → ，其中 

 ( ) ( ) ( )2 2 4
1 2 3: , : , : .G X L Q G X L Q G X L Q→ → →  (89) 

在 X 中每一点 ( ), , ,s u v w f= 定义为 

 
( ) ( )
( ) ( )
( )

2
1 1 1

2
2 2 2

3 ,

,
,

t

t

t

G s u u u w w u
G s v v v w w ruv v
G s w w u v fw

χ µ
χ µ

 = − ∆ + ∇ ⋅ ∇ − +


= − ∆ + ∇ ⋅ ∇ − − +
 = − ∆ − − +

 (90) 

将 : u v w= × × ×     作为 X 的闭凸子集并且 { }0= ，最优控制问题(74)可以重述如下 

 ( ) ( ) ( ){ }min , , , , : 0 .adJ s s s u v w f G s∈ = = ∈ =   (91) 

注意到约束算子 G 和目标函数 J 的可微性，那么我们有以下结果。 
引理 4.4. 函数 :J X →是 Fréche 可微的，算子 :G X Y→ 在 ( ), , ,s u v w f X= ∈    的方向 

( ), , ,r U V W F X= ∈ 是连续 Fréchet 可微的，各自的导数为 

 
( )[ ] ( ) ( )

( )
0 0

3
0 0

d d d d

d d d d ,

d d

c d

T T
u d v d

T T
w d

J s r u u U x t v v V x t

w w W x t N f F x t

β β

β

Ω Ω

Ω Ω

′ = − + −

+ − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

  





 (92) 

和 

 
( )[ ] ( ) ( )
( )[ ] ( ) ( )
( )[ ]

1 1 1 1

2 2 2 2

3

,
,

.

t

t

t

G s r U U U w u W W uU
G s r V V V w v W W vV ruV rUv
G s r W W U V fW Fw

χ χ µ
χ χ µ

′ = ∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ − +
 ′ = ∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ − + − −
 ′ = ∂ − ∆ − − + +

   

     



 (93) 

我们希望证明拉格朗日乘子的存在性，如果问题(91)的局部最优解是算子 G 的正则点，那么拉格朗

日乘子的存在性是有保证的。 
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定义 4.5. 若 ( ), , , ads u v w f= ∈     是一个正则点，也就是说给定 ( ), ,u v wg g g Y∈ ，则存在 

( ) ( ), , , u v wr U V W F f= ∈ × × ×     使得 

( )[ ] ( ), , ,u v wG s r g g g′ =  

其中 ( ) ( ){ }: : 0,f f f fθ θ= − ≥ ∈    是 f 在 中的锥形体。 
引理 4.6. 设 ( ), , , ads u v w f= ∈     ，则 s是一个正则点。 
证明. 设 ( ) ( ), , , , , , ,ad u v wu v w w f g g g Y∈ ∈

     ，因为 ( )0 f∈  ，所以只需要证明 

( ) ( ), , , u v wU V W F f∈ × × ×     的存在性就行了，使得 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

2 2 2

,
,

,

u t

v t

w t

g U U U w u W W uU
g V V V w v W W vV ruV rUv

g W W U V fW

χ χ µ
χ χ µ

 = ∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ − +


= ∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ − + − −
 = ∂ − ∆ − − +

  

    



 (94) 

具有相应的初始条件和边界条件。 
利用 Leray-Schauder 不动点定理来验证系统(94)的线性问题的局部存在性并不困难，其方法类似于定

理 3.3 的证明。因此，我们省略其部分证明过程，给出其正则性估计。 
在(94)1，(94)2 和(94)3 的两端分别乘以 U，V，−∆W，再积分我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1

1 d , , , , , ,
2 d uU U u W U U w U W U uU U g U

t
χ χ µ+ ∇ = ∇ ∇ + ∇ ∇ + + +    (95) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2

2

1 d , , ,
2 d

, , , , ,v

V V v W V V w V W V
t

vV V g V r uV V r Uv V

χ χ

µ

+ ∇ = ∇ ∇ + ∇ ∇ +

+ + + +

 

  

 (96) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 d , , , , ,
2 d wW W U W V W g W fW W

t
∇ + ∆ = ∆ + ∆ − ∆ − ∆  (97) 

应用 Holder 不等式和 Young 不等式以及(10)，我们得到 

( )

( )

4 4

4 1

1 4

1

2 2

2 2 4 2

,

,

L L

L H

H L

u W U u W U

C u W W U n

W U C u W

δ

δ

χ

δ

δ

∇ ∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇ ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ + ∇

 





 

( ) 4 4

4 1

1 4

1

1 2 3 2

2 4 2

,

,

L L

L H

H L

U w U U w U

C U w U

U C w Uδ

χ

δ

∇ ∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇

≤ + ∇

 





 

( )

( )

4 4

4 1

1 4

2

2 2

2 2 4 2

,

,

L L

L H

H L

v W U v W U

C v W W U

W U C v W

δ

δ

χ

δ

δ

∇ ∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇ ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ + ∇

 





 

( )

( )

4 4

1 4

1 4

2

1 2 1 2

2 2 4 2

,

,

L L

H L

H L

V w V V w V

C V V w V

V V C w V

χ

δ

∇ ∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇ ∇

≤ + ∇ + ∇

 




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( ) 4 14 4

22 2 ,, L HL L
fW W f W W w C f Wδδ∆ ≤ ∆ ≤ ∆ +    

( ) ( )
( ) ( )

1 4

1 4

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2

,

,

,

,

H L

H L

uU U U U C U u

vV V V V C V v

δ

δ

µ δ

µ δ

≤ + +

≤ + +

 

 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 4

1 4

2 2 2 2

2 2 2 2

,

,,

,H L

H L

r uV V V V C V u

r Uv V V U C U v

δ

δ

δ

δ

≤ + +

≤ + +

 

 

 

利用 Holder 不等式和 Young 不等式，我们有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 22 2 2

1 1 1 1, , ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , ,
2 2

,

2 2
1 1 1 1 1 1, , , , ,
2 2 2 2

,
2 2

,

u u v v w w

U W W U V W W U

W U W U W V W V

g U g U g V g V g W W g

∆ ≤ ∆ + ∆ ≤ ∆ +

≤ + ≤ +

≤ + ≤ + ∆ ≤ ∆ +

 

另一方面，在(94)3 两端同时乘以 W 再积分有 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 4

2 2

222 2 2 2 2

1 d , , , ,
2 d

,

wH

wH L

W W U W V W g W fW W
t

W W C U V g f Wδδ

+ ≤ + + +

≤ + + + + +





 (98) 

将不等式(95)~(97)相加，取 δ足够小，我们得到 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2

4 4 4 4 4 4

4 4 14

2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 24 4 2

d
d

1 1

,

H H H H

L L L L L L

u v wL L HL

U V W C U V W
t
C w v u U C w u v V

C u v f W C g g g

+ + + + +

≤ + ∇ + + + + ∇ + +

+ + + + + +

     



 

 (99) 

根据(99)通过应用 Gronwall 引理我们可以找到一个正常数 C0 它取决于 0 0, ,T U V 和 10 HW ，使得 

 ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 1 2 0., ,
L L L H L H H H

U V W C∞ × × × ×
≤



 (100) 

现在，按照定理 3.3 的证明步骤 3，我们可以得到 W 在 w 中是有界的，因为下面的估计是成立的 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4 2,4 3 2,44 3 2,4 4 41 0 0, , , .
n nt wL W C WL Q W L Q L Q

W W W C C W g f
Ω

+ ∂ + ≤   (101) 

然后，我们按照引理 3.6 的证明步骤 4 稍作修改，我们可以得到 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2,
L H H L H H

U V C∞ × ×
≤



和 

( ) ( )2 2 2,t t L L L
U V C

×
∂ ∂ ≤ 。因此，我们可以根据 Leray-Schauder 不动点定理推导出(94)的解的存在性。然后，

( ), ,U V W 的唯一性直接源于 ( ), ,U V W 的正则性和系统的线性性质。因此，证明结束。 

5. 一阶必要最优条件与拉格朗日乘子的正则性估计 

定理 5.1. 设 ( ), , ads u v w= ∈     是控制问题的局部最优解，那么存在拉格朗日乘子 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 3
1 2 3, ,p p p L Q L Q L Q∈ × × 使得所有 ( ) ( ), , , u v wU V W F C f∈ × × ×    有 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )

3
0 0 0 0

1 1 1 10

2 2 2 20

30

d d d d d d d d

d d

d d

d d

d d c d

T T T T
u d v d w d

T
t

T
t

T
t

u u U x t v v V x t w w W x t N f F x t

U U U w u W W uU p x t

V V V w v W W vV ruV rUv p x t

W W U V fW Fw p x t

β β β

χ χ µ

χ χ µ

Ω Ω Ω Ω

Ω

Ω

Ω

− + − + − +

− ∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ − +

− ∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ − + − −

− ∂ − ∆ − − + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



  

  

    



 0.≥

 (102) 

证明. 根据引理 4.6， ads∈  是一个正则点，那么根据定义 4.2 和定理 4.3，存在拉格朗日乘子

( )1 2 3, ,p p p ∈ ( ) ( ) ( )2 2 4 3L Q L Q L Q× × 使得 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]1 21 32 3, , , 0.J s r G s r p G s r p G s r p′ ′ ′ ′− − − ≥     (103) 

( ) ( ), , , u v wr U V W F f= ∈ × × ×     。因此，证明由(92)~(93)得出。 
推论 5.2. 设 ( ), ,s u v w=    是最优控制问题(91)的局部最优解。那么，定理 5.1 中的拉格朗日乘子

( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 3
1 2 3, ,p p p L Q L Q L Q∈ × × 满足系统 

 
( )( )

( )
1 1 1 2 30 0 0

0

d d d d d d

d d ,
d

T T T
t

T
u d

U U U w uU p x t rUvp x t U p x t

u u U x t

χ µ

β

Ω Ω Ω

Ω

∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + − −

= −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

  



 (104) 

 ( )( ) ( )2 2 2 30 0 0
d d d d d d ,

d

T T T
t v dV V V w vV ruV p x t V p x t v v V x tχ µ β

Ω Ω Ω
∂ − ∆ + ∇ ⋅ ∇ + − − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (105) 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )
3 1 1 2 20 0 0

0

d d d d d d

d d .
d

T T T
t

T
w d

W W fW p x t u W W p x t v W W p x t

w w W x t

χ χ

β

Ω Ω Ω

Ω

∂ − ∆ + + ∇ ∇ − + ∇ ∇ −

= −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫



 



 (106) 

与线性系统的极弱解概念相对应 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 3

3 3 3 1 2 1 1 2 2

,

,

,

t u d d

t v d d

t w d d

p p p w up rvp p u u

p p p w vp rup p v v

p p fp p p u p v p w w

χ µ β χ

χ µ β χ

χ χ β χ

Ω

Ω

Ω

∂ + ∆ + ∇ ∇ − + + = − −
∂ + ∆ + ∇ ∇ − + + = − −

∂ + ∆ − + + − ∇ ∇ − ∇ ∇ = − −

   

   



  

 (107) 

和最优条件 

 ( )( )( )3

30
d d 0.

T
N f wp f f x t

Ω
− − ≥∫ ∫  

  (108) 

证明. 根据(102)，令 ( ) ( ), , 0,0,0V W F = ，则有(104)。类似地，令 ( ) ( ), , 0,0,0U W F = ，则得到(105)，
令 ( ) ( ), , 0,0,0U V F = 则有(106)，令 ( ) ( ), , 0,0,0U V W = 则有(108)。 

定理 5.3. 在定理 5.1 的条件下，系统(107)存在唯一的强解 ( )1 2 3, ,p p p ，使得 

 ( )( ) ( )( ) ( )1 2 2 2
1 10, ; 0, ; , ,tp L T H L T H p L Q∞∈ Ω ∩ Ω ∂ ∈  (109) 

 ( )( ) ( )( ) ( )1 2 2 2
2 20, ; 0, ; , ,tp L T H L T H p L Q∞∈ Ω Ω ∂ ∈  (110) 

 ( )( ) ( )( ) ( )2 2 , 2,
3 30, ; 0, ; , , 2,p p p p p

tp L T W L T W p L Q p∞ −∈ Ω Ω ∂ ∈ ∀ <  (111) 

证明. 设 s T t= − ， ( )0,t T∈ 和 ( ) ( )1 1p s p t= ， ( ) ( )2 2p s p t= ， ( ) ( )3 3p s p t= ，那么系统(107)等价于 
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( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 3

3 3 3 1 2 1 1 2 2

,

,

t u d d

t v d d

t w d d

p p p w up rvp p u u
p p p w vp rup p v v

p p fp p p u p v p w w

χ µ β χ
χ µ β χ

χ χ β χ

Ω

Ω

Ω

∂ − ∆ − ∇ ∇ + − − = −

∂ − ∆ − ∇ ∇ + − − = −
∂ − ∆ + − − + ∇ ∇ + ∇ ∇ = −

       

       



         

 (112) 

具有相应的初始条件和边界条件，根据与证明定理 4.6 相似的推理，我们可以得到它的正则性估计。

将两端同时乘以 1p ，并对Ω进行积分，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 1

1 d , , , , , ,
2 d u dp p p w p r vp p p p up p u u p

t
χ µ β+ ∇ = ∇ ∇ + + − + −              (113) 

利用 Young 不等式，我们有 

 ( ) 4 4 4 1 41

31 2 4 2221 1 1 1 1 1 1 1 1 ,, L L L H LH
p w p C w p p C w p p p C w pδχ δ∇ ∇ ≤ ∇ ∇ ≤ ∇ ≤ + ∇             (114) 

考虑到(10)，可以得出 

 ( ) 4 4 4 1 4 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,L L L H L Hup p u p p C u p p C p u C pµ µ− ≤ ≤ ≤ +            (115) 

 ( ) ( )4 4 1 4
2 2 2

2 1 1 2 1 2, ,L L H Lr vp p r v p p C p p v≤ ≤ +         (116) 

对于剩余项我们有 

 ( ) ( ) ( )2 22
1 3 1 1 3, , ,u d dp p u u p C p p u uβ+ − ≤ + + −        (117) 

结合(113)~(117)可以得出结论 

 ( ) ( )1 4 4 4
2 22 2 4 2 2 2 2

1 1 1 2 3
d 1 ,
d dH L L Lp C p C w u p C v p p u u

t
+ ≤ ∇ + + + + + −          (118) 

(118)将(112)1 两端同时乘以 1p−∆ 并对 Ω进行积分，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 1

1 d , , , , , ,
2 d u dp p p w p r vp p p p up p u u p

t
χ µ β∇ + ∆ = − ∇ ∇ ∆ − ∆ − ∆ + ∆ − − ∆              

考虑到(10)，再利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式我们有 

 

( )

( )

4 4

4

4 4

1 1 1 1 1

21 12 2
2 21 1 1 1

2 2 2 4
1 1

,

,

L L

L

L L

p w p C p w p

C p C p p p w

C p C p w w

χ− ∇ ∇ ∆ ≤ ∇ ∇ ∆

 ≤ ∆ + ∆ ∇ + ∆ ∇ 
 

≤ ∆ + ∇ ∇ + ∇

     

    

   

 (119) 

利用 Young 不等式和 Sobolev 嵌入定理我们有 

 ( ) 4 4 4 1 4 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,, L L L H L Hup p C u p p u p p u p pµ δ∆ ≤ ∆ ≤ ∆ ≤ + ∆            (120) 

 ( ) 4 4 4 1
2 2 2

2 1 2 1 1 2, ,L L L Hr vp p C v p p p C v pδ− ∆ ≤ ∆ ≤ ∆ +        (121) 

对于剩余项利用 Young 不等式我们有 

 ( ) ( ) ( )2 22
1 3 1 3 1, , ,u d dp p u u p C p p u uβ− ∆ − − ∆ ≤ + ∆ + −   (122) 

结合(119)~(122)并将 δ取得足够小，可以得到以下结果 

 ( ) ( )1 2 4 4 4 1 4 1
2 22 2 2 2 4 2 2 2

1 1 1 2 3
d ,
d dH H L L L H L Hp C p C u w w p C p v p u u

t
+ ≤ + ∇ + ∇ + + + −           (123) 
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对于 1p 的正则性，我们可以使用与 2p 类似的估计值，我们发现 

 ( ) ( )1 4 4 4
2 22 2 4 4 2 2 2

2 2 2 1 3
d 1 ,
d dH L L Lp C p C w v p C u p p v v

t
+ ≤ ∇ + + + + + −          (124) 

和 

 ( ) ( )1 2 4 4 4 1 4
2 22 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 1 3
d ,
d dH H L L L H Lp C p C v w w p C u p p v v

t
+ ≤ + ∇ + ∇ + + + −           (125) 

将(112)3 两端同时乘以 3p ，并对 Ω进行积分，得出 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2
3 3 3 3 1 2 3 1 1 3 2 2 3 3

1 d , , , , , .
2 d w dp p fp p p p p u p p v p p w w p

t
χ χ β+ ∇ = − + + ∇ ∇ + ∇ ∇ − −

                

根据 Gagliardo-Nirenberg 不等式我们可以得到 

 ( ) ( )44 4 4

1 1 42 2
2 23 3 3 3 3 3 3 3 3 3, 1 ,LL L L

fp p f p p C f p p p p C p f C p ≤ ≤ ∇ + ≤ + + ∇ 
 

   

           (126) 

再次利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Sobolev 嵌入定理，我们发现 

 

( )( ) ( ) 4 4 4 4

4 41

1 1

1 1 3 1 1 1 3 3 1 1 3

1 1 2 2 2
2 23 1 1 1 3 1

2 2 2 2
3 1 1 3

, ,

                          

                          

L L L L

L LH

H H

u p p u p u p p p u p u p p

p u p p p C p u p

C p u p p C p

χ χ

δ

δ δ

∇ ∇ = ∇ ∇ + ∆ ≤ ∇ ∇ + ∆

 ≤ ∇ ∇ ∆ + ∇ + + ∆ 
 

≤ ∇ + ∇ + ∆ +

             

       

     4
2 2 ,Lu

 (127) 

和 

 ( )( ) 1 41
2 22 2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 ,, H LHv p p C p v p p C p vχ δ δ∇ ∇ ≤ ∇ + ∇ + ∆ +          (128) 

对于剩余项 

 ( ) ( ) ( )2 22 2
1 2 3 3 1 2 3, , ,w d dp p p w w p C p p p w wβ− + − − ≤ + + + −          (129) 

根据(126)~(129)，我们有 

 
( )

( )
1 11 4

4 41 1

42 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 1 2 1

2 2 2 22 2 2 2 2
2 1 2 3 3 3 ,

d 1
d H HH L

d L LH H

p C p C p f u v p p p
t

p C p p p w w p u p v

δ δ δ

δ

+ ≤ + ∇ + ∇ + + ∇ + ∇ + ∆

+ ∆ + + + + − + +



       

        

 (130) 

因此结合(118)，(123)~(125)，(130)并取 δ足够小，即可计算得出 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 21

4 4 4 4 4 14

4 4 4 1

2 22 2 2 2
3 1 2 3 1 2

4 22 2 2 2 4 2
3 1

2 2 22 2 4 2
2

d
d

1

,

H H H HH

L L L L L HL

d d dL L L H

p p p C p p p
t

C f u v p C u w w p

C v w w p C u u v v w w

+ + + + +

≤ ∇ + + + + + ∇ + ∇

+ + ∇ + ∇ + − + − + −

     



      

      

 (131) 

通过应用 Gronwall 不等式，我们可以推导出 

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 2
1

1 2 2
2

2 2 1
3

0, ; 0, ; ,

0, ; 0, ; ,

0, ; 0, ; .

p L T H L T H

p L T H L T H

p L T L L T H

∞

∞

∞

∈ Ω Ω

∈ Ω Ω

∈ Ω Ω










 (132) 
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又因为 ( ) ( )( ) ( )( )4 2 2 1
3, 0, ; 0, ;f L Q p L T L L T H∞∈ ∈ Ω Ω


 ↪ ( )4L Q 我们有 

 ( )2
3 ,fp L Q∈

  (133) 

同样的， ( )( ) ( )( )1 2 2
1 2, , , 0, ; 0, ;u vu v p p L T H L T H∞∈ ∈ ∈ Ω Ω   

  .我们可以得到 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 , 2.pu p v p L Q pχ χ∇ ∇ − ∇ ∇ ∈ ∀ <     (134) 

因此根据引理 2.3 我们可以得到(111)。 
推论 5.4. (最优系统)设 ( ), , , ads u v w f= ∈     是控制问题(91)的局部最优解。那么，拉格朗日乘子 

( )1 2 3, ,p p p 满足正则性(109)~(111)，并满足下面的最优性系统 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

1 1 1 1 1 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 3

3 3 3 1 2 1 1 2 2

3

30

,
,

d d 0, ,

,

t u d d

t v d d

t w d d

T

p p p w up rvp p u u
p p p w vp rup p v v

p p fp p p u p v p w w

N f wp f f x t f

χ µ β χ
χ µ β χ

χ χ β χ

Ω

Ω

Ω

Ω

∂ + ∆ + ∇ ∇ − + + = − −
∂ + ∆ + ∇ ∇ − + + = − −
∂ + ∆ − + + − ∇ ∇ − ∇ ∇ = − −

 − − ≥ ∀ ∈
∫ ∫

   

   



  

 

 

 (135) 

具有相应的初始条件和边界条件。 
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