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摘  要 

本文研究由两组n维独立且异质的样本产生的二阶次序统计量的失效率序。考虑在多元离群值模型的假

设下，修正的比例失效率尺度参数不同和两组不同样本量的多元离群值下的随机比较。 
 
关键词 

次序统计量，随机比较，多元离群值模型，失效率序，优化序 
 

 

Stochastic Comparison under a  
Model of Modified Proportional  
Failure Rate Scale 

Guoqiang Lyu 
College of Mathematics and Statistics, Northwest Normal University, Lanzhou Gansu 
 
Received: Jan. 3rd, 2025; accepted: Feb. 17th, 2025; published: Feb. 28th, 2025 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we study the failure order of the second order statistics generated by two groups of n-
dimensional independent and heterogeneous samples. Considering the assumption of the multivar-
iate outlier model, the modified proportional failure rate scale parameters and the stochastic com-
parison of the multiple outliers of two groups with different sample sizes are studied. 
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1. 引言 

次序统计量作为多元统计分析中重要的概念，在可靠性理论、拍卖理论、保险精算和随机运筹学中

获得了广泛应用。作为最重要的次序统计量，二阶次序统计量近年来受到学术界与工业界的普遍关注，

已取得了一系列丰硕的研究成果。与此同时，独立随机变量极值次序统计量的研究也取得了重要的进展。

近年来随着二阶次序统计量的应用越来越广泛，二阶次序统计量的随机比较已然成为可靠性统计领域中

的热点问题，引起了学术界的普遍关注。众所周知，次序统计量与 n 中取 k 系统的寿命一一对应。常用

次序统计量 :k nX 表示一个 n 中取(n − k + 1)系统的寿命， 1:nX 和 :n nX 分别表示串联系统和并联系统的寿命

已被广泛应用在生存分析。在拍卖理论中，二阶次序统计量 2:nX 表示二价反向拍卖中中标者的报价。在

可靠性方面， 2:nX 表示故障安全系统的寿命。因此在不同随机序下有关二阶次序统计量的研究是近来可

靠性统计领域中的重要问题。 
Zhang and Yan (2018) [1]通过比例失效率模型研究了元件和系统两种冗余分配策略。Guo 等(2020) [2]

通过相协系统研究了各种随机序，并在相协系统建立了一些老化性质。Zhang 等(2022) [3]通过随机序研

究了随机冲击生存概率和组件寿命对故障安全系统可靠性的影响。Yan 和 Niu (2023) [4]研究了由相依或

独立异质的修正比例失效率(MPHR)模型产生的二阶统计量的普通随机序、失效率、反失效率，并在 MPHR
模型下建立多元离群值的随机比较。Shrahili 等(2023) [5]在修正比例失效率(MPHR)模型下，研究了相对

失效率序和相对反失效率序的性质。Das 等(2024) [6]通过修正比例失效率尺度(MPHRS)模型产生的极值

次序统计量建立了乘积序和倒优序下的普通随机序、失效率序、反失效率序。Guo 等(2024) [7]研究了由

两组依赖和异质个体风险模型产生的第二大索赔金额的各种随机序。有关二阶次序统计量的最新研究，

有兴趣的读者可以参考 Zhang 等(2024) [8]。 
假设 F 是支撑为 R+的基分布函数，且对应的基生存函数为 F 。事实上，结合尺度(SC)、比例优势比

(PO)和比例失效率(PHR)模型，Das 等(2021) [9]定义了一类新的 Marshall-Oklin 分布，称为修正的比例失

效率尺度(MPHRS)模型。具体的生存函数如下： 

 ( ) ( )( )
( )( )

; , ,
1

F x
G x

F x

λ

λ

α µ
α λ µ

α µ
=

−
，其中 , , , 0x α λ µ > ， 1α α= − 。  (1.1) 

事实上，修正的比例失效率尺度模型包含了许多常见分布。例如，当 1µ = 时(1.1)式便退化为修正比

例失效率(MPHR)模型，当 1λ = 时，(1.1)式等价于尺度失效率(SPHR)模型。，当 1µ = 且 1α = 时，(1.1)式
退化为比例失效率(PHR)模型，当 1λ = 且 1α = 时，(1.1)式退化为尺度(SC)模型，当 1λ = 且 1µ = 时，(1.1)
式退化为比例优势比(SC)模型。因此，修正的比例失效率尺度(MPHRS)模型参数具有更好的灵活性。上

述模型具体分布见表 1。 
受 Yan 和 Niu (2023) [4]，Das 等(2024) [6]工作的启发，我们将研究独立且异质的修正比例失效率尺

度(MPHRS)样本所产生的二阶次序统计量的随机比较，进一步将 Yan 和 Niu (2023) [4]中有关独立的

MPHR 模型的研究推广到 MPHRS 模型情形。 
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Table 1. Five distributions after MPHRS parameters taking specific values 
表 1. MPHRS 参数取特定值退化后的五种分布 

模型 生存函数 参数 范围 

SC ( ) ( )G x F xµ=  µ ：尺度参数 0µ >  

PHR ( ) ( )G x xF λ=  λ ：脆弱参数 0λ >  

SPHR ( ) ( )( )G x F x
λ

µ=  
µ ：尺度参数 
λ ：脆弱参数 

0µ >  
0λ >  

PO ( ) ( )
( )1

F x
F x

G x
α
α

=
−

 α ：倾斜参数 0α >  

MPHR ( )
( )( )
( )( )1

F x
x

F x
G

λ

λ

α

α−
=  α ：倾斜参数 

λ ：比例失效率参数 
0α >  
0λ >  

2. 预备知识 

在可靠性理论、运筹学、精算学、经济学、金融学等领域，随机序是一个非常有用的工具。首先给出

随机序的定义。 
定义 1 [10]设 X 和 Y 是两个连续型随机变量，分别记其分布函数为 F 和 G，生存函数分别为 1F F= −

和 1G G= − ，概率密度函数分别为 f 和 g，失效率函数分别记为 Xh f F= 和 Gh g G= ，则 
(1) 若对任意的 t R∈ ，都有 ( ) ( )X YF t F t≤ ，则称 X 在普通随机序下小于 Y，记作 stX Y≤ ； 
(2) 若对任意的 t R∈ ，都有 ( ) ( )X Yh t h t≥ ，或者等价于对任意 t R∈ ， ( ) ( )Y XF t F t 关于 t 是递增的，

则称 X 在失效率序下小于 Y，记作 hrX Y≤ 。 
接下来我们介绍优化序的概念，它是建立统计和概率中各种不等式的基本工具之一。 
定义 2 [11]设 ( )1 2, , , na a a=a  和 ( )1 2, , , nb b b=b  是两个 n 维实值向量，设 1: 2: :n n n naa a≤ ≤ ≤ 和

1: 2: :n n n nbb b≤ ≤ ≤ 分别表示 a 和 b 的增排列， 

(1) 若 : :
1 1

, 1,2, , 1
i i

j n j n
j j

a b j n
= =

≤ = −∑ ∑  ，且 : :
1 1

n n

j n j n
j j

a b
= =

=∑ ∑ ，则称向量 a 在优化序下大于 b，
m

a b ； 

(2) 若 : :
1 1

, 1,2, ,
i i

j n j n
j j

a b i n
= =

≤ =∑ ∑  ，则称向量 a 在弱超优序下大于 b，记作
w

a b ； 

(3) 若 : :
1 1

, 1,2, ,
i i

j n j n
j j

a b i n
= =

≥ =∑ ∑  ，则称向量 a 在弱次优序下大于 b，记作
w

a b 。 

众所周知，由优化序可以直接得到弱超优序和弱次优序，反之则不一定成立，即 

,
w m

w
⇐ ⇒a b a b a b    

关于优化序及其应用的更详细讨论，可参阅 Marshall 等(1979) [11]。 
下面介绍一些重要引理以帮助建立本文的主要结果。 
引理 1 [11]假设 ϕ是定义在 D 上连续可微的实值函数。 ( ) ( ) ( ) kk z z zφ φ= ∂ ∂ 表示 ϕ关于第 k 个分量的

偏导数，则 

(1) 对于任何 ,a b D∈ ，
w

a b ， ( ) ( ) ( )a bφ φ≥ ≤ 当且仅当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20 nz z zφ φ φ≥ ≥ ≥ ≥ ； 

(2) 对于任何 ,a b D∈ ，
w

a b ， ( ) ( ) ( )a bφ φ≥ ≤ 当且仅当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0nz z zφ φ φ≥ ≥ ≥ ≥ 。 
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3. 主要结果 

本节主要研究由两组 n 维独立且异质的样本产生的二阶次序统计量的失效率序。首先考虑了修正比

例失效率尺度模型的失效率参数不同时，多元离群值样本所产生的二阶次序统计量的失效率序。给出了

二阶次序统计量的失效率序存在的充分条件。进一步在多元离群值的假设下，考虑多元离群值的样本量

不同，多元离群值的修正比例失效率尺度样本产生的二阶次序统计量失效率。 
在形式上，对一组随机变量 1 2, , , nXX X ，若 1 2, , , pXX X 同分布 X，且 21, , ,p npXX X++  同分布 Y，

其中1 p n≤ < ，则称该模型为多元离群值模型。假设 1 2, , , nXX X 是服从多元离群值修正比例失效率尺度

(MPHRS)模型的一组独立随机变量，则对应的生存函数为： 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1

1 1
,, , , ,

1 1 1 1
p q

F x F x F x F x

F x F x F x F x

λ λ λ λ

λ λ λ λ

α µ α µ α µ α µ

α µ α µ α µ α µ

 
 
 − − − − 
 
 

 

个 个

 

下面定理 3.1 考虑了修正比例失效率尺度模型的失效率参数不同时，多元离群值样本所产生的二阶

次序统计量的失效率序。 
定理 3.1 设 1 2, , , nX X X 是 n 个相互独立的随机变量，多元离群的 MPHRS 模型生存函数为 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1

1
,

1 1
p q

F x F x
I I

F x F x

λ λ

λ λ

α µ α µ

α µ α µ

 
 
 − − 

， * * *
1 2, , , nX X X 是另一组 n 个相互独立的随机变量，多元离群的

MPHRS 模型生存函数为
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2

2
,

1 1
p q

F x F x
I I

F x F x

λ λ

λ λ

α µ α µ

α µ α µ

 
 
 − − 

的 n 个相互独立的随机变量，其中 , 1p q ≥ ，

p q n+ = 。若 2 1,λ λ λ≥ ≥ ，则 *
2: 2:n hr nX X≥ 。 

证明： 2:nX 和 *
2:nX 的生存函数分别表示为 

 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1

2: 1 1

1

1

1

1

1 1 1

1
1 1 1

 

n

p q p

X

q p q

F x F x F x
F x p q

F x F x F x

F x F x F x
n

F x F x F x

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

α µ α µ α µ

α µ α µ α µ

α µ α µ α µ

α µ α µ α µ

−

−

     
     = +
     − − −     

     
     × − −
     − − −     

  (3.1) 

和 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 2

* 2 22:

2

2

1

1

1 1 1

1
1 1 1

,

n

p q p

X

q p q

F x F x F x
F x p q

F x F x F x

F x F x F x
n

F x F x F x

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

α µ α µ α µ

α µ α µ α µ

α µ α µ α µ

α µ α µ α µ

−

−

     
     = +
     − − −     

     
     × − −
     − − −     

 

其中 1 , p q nα α= − + = 。令 ( )( ) ( )( )lne F xF x
λ λ µµ − −= ， ( )lnt F xµ= − 。则(3.1)可写为 

( )

( )

2: 1 1

1

1 1

e ee e

1 , 0.
ee

n

p q p q

X t t t t

p q

t t

F t p q

n t

λ λ λ λ

λ λ

α α α α
α αα α

α α
αα

− −
       = +       − −− −       

   − − ≥   −−   
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为了方便，简记为 

( ) e e1 ,
ee

i

i

t t
i

i t tA p q
λ λ

λ λ

λ λ
αα

= − +
−−

 

( )e e1 ,
e e

t t
i

i t tB p q
λ λ

λ λ

λ λ
α α

= + −
− −

 

e e ,
ee

i

i

t t
i

i t tC p q
λ λ

λ λ

λ λ
αα

= +
−−

其中 1,2.i =  

因此， 2:nX 的失效率函数可表示为 

( ) ( ) ( )

( )

1

1:
2: 1

1 1 1
e e 1

d ln
.

d e e 1

n n
n

t

X
x t

pA qB n C
F t

h t
t

p q n

λ λ

λ λ

α α
α α

α α
α α

−

   − −+ − −   
  = =

   − −+ − −   
  

 

为了证明想要的结果，需证 ( ) ( )*2: 2:n n
X X

h t h t≤ ，即对任意 2 1 0λ λ λ≥ ≥ > ， 

 
( )

( )

( )

( )

1 1

1 1

1 1 1 2 2 2
e e e e1 1

.
e e e e1 1

t tw t

t tt t

pA qB n C pA qB n C

p q n p q n

λ λ λ

λ λλ λ

α α α α
α α α α

α α α α
α α α α

    − − − −
+ − − + − −    

    ≤
      − − − −

+ − − + − −



     
     








    (3.2) 

事实上，(3.2)式等价于 
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( )
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1
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e ee e e e1 1
e ee e

e e 11
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t

t

t

t

t tt t t t
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 

− − + × −−    − −  + − −   
   

  −
≤ − + + −− 
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( )
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1

e e e1
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e e1 .
ee e 1

1
e

i

i

t
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ααα
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   − + −  −−   
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− − + × −−    − −  + − −   
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为了表示方便，我们分别记 

( )
( )

( ) ( )
1 1

1 1

1
1

1 1

e1 e e1
e ee e 1

e ee e e1 1 ,
e ee e
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结合 1 2M M≤ 和 2 3M M≤ ，有 1 3M M≤ 。证毕。 
定理 3.1 表明多元离群值模型下，如果修正比例失效率尺度模型中的比例失效率参数越大，则对应

的修正比例失效率尺度样本所产生的二阶次序统计量在失效率序的意义下越小。 
下面定理 3.2 考虑了多元离群值的样本量不同，多元离群值的修正比例失效率尺度样本产生的二阶

次序统计量失效率。 
定理 3.2 设 1 2, , , nX X X 是 n 个相互独立的随机变量，其多元离群的修正比例失效率生存函数为 
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， , 1p q ≥ ， p q n+ = 。 * * *
1 2, , , nX X X 是另一组 n 个相互独立的随机

变量，多元离群的 MPHRS 模型生存函数为
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，其中 * *, 1p q ≥ ，

* * *p q n+ = 。若 * *p p q q≤ ≤ ≤ 且 2 1λ λ≥ ，则 
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证明：根据定理 3.1 的证明， 2:nX 的失效率函数可以表示为 
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为了证明想要的结果，需证 ( ) ( )*2: 2:n n
X X

h t h t≤ ，即证对任意 2 1 0λ λ≥ > ， 
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接下来我们只需证明在条件 * *p p q q≤ ≤ ≤ 和 ( ) ( )* *, ,wp q p q≤ 下， ( ) ( ), ,p q p qφ φ ∗ ∗≤ 成立即可。 
对 ( ),p qφ 关于 p 求偏导可得 
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类似地，对 ( ),p qφ 关于 q 求偏导可得 
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根据定理 3.1 的证明过程，
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关于 λ 的递增性，有 2 1 0a a≥ ≥ 和 2 1 1b b≥ ≥ 。 

因此 
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根据引理 1，有 ( ) ( ), ,p q p qφ φ ∗ ∗≤ 。证毕。 
定理 3.2 表明在两组多元离群值模型样本量不同下，如果修正比例失效率尺度模型中的样本量在弱

次优序下异质性越大，则对应的修正比例失效率尺度样本所产生的二阶次序统计量在失效率序的意义下

越小。 
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