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摘  要 

本文研究了状态依赖延迟(State-Dependent Delay, SDD)脉冲系统的输入到状态稳定性(Input-to-Sate 
Stability, ISS)方面的特性，采用Lyapunov-Krasovskii函数与平均脉冲间隔分析，推导出了确保该系统

ISS的必要条件。研究表明，稳定的SDD脉冲系统遭受不稳定脉冲扰动的情况下，系统依然能够保持ISS属
性。另一方面，基于脉冲控制策略，我们构建了一套基于Lyapunov理论的充分条件，用以评估系统的ISS
状态。研究表明，本质不稳定的SDD脉冲系统也可以保持ISS状态，达成预期性能。最终，给出两个数值

案例验证理论结果的精确性和实用性。 
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Abstract 
In this paper, we examine the properties of state-dependent delay (SDD) impulsive systems in terms 
of input-to-state stability (ISS), and derive the necessary conditions to ensure ISS for this system, 
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using the Lyapunov-Krasovskii function with mean impulsive interval analysis. It is demonstrated 
that the stable SDD impulsive system suffers from unstable impulse interference, the system is still 
able to maintain the ISS property. Conversely, we have developed a set of sufficient conditions, 
founded on Lyapunov theory, to evaluate the ISS state of the system based on the impulse control 
strategy. It has been demonstrated that the intrinsically unstable SDD impulsive system can also 
maintain the ISS state and attain the anticipated performance. To conclude, we have presented two 
numerical cases to substantiate the precision and practicality of the theoretical outcomes. 

 
Keywords 
Input-to-State Stability, State-Dependent Delays, Average Impulsive Interval 

 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

时间延迟系统的稳定性分析在控制理论与应用数学领域内占据着举足轻重的地位，其影响力跨越至

众多学科[1]-[5]。传统研究常基于简化的恒定或时变延迟假设[6]，却忽视了延迟与系统状态间可能存在

的复杂动态关联[7]。例如，神经网络中执行器开关速度的限制及神经元间信息传输的有限性会导致时间

延迟，进而影响系统稳定性，可能诱发不稳定状态、振荡乃至混沌。 
随着科技进步，状态依赖延迟(State-Dependent Delay, SDD)脉冲系统在网络通信、神经网络模型、控

制系统设计及生态学等领域的重要性日益凸显[8]。SDD 脉冲系统的延迟不仅与时间相关，更紧密依赖于

系统当前状态，这极大地增加了系统历史状态预测及稳定性分析的复杂性。在生态学领域[9]，SDD 对于

精确建模至关重要，如南极鲸和海豹等物种的成熟期；在控制网络中[10]，SDD 则用于建模控制信号传

输频率随系统状态变化的情况，更精确地反映系统动态特性。 
SDD 模型已广泛应用于自动控制、工业过程控制、神经网络科学、生物系统建模及网络控制系统等

领域[9]-[20]，显著提升了系统稳定性。例如，SDD 模型在电机控制中用于干扰补偿[11]，在火箭飞行器

设计中提升控制精度[12]，在潜艇位置控制中优化运动策略[13]，还为传送带等设备提供了精确建模工具

[14]。在神经网络中，SDD 方法对于解决非线性问题及神经信号模拟至关重要[18]；在生物学中，SDD 模

型准确描绘细胞群体行为，支持生态模型开发[19]；在网络控制中，SDD 模型优化网络性能，特别是在

TCP/RED 拥塞控制中提高网络稳定性和吞吐量[20]。 
近期，SDD 系统稳定性研究取得了显著进展[21]-[37]，包括利用预测补偿器分析 SDD 非线性系统

[22]，解决鲁棒性问题[23]，从脉冲控制理论发展 SDD 脉冲系统稳定性概念[24]。Li 和 Yang 等学者[29]
基于李亚普诺夫理论构建了 SDD 系统指数稳定性准则，Xu 和 Li 等人[30]研究了 SDD 脉冲控制下广义非

线性系统的有限时间稳定性，He 和 Li 等学者[31]则专注于 SDD 系统的有限时间稳定性。此外，Cui 和 Li
等人[35]探讨了 SDD 脉冲对延迟非线性系统的影响。然而，关于 SDD 脉冲系统输入到状态稳定性(ISS)
的研究仍相对不足。在控制系统中，外部输入和内部状态扰动的鲁棒性是衡量系统性能的关键指标[36]。
输入到状态稳定性正是用于描述系统在外部输入和初始状态扰动下，系统状态的有界性和渐近行为的重

要概念。ISS 的概念由 Sontag 在 1989 年首次提出[38]，旨在统一研究非线性系统的稳定性、鲁棒性和干

扰抑制问题。ISS 不仅适用于常微分方程系统，还广泛应用于时滞系统、切换系统和脉冲系统等。对于时
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滞系统，ISS 分析尤为重要，因为它能够提供系统在面对时滞和外部输入时的稳定性保证。这意味着系统

的状态不仅依赖于初始状态的衰减，还受到外部输入的直接影响。ISS 提供了一种量化系统对外部干扰和

初始条件敏感性的方法，是控制系统设计和分析中的一个重要工具。 
基于此，本文探究 SDD 脉冲系统中的 ISS 问题，构建创新理论框架，利用 Lyapunov-Krasovskii 函数

与平均脉冲间隔法分析 SDD 脉冲系统的 ISS 特性。研究结果显示，稳定 SDD 脉冲系统对脉冲干扰具有

鲁棒性。进一步，基于 Lyapunov 理论，我们提出新方法，确定不稳定的 SDD 脉冲系统在脉冲作用下能

够趋于输入到状态稳定的充分条件，拓宽了对 SDD 脉冲系统 ISS 问题的理解。此外，本文还证明，在

SDD 脉冲系统中，不稳定输入状态可通过脉冲控制和外部输入控制实现稳定，为 SDD 脉冲系统设计与

优化提供坚实理论基础。具体而言，本文贡献如下：(1) 避免预先设定 SDD 相对于状态的约束条件，放

宽 SDD 限制，拓宽应用范围，为后续研究提供新视角；(2) 将现有结论扩展至 SDD 脉冲延迟系统中的

ISS 情景，深化对 SDD 脉冲系统 ISS 问题的理解，为相关领域研究提供新理论支撑和实践指导。综上所

述，本文为 SDD 脉冲系统中的 ISS 问题提供新理论框架和分析方法，在多个方面为该领域发展作出重要

贡献。 
本文的结构大纲如下，第 2 节介绍了本文使用的符号和基本定义。第 3 节介绍了主要结果。它提出

了几种确保 SDD 脉冲系统 ISS 型的新标准。第 4 节提供了两个示例来证明所提结果的有效性。最后，第

5 节给出了本研究的结论。 

2. 预备知识 

设和 +
 分别为非负整数集和正整数集， ( ),= −∞ +∞ ， [ )0,+ = +∞ ， n

 表示具有欧几里得空间

范数  的 n 维欧几里得空间。如果函数 ( )α  的反函数存在，则用 ( )1α−
 表示。对于任意实数 a 和 b，满

足 a b< ，则令 [ ]( ), ; nPC a b  表示从区间 [ ],a b 到 n
 的分段连续函数的集合。如果一个函数在开区间 [ ),a b

上最多有有限个跳跃不连续点，并且在闭区间 [ ),a b 的每一点上都右连续，那么这个函数就属于集合

[ ]( ), ; nPC a b  。对于任意常数 0γ > ，定义 [ ]( ),0 ; nPC PCγ γ=  ，则对于任意函数 PCγξ ∈ ，满足 

( )0sup s sγγ
ξ ξ− ≤ ≤= 。如果函数 1 :α + +→  是连续的、严格递增的，且 ( )1 0 0α = ，则函数 1α 属于 K 类

函数，进一步，如果 1α 也是无界的，那么它属于 K∞ 类函数。如果对于每个固定的 0t ≥ ，函数 ( )2 , tα  ：
+ + +× →   是 K 类函数，并且对于每个固定的 0x ≥ ，当 t → +∞时， ( )2 , 0x tα → ，那么 ( )2 ,x tα 属于

KL 类函数。 

本文考虑以下 SDD 脉冲系统： 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]0 0

, , , , , , ,

, , , ,

, , ,

k

k k k k k

x t f t x t x t t t x t t t

x t g t x t t t t

x t t t t t

τ ϑ τ τ

ϑ

ξ γ

− −

 = − = ≠
 = =


= ∈ −



 (1) 

其中 ( ) nx t ∈ 是系统的状态变量； ( ) [ ]( )0 , ; nt PC tϑ ∈ +∞  表示外部输入函数， ( )t PCγξ ∈ 是初值函数；

脉冲时间序列{ },kt k ∈ 是严格递增的序列，满足 k → +∞时 kt → +∞，这意味着脉冲扰动是离散且逐渐

发生的，不会在有限时间内累积无限多次扰动。 : n n n nf + × × × →     和 : n n ng + × × →    是连续

函数，满足局部 Lipschitz 条件。根据泛函分析理论[39]，系统(1)对于 [ )0 1,t t tγ∈ − 有一个唯一的解 

( ) ( )( )0 0, ,x t x t t x t= 。在 1t t= 时，系统发生脉冲现象，使得解 ( ) ( )( )1 1 0 0, ,x t x t t x t− −= 跳到 ( ) ( )( )1 1 1,x t g t x t− − −= 。

对于 [ )1 2,t t t∈ ，将 1t 时跳跃后的状态 ( )1x t 作为新的初始条件，然后应用局部 Lipschitz 条件保证解的存在

性和唯一性，可以证明存在一个唯一的解 ( ) ( )( )1 1, ,x t x t t x t= 。通过重复上述推导过程，我们可以将解扩

展到整个时间域上。因此，对于任何 ( )t PCγξ ∈ ，系统(1)有一个唯一的全局解 ( )x t 。此外，假设对任意
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的 0t t≥ ，有 ( ),0,0,0 0f t ≡ 和 ( ),0,0 0g t ≡ ，这意味着当系统的所有状态变量都为零时，无论时间如何变

化，系统的动态行为都将保持为零状态。因此，系统(1)允许一个平凡解 ( ) 0x t ≡ 。假设方程的解满足右连

续性条件 ( ) ( )lim
s t

x t x s
−

−

→
= 。 : nτ + +× →   是系统的 SDD，满足τ γ≤ ， 

 ( ) ( ) ( ),0 0, , , ,t t u t v L u vτ τ τ= − ≤ −  (2) 

其中 t +∈ ， , nu v∈ ， L 是正常数。 γ 是一个先验未知的常数，这种情况下，我们强调常数 γ 的存在，

以确保系统(1)的初始条件定义明确。 
定义 1 [30]对于局部 Lipschitz 连续函数 : nV + +× →   ，系统(1)的 Dini 右上导数定义为 

( )( ) ( )( ) ( )( )
0

1limsup .
h

D V x t V x t h V x t
h+

+

→

 = + −   

定义 2 [40]对于给定的脉冲时间序列{ },kt k ∈ ，如果存在函数 1α ， 2 Kα ∞∈ 类函数和 KLβ ∈ 类函数，

使得对于每个初值函数 ( )t PCγξ ∈ 和输入函数 ( ) [ ]( )0 , ; nt PC tϑ ∈ +∞  ，系统(1)的解 ( )0, ,x t t ξ 满足 

( )( ) ( ) ( )( )
0

1 0 0 2 0, , , sup , ,
t s t

x t t t t s t t
γ

α ξ β ξ α ϑ
≤ ≤

≤ − + ∀ ≥  

则系统(1)被称为输入–状态稳定(ISS)。 
定义 3 [40]对于给定的脉冲时间序列{ },kt k ∈ ，如果存在函数 1α ， 2 Kα ∞∈ 类函数和 KLβ ∈ 类函数，

使得对于每个初值函数 ( )t PCγξ ∈ 和输入函数 ( ) [ ]( )0 , ; nt PC tϑ ∈ +∞  ，系统(1)的解 ( )0, ,x t t ξ 满足 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

0
1 0 0 2 2 0, , , d , ,

k

t
kt

t t t
x t t t t s s t t t

γ
α ξ β ξ α ϑ α ϑ −

≤ ≤

≤ − + + ∀ ≥∑∫  

则系统(1)被称为积分输入–状态稳定(iISS)。 
定义 4 [36]对于给定的脉冲时间序列{ },kt k ∈ ，如果存在函数 1α ， 2 Kα ∞∈ 类函数和 KLβ ∈ 类函数，

使得对于每个初值函数 ( )t PCγξ ∈ 和输入函数 ( ) [ ]( )0 , ; nt PC tϑ ∈ +∞  ，系统(1)的解 ( )0, ,x t t ξ 满足 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0

0
1 0 0 2 0e , , , sup e , ,t t t t

t s t
x t t t t s t tλ λ

γ
α ξ β ξ α ϑ− −

≤ ≤
≤ − + ∀ ≥  

则系统(1)被称为指数输入–状态稳定( e tλ -ISS)。 
定义 5 [41]对于一个脉冲时间序列{ },kt k ∈ ， ( ),N t s 表示在半开放区间 ( ],s t 中 kt 的数目，如果 

( )0 0
0 0

, ,t s t sN N s t N
T T
− −

− ≤ ≤ +  

其中 0 0N > ， 0 0T > ， 0N 和 0T 分别被称为平均脉冲区间和弹性数。 

3. 理论结果 

本节研究 SDD 脉冲系统(1)的 ISS 特性，通过综合运用 Lyapunov-Krasovskii 泛函理论与平均脉冲间

隔方法，建立了具有脉冲干扰的稳定 SDD 脉冲系统的 ISS、iISS 以及 e tλ -ISS 条件。此外，基于 Lyapunov
理论框架，论证了具有稳定脉冲的不稳定 SDD 脉冲系统的 ISS。 

定理 1 假设存在一个局部 Lipschitz 连续函数 : nV + +× →   和常数 2 10 ω ω< < ， 1µ > ，函数 1α ，

2 Kα ∞∈ ， ( )0 J s G≤ ≤ ， ( )( ),t x tτ τ= ，使得以下条件成立 
(i) 对任意的 0t t γ≥ − ，有 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2,x t V t x t x tα α≤ ≤ ； 
(ii) 当 kt t≠ ， k ∈时， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , ,D V t x t V t x t V t x t J tω ω τ τ ϑ+ ≤ − + − − + ； 
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(iii) 当 kt t= ， k ∈时， 

( )( ) ( )( ) ( )( ), ,k k k k kV t x t V t x t J tµ ϑ− − −≤ + ； 

(iv) 0
0

lnT µ
ω

> ， ( )0 30,ω ω∈ ， 3ω 是方程 1 2e 0xx ρω ω− + = 的唯一正解，其中 

0
1

0

1 0
1

0

e
ln e

x
N

Tx

T
L M G

T x

η

ηη

µ
ρ α µ

µ µ
−

−
   
  = + +    − −   

， ( )2 0M
γ

α ξ= > ， { }1inf , 0k kt t kη −= − ∈ > ； 

则系统(1)在脉冲干扰下是 ISS，iISS， e tλ -ISS，其中 0
0

ln0,
T
µλ ω

 
∈ − 
 

。 

证明 构造函数 ( ) 1 2e xx x ρψ ω ω= − + ，其中 0
1

0

1 0
1

0

e
ln e

x
N

Tx

T
L M G

T x

η

ηη

µ
ρ α µ

µ µ
−

−
   
  = + +    − −   

，
0

lnx
T
µ

> 。 

当 0x = 时 ( ) 1 20 0ψ ω ω= − + < ，当 x = +∞时 ( )ψ +∞ = +∞，对函数求导可得 ( ) 0xψ ′ > ，则存在一个正常数

3ω ，满足 ( ) 3
3 3 1 2e 0ρωψ ω ω ω ω= − + = ，进而存在一个正常数 ( )0 30,ω ω∈ 使得 0

0 1 2e 0ρωω ω ω− + < 。 
考虑辅助函数：  

 

( )
( ) ( )( )

( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

0 0

1 0 0 0 0

0 0

0

0 0

1

0
01

0 0

1
12

0 1

e , , ,

, , ,

e d e d , ,

, ,

e , ,

0, ,

i

i K

i

t t

K t tt ti K
t t

i

K
t tK i

i
i

V t x t t t
W t

V t x t t t t

M J J t t
H t

M t t t

J t t t
H t

t t t

ω

ω σ ω σ

ω

γ

µ ϑ σ σ µ ϑ σ σ

γ

µ ϑ

γ

+

−

−
− −− −

=

−− −

=

 ≥= 
− ≤ ≤

 + + ≥= 
 − ≤ ≤

 ≥= 
 − ≤ <

∑ ∫ ∫

∑

 (3) 

其中 ( )0,K N t t= ， ( )2M
γ

α ξ= 。 
接下来，我们证明以下不等式对于任意 0t t γ> − 均成立， 

 ( ) ( ) ( )1 2 .KW t H t H tµ≤ +  (4) 

当 [ ]0 0,t t tγ∈ − 时，(4)式显然成立。接下来，我们证明(4)式对于 ( )0 1,t t t∈ 也成立，即 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0

0
1 e d .

t t

t
W t H t M Jω σ ϑ σ σ−≤ = + ∫  (5) 

如果(5)式不成立，令 ( ) ( ) ( ){ }0 1 1inf , :t t t t W t H t= ∈ > ，对于足够小的正数 t∆ ， ( ) ( )1, ,t t t t t t∈ + ∆ ∈

时， ( ) ( )1W t H t> 。根据定义 1 可以推出 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 01 1

0 0
limsup limsup e .t t

t t

W t t W t H t t H t
D W t J t

t t
ω ϑ

+ +

−+

∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ −
= ≥ =

∆ ∆
 (6) 

令 ( )( ),t x tτ τ= ，则有 

 ( ) ( ).W t W tτ− ≤  (7) 

由条件(iv)知 0
0

ln 0
T
µω − > ，令 0 0

0

ln
T
µλ ω= − 。根据条件(i)和(2)式可推出 
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( ) ( ) ( )( )( )( )

( )

0 0 0 0

0

1
1

1
1 0

e e d

,

tt t t

t
L M J

L M G

ω ω στ α ϑ σ σ

α ω ρ

− − −−

−

≤ +

≤ + <

∫  (8) 

其中 ( )( )
0

sup
t s

G J sϑ
≤ ≤∞

= 。 

根据条件(ii)，(iv)，(7)式和(8)式，可以推导出 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

0 0 0 0

0 00

0 0

0 1 2

0 1 2

e , e , ,

e e

e ,

t t t t

t t

t t

D W t V t x t V t x t V t x t J t

W t J t

J t

ω ω

ωω ρ

ω

ω ω ω τ τ ϑ

ω ω ω ϑ

ϑ

− −+

−

−

≤ + − + − − +

< − + +

<

 (9) 

(9)式和(6)式矛盾，因此(5)式成立。 
假设对于 0,1, , 1m k= − ，其中 k ∈，以下不等式均成立： 

 ( ) ( ) ( ) [ )1 2 1, , ,m
m mW t H t H t t t tµ +≤ + ∈  (10) 

我们现在来证明不等式在 m k= 时也成立，即 

 ( ) ( ) ( ) [ )1 2 1, , .k
k kW t H t H t t t tµ +≤ + ∈  (11) 

根据条件(iii)和(10)式，可推导出(11)式在 kt t= 时成立。假设(11)式在 ( )1,k kt t t +∈ 时不成立，取

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2inf , : k
k kt t t t W t H t H tµ+= ∈ > + 。采用与(6)式相似的方法，我们可以推导出 

 ( ) ( ) ( )( )0 0e .t tD W t J tω ϑ−+ ≥


   (12) 

令 ( )( ),t x tτ τ=  

 ，存在 0 r k≤ ≤ ， r∈，使得 [ )1,r rt t tτ +− ∈

 ，则 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2

1 2

.

r

k

W t H t H t

H t H t

W t

τ µ τ τ

µ

− ≤ − + −

≤ +

=

  

  

 



 (13) 

根据条件(i)，(2)式和定义 4 可推出 

 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

0 0

10 0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 00 0 0

00

1
1 1 2

1
1

1
0

1

11
1

e

e e e d e d

e

e sup e d s

i

i k

i

t t k
k k

k t tt t t t t tk k i k
t t

i

k
t tk i

i
i

tt t tN N N
tt s

L H t H t

L M J J

J t

L M J s

ω

ω ω ω σ ω σ

ω

λ λ σ

τ α µ

α µ µ µ ϑ σ σ µ ϑ σ σ

µ ϑ

α µ µ ϑ σ µ

+

− −−

−
− − − − − −− − −

=

− −− −

=

− − −+−

≤ ≤∞

≤ +

  ≤ + +  
 

+ 


≤ + +

∑ ∫ ∫

∑

∫





 





 



( )( ) ( )0

0

0
0 0

1
0 0

1

1 0
1

0 0

up e

e .
ln e

i
k

t t

t s i

N N

T

J s

T
L M G

T

λ

ηλ

ηλ η

ϑ

µ
α µ µ ρ

λ µ µ
−

− −

≤ ≤∞ =

−

 
 
 
  
 ≤ + + =   − −  

∑ 

 (14) 

其中 ( )1,k kt t t +∈ ， { }1inf , 0k kt t kη −= − ∈ > ， ( )( )
0

sup
t s

G J sϑ
≤ ≤∞

= 。结合条件(ii)，(iv)，(13)式，(14)式，

可推导出 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
1e , , ,t t

k kD W t J t t t tω ϑ−+
+< ∈



    (15) 
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与(12)式矛盾，则(11)式成立。 
通过数学归纳法，我们得出结论：存在 k ∈，对任意 [ )1,k kt t t +∈ ， ( ) ( ) ( )1 2

kW t H t H tµ≤ + 。即(4)式
成立。 

由(3)式和(4)式可知， 

 ( )( ) ( )0 0
1 2, e ,t tKV t x t Mωµ − −≤ + Ξ +Ξ  (16) 

其中： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

10 0 0 0 0 0

0

1

1
0

2
1

e e d e d ,

e .

i

i K

i

K t tt t t tK i K
t t

i

K
t tK i

i
i

J J

J t

ω ω σ ω σ

ω

µ µ ϑ σ σ µ ϑ σ σ

µ ϑ

+
−

− − − −− −

=

− −− −

=

 Ξ = + 
 

Ξ =

∑ ∫ ∫

∑ 

 

化简 1Ξ 和 2Ξ 的表达式可得 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

0 0 0 00

0

00

1
1

2
1

e e d ,

e ,i

tt t tN
t

K
t tN

i
i

J

J t

λ λ σ

λ

µ ϑ σ σ

µ ϑ

− − −+

− − −

=

Ξ ≤

Ξ ≤

∫

∑
 

则(16)式可化简为 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )0
0 0 0 0 0 0 00 0

0

,
1

0
1

, e e e d e ,i
N t t

tt t t t t t tN N
it

i
V t x t M J J tλ λ λ σ λµ ϑ σ σ µ ϑ− − − − − − −+ −

=

≤ + + ∑∫  (17) 

其中： ( )0
0 2

NM
γ

µ α ξ= 。由条件(i)和(17)式可推出 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )0
0 0 0 0 0 0 00 0

0

,
1

1 0
1

e e e d e ,i
N t t

tt t t t t t tN N
it

i
x t M J J tλ λ λ σ λα µ ϑ σ σ µ ϑ− − − − − − −+ −

=

≤ + + ∑∫  

因此，根据定义 3，系统(1)是 iISS 的。进一步地，由(17)式可以推导出 

( )( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0

0
0

1

0
0

, e sup ,
1 e

N N
t t

t s
V t x t M J sλ

λ η

µ µ ϑ
λ

+
− −

−
≤ ≤∞

 
≤ + + 

− 
 

根据定义 3，系统(1)是 ISS 的。令 0 1λ λ λ= + ， 1λ 和 λ 为正常数。由(17)式可推出 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 0

0 1 0

1
0

1

0
1

e , e sup ,
1 e

N N
t t t t

t s
V t x t M J sλ λ

λ η

µ µ ϑ
λ

+
− − −

−
≤ ≤∞

 
≤ + + 

− 
 

则根据定义 4，系统(1)是 e tλ -ISS 的。证明结束。 
注 1：定理 1 中选择 Lyapunov-Krasovskii 函数的原因如下：(1) 捕捉时滞效应：该函数能够有效地考

虑系统状态的过去值对当前状态的影响，这对于分析具有状态依赖延迟的系统至关重要。(2) 处理脉冲扰

动：通过结合平均脉冲间隔分析，Lyapunov-Krasovskii 函数可以评估脉冲扰动对系统稳定性的影响，从

而提供一个全面的稳定性分析框架。(3) 确保 ISS 性质：该函数的设计使得能够推导出确保系统输入到状

态稳定性的条件，这对于理解和控制复杂动态系统的行为具有重要意义。 
上述定理证明了，在遭遇不稳定脉冲扰动时，稳定的 SDD 脉冲系统依然能够保持 ISS 动态性的充分

条件。下面的定理则基于 Lyapunov 稳定性理论，构建了一套充分条件体系，旨在确保不稳定的 SDD 脉

冲系统在受到稳定脉冲控制时能够实现 ISS。 
定理 2 假设存在一个局部 Lipschitz 连续函数 : nV + +× →   ，函数 1α ， 2 Kα ∈ ， ( )0 J s G≤ ≤ ，常 
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数 1 0ω > ， 2 0ω > ，
10 1µ
ρ

< < < ， 1λ > ， 0ζ > ， 0T > ， 0M > ， ( )( ),t x tτ τ= ，使得以下条件成立 

(i) 对任意的 0t t γ≥ − ，有 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2,x t V t x t x tα α≤ ≤ ； 
(ii) 当 kt t≠ ， k ∈时， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , ,D V t x t V t x t V t x t J tω ω τ τ ϑ+ ≤ + − − + ； 

(iii) 当 kt t= ， k ∈时， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, , 1 e dk kt t s
k k k k t

V t x t V t x t J s s
ζ

µ µ ϑ
− − −− −≤ + − ∫ ； 

(iv) 1 2e ςτω ω ζ−+ ≤ ； 

(v) 
*

1 2
ln e
T

λτρ ω ω λ> + + ， { }1sup ,k kT t t k−= − ∈ ， ( )* 1
1 e TL M G ζτ α ρ ζ−= + ； 

则系统(1)在脉冲控制下是 ISS。 
证明 构造辅助函数： 

 ( )
( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) [ )

0
0

0 0

, e d , ,

, , , ,

t t s

t
V t x t J s s t t

W t
V t x t t t t

ζ ϑ

γ

− − ≥= 
∈ −

∫  (18) 

由条件(ii)和(iv)可知，对于任意 0t t>  

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

1 2

1 2 1 2

1 2

, , e d

e e d

,

t t s

t

t t s

t

D W t V t x t V t x t J s s

W t W t J s s

W t W t

ζ

ζζτ

ω ω τ τ ζ ϑ

ω ω τ ω ω ζ ϑ

ω ω τ

−+

−−

≤ + − − −

≤ + − + + −

< + −

∫

∫  (19) 

由条件(iii)和(18)式可知 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

0

0

, e d

, e d

.

k

k k

t t s
k k k t

t t s
k k t

k

W t V t x t J s s

V t x t J s s

W t

ζ

ζ

ϑ

µ µ ϑ

µ

− −

−

−− −

−

= −

≤ −

=

∫

∫  (20) 

考虑辅助函数： 

 ( ) ( ) ( )

( ) [ )
0

0

0 0

e , ,
, , .

t tW t t t
U t

W t t t t

λ

γ

− ≥= 
∈ −

 (21) 

接下来，我们证明下述不等式成立： 

 ( ) 0 0, ,U t W t tρ γ= ∀ ≥ −  (22) 

其中 ( )( ) ( )( ) [ ]{ }0 0 0 0, sup , , ,W V t x t V s x s s t tγ= = ∈ − 。 
当 [ )0 0,t t tγ∈ − 时，(22)式显然成立。接下来证明(22)式在 ( )0 1,t t t∈ 时成立。 0t t= 时， ( )0 0U t W= ，

(22)式在 0t t= 时成立。假设(22)式在 ( )0 1,t t t∈ 时不成立，则令 ( ) ( ){ }0 1 0inf , :t t t t U t Wρ= ∈ >


。由于 ( )W t
在 )0 ,t t t∈



是连续的，则存在 ( ) ( ){ }0 0sup , :t t t t U t W= ∈ <
 

，因此 

 ( ) ( )0 , , .U t W U t t t tτ ρ ρ− ≤ ≤ ∈  
 

 (23) 
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进一步，对于 ,t t t∈  
 

，根据条件(i)，(18)，(21)可推出 ( ) ( )( ) ( )( )
0

1
1 2

e sup
T

t s
x t t J s

ζ

γ
α ρα ξ ϑ

ζ
−

≤ ≤∞

 
= + 

 
，

结合(2)式可得 

 1 *
1

e ,
T GL M

ζ

τ α ρ τ
ζ

−  ⋅
≤ + 

 
  (24) 

其中 ( )( )
0

sup
t s

G J sϑ
≤ ≤∞

= ， { }1sup ,k kT t t k−= − ∈ ， ( )( )2M t
γ

α ξ= 。由(19)，(21)，(23)，(24)式可推导出， 

 ( ) ( ) ( )*

1 2e , , .D U t U t t t tλτω ω λ+ ≤ + + ∈  
 

 (25) 

对(25)式积分可得， 

 ( )*

1 2ln e ,Tλτρ ω ω λ≤ + +  (26) 

与条件(v)矛盾，因此(22)式在 ( )0 1,t t t∈ 时成立。 
假设对于 0,1, , 1m k= − ，其中 k ∈，下述不等式成立： 

 ( ) [ )0 1, , .m mU t W t t tρ +≤ ∀ ∈  (27) 

接下来，证明(27)式在 [ )1,k kt t t +∈ 时也成立。由(20)式和(21)式可知 kt t= 时 ( ) 0kU t W≤ ，则(27)式在 kt t=

时成立。假设(27)式在 ( )1,k kt t t +∈ 时不成立，则令 ( ) ( ){ }1 0inf , :k ks t t t U t Wρ+= ∈ >

。由于 ( )W t 在 [ ),kt t s∈ 

是连续的，则存在 ( ) ( ){ }0sup , :ks t t s U t W= ∈ < 

，使得 ( ) ( )0U t W U tτ ρ ρ− ≤ ≤ ， [ ],t s s∈  

。通过与上述证

明相似的论证，得出矛盾。因此(27)式在 [ )1,k kt t t +∈ 时成立，即(22)式成立。由(18)，(21)，(22)式可推导出 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0

0
0 0, e e d , ,

tt t t

t
V t x t W J t tλ ζ σρ ϑ σ σ γ− − −≤ + ≥ +∫  (28) 

结合条件(i)，可得 

 ( )( ) ( )
( )

( )( )
0

0

0
1 1 0

e sup , ,
t t

t t

t s t

Gx t M e J s t t
ζ

λα ϑ γ
ζ

−
− −

≤ ≤

⋅
≤ + ≥ +  (29) 

其中 1 0M Wρ= 。因此，由定义 2 可知系统(1)是 ISS 的。证明结束。 

4. 实例分析 

本节介绍两个数值示例，以说明本文所提结果的有效性。 
例 4.1 反应器作为化工生产流程中的核心组件，其温度控制机制对于确保产品质量、提升生产效率

及保障生产安全具有举足轻重的地位。鉴于化学动力学过程的高度复杂性，温度的变化不仅受到即时加

热与冷却条件的直接影响，还呈现出显著的时间滞后效应。此外，反应器的定期维护保养工作亦会不可

避免地引入脉冲式的温度扰动。尽管如此，通过合理的外部干预与调控，操作人员依然能够实现精确的

温度控制。在此，我们引入变量 ( )x t 来表征在时间 t 时刻的温度偏差，而 ( )( ),t x tτ τ= 则代表系统对温度

变化响应的延迟时间。基于上述考虑，我们考虑以下系统模型： 

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]0 0

, , ,

1 , ,

, , ,

k

k k k k

x t ax t bx t t x t u t t t t

x t x t t t t

x t t t t t

τ ϑ

δ δϑ

ξ γ

− −

 = − − − + + ≠

 = − + =


= ∈ −



 (30) 

其中 0a > ， 0b > 分别表示系统的冷却速率和延迟加热效应的强度。令系统 SDD 为 ( )( ) ( ),t x t x tτ α= ，

外部扰动为 ( ) ( )sin 5t tϑ = π 。参数 ( )0,1δ ∈ 表示脉冲干扰导致的比例温度下降，模拟维护操作对温度的影 
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响。PID 控制器根据温度偏差计算出控制输入 ( )u t ，其计算公式为： ( ) ( )( ) ( )( )d
dp du t K r x t K r x t

t
= − + − ， 

pK 和 dK 分别为 PID 控制器的比例增益和导数增益，用于调节控制器的响应速度和稳定性。其中初始温

度偏差 0 2x = ， 2a = ， 1b = ， 0r = ， 1.0275pK = ， 0.1dK = ， 0.1α = ， 0.2δ = 。选择 Lyapunov 函数 

( )21
2

V x t= ， ( )2
1

1
4

x tα = ， ( )( ) ( )( )10 tanhJ t tϑ ϑ= ， 1 1.5ω = ， 2 0.2ω = ， 1.01µ = 。选 1.2η = ，计算出 

0 2.06T = ， 3.055ρ = ， 3 0.52016ω = 。取 0 0.3ω = 。可证明系统(30)满足定理 1 的所有条件，即系统(30)
是 ISS 的，系统通过初值的轨迹如图 1 所示。 

从系统响应图 1 可见，系统自初始状态 0 2x = 起响应，初期受 PID 控制器作用，输出迅速降至设定

值 0r = 。随后，系统响应因外部扰动 ( ) ( )sin 5t tϑ = π 呈现周期性波动，且能抵抗脉冲干扰，迅速恢复并

继续跟踪扰动变化，展现出良好的稳定性和鲁棒性。数值实验证实，PID 控制策略有效控制化工反应器

温度，即使面临外部扰动和脉冲干扰。系统响应图验证了其动态行为稳定性。未来工作可优化 PID 参数

或探索自适应、模糊控制等策略，以提升系统性能。 
 

 
Figure 1. Trajectory of system (30) 
图 1. 系统(30)的运动轨迹 

 
例 4.2 令 ( )x t 表示数据包传输速率，它受信号延迟 ( )( ),t x tτ τ= 的影响。这些延迟是由数据传输过程

中的网络拥塞、设备负载、处理速度和其他变量等因素引发的。为了应对这些挑战，我们提出了一个动

态反馈控制模型。该模型可有效检测网络环境的变化，并动态调整数据包传输速率。具体来说， ( )x t 示

数据包在 t 时刻的发送速率， ( )( ),t x tτ τ= 表示与状态相关的动态延迟， ( )tϑ 表示外部输入。考虑下述动

态反馈控制模型： 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]0 0

1 , , ,

1 e , ,

, , ,

k

k

t
k k k k

x t x t K x t x t t x t t t t

x t x t C x t t t

x t t t t t

βϑ

α β τ σϑ

δ

ξ γ

−−− −

 = − + − + ≠

  = + − − =  

 
 = ∈ −




 (31) 
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其中α 是系统增长因子，K 是最大系统容量， β 是调整因子，
( )

1

21
c

c x t
τ =

+
， ( ) ( )4 sint tϑ = + ，σ 是外部 

输入加权系数，δ 是脉冲调整系数，C 是目标发送率。模型参数为 0.5α = ， 0.6β = ， 100K = ， 0.1σ = ，

1 4c = ， 2 0.05c = ， 1δ = ， 1C = 。我们选择 Lyapunov 函数 ( )2V x t= ，初值函数 0 4x = ， ( )( ) ( )e 2tJ t ϑϑ = + ，

1 1.1ω = ， 2 0.05ω = ， 0.65µ = ， 1.2ζ = 。计算可得 * 2.1514τ = ， 150.3945G = ， 0.14T = ，则系统(31)满
足定理 2 的所有条件，因此系统(31)是 ISS 的，如图 2 所示。 

通过数值模拟，我们观察到系统从初始发送速率 0 4x = 开始，在无脉冲控制情况下，依据逻辑斯蒂增

长项与延迟反馈机制项调整状态。当施加脉冲控制时，系统按预设时间间隔调整至期望发送速率 C，实现

对环境变化的快速响应。在脉冲控制下，系统维持稳定发送速率，适应网络环境变化，并能抵御由外部输

入函数 ( ) ( )4 sint tϑ = + 引起的周期性波动。数值实验验证了动态反馈控制模型的有效性，脉冲控制机制尤

为关键。未来可优化模型参数，或引入自适应、模糊控制等策略，提升系统性能、适应性和鲁棒性。 
 

 
Figure 2. Trajectory of system (31) 
图 2. 系统(31)的运动轨迹 

5. 结论 

本文通过整合 Lyapunov-Krasovskii 函数和平均脉冲间隔法，研究了 SDD 脉冲系统的 ISS 特性。研究

表明，混合动力 SDD 脉冲系统能在外部输入调制和脉冲间隔约束下保持 ISS。利用 Lyapunov 理论，我

们得出了评估这些系统 ISS 特性的条件。模拟证实了脉冲和外部输入在稳定 SDD 脉冲系统方面的有效

性。此外，案例研究证实了我们方法的理论准确性和实际适用性。未来的工作重点是将现有模型进一步

拓展，以涵盖更复杂的 SDD 脉冲系统以及多脉冲条件的场景，以及探索稳定性分析技术如何更有效地应

用于解析 SDD 脉冲系统的 ISS 问题。 
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