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摘  要 

本文提出了求解二维变系数G方程的高精度交替方向隐式(ADI)格式，该方法在物理、金融和计算数学中

具有重要应用。我们分析了该格式的稳定性，并进行了数值实验，比较了不同格式的绝对误差，验证了

ADI格式的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we propose high-accuracy Alternating Direction Implicit (ADI) scheme for solving two-
dimensional variable coefficient G-equations, which have significant applications in physics, finance 
and computational mathematics. The stability of the scheme is analyzed, and numerical experiment 
is conducted to compare absolute errors across different schemes, confirming the effectiveness of the 
scheme.  
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1. 引言 

2007 年，Peng [1]通过 G-热方程首次提出了 G-正态分布和 G-期望的概念。随后，Peng [2]基于这一

框架推导了次线性期望下的大数定律和中心极限定理，并证明了该框架下的弱收敛性。2010 年 Peng [3]
给出了 G-期望和 G-方程的联系，Hu, Ji, Peng, Song [4]和 Wang [5]进一步证明了 G-期望框架下的非线性

Feynman-Kac 公式，建立了 G-布朗运动驱动的随机微分方程与偏微分方程之间的关系。G-热方程(1)作为

一种特殊的 HJB [6]方程受到了广泛的研究， 

 ( )
2

2 ,U UG f t x
t x

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

  (1) 

Duncan [7]和 Peng [8]证明了 G-热方程粘性解的存在性和唯一性，Hu [9]研究了一类特殊 G-热方程的

解与常微分方程解的关系，并由此得出了该类 G-热方程的解。然而，G-热方程仅是 G-微分方程中的一种

特殊情况，现实中的模型通常比 G-热方程复杂得多。目前，对于一般形式的 G-方程解析解的计算仍缺乏

有效的方法。因此，数值方法成为求解 G-方程的常用工具，并被广泛应用。 
宋彬彬[10]求解了一维 G-方程的 Crank-Nicolson 格式，Yang 和 Zhao [11]针对一维非齐次 G-热方程

应用显式差分格式、半隐式差分格式、隐式差分格式和 Crank-Nicolson 格式，在对应的数值格式的构造

中考虑了迭代系数的改进，王晓莹[12]对传统的有限差分格式进行改进，计算了所改进数值格式的齐次 G-
热方程的数值解。曹海峰[13]讨论了一维 G-热方程的差分方法并给出了相应的数值模拟，还给出了二维

G-热方程的显式差分格式、隐式差分格式、半隐式差分格式以及 Crank-Nicolson 格式，尽管未对这些差

分格式进行相关的理论分析和数值模拟，但这些格式的提出为后续研究提供了有价值的出发点。 
在许多领域中，二维变系数 G-方程扮演着重要的角色，尤其是在物理学和金融学中。这类方程通常

用于描述带有空间变异性的现象，例如在热传导、流体力学等物理问题中，二维变系数方程被广泛应用

来刻画扩散过程的时空变化。例如，Batchelor [14]介绍了变系数方程在复杂流动模型中的应用，特别是在

处理具有空间和时间变异性的流动问题时。在金融领域，二维变系数 G-方程同样具有重要的应用，尤其

是在期权定价模型中。Black 和 Scholes [15]提出的经典期权定价模型通过随机微分方程描述资产价格的

动态，虽然原始模型假设了常数波动率，但在实际市场中，波动率通常是变化的，因而引入变系数方程

来更好地捕捉这种波动性。Heston [16]则提出了一种具有随机波动率的期权定价模型，进一步拓展了这一

理论，表明二维变系数 G-方程在复杂金融模型中的不可或缺性。 
目前，G-方程数值方法的研究大多集中在常系数上。然而，在实际应用中，例如 Hu [17]提到的 G-期

望框架下的 Ornstein-Uhlenback 过程模型的定价问题，可能会出现变系数。变系数 G 方程的数值计算方

法是一项重要且可推广的工作。我们发现，大多数学者都专注于研究一维变系数 G 方程式，而二维变系

数 G-领域仍需要进一步研究。本文将研究二维变系数 G-方程的一般形式： 
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本文的主要工作和创新点如下：提出了一般形式的二维变系数 G-方程的 ADI 格式，对所提差分格式

的稳定性进行了严格的理论证明，通过数值实验得到了 ADI 格式和显式欧拉格式、C-N 格式不同节点处

的误差。通过计算结果的比较，得到 ADI 格式误差较小、精度更高。 

2. 预备知识(G-期望空间) 

本文中作者将研究在 G 框架下的二维 G-方程，对此，我们将沿用文献[1]-[3]中的关于 G-期望空间的

相关定义以及应用条件。 
定义 2.1 [1]设Ω是一给定集合，是定义在Ω上的实值函数所组成的一个线性空间，并且满足以下

的条件： 
a. 每一个实值的常数 c 都在中； 
b. 如果 ( )X ⋅ ∈，则 ( )X ⋅ ∈。 
那么我们把中的函数称为随机变量，而称二元组 ( ),Ω  为随机变量空间。 
定义 2.2 [2]定义在随机变量空间上的满足以下性质的泛函 :E R ： 
(I) 单调性：若 A B≥ ，则有 [ ] [ ]E A E B≥ ； 
(II) 保常数性：对任意 Rγ ∈ 都有 [ ]E γ γ= ； 
称三元组 ( ), , EΩ  为非线性期望空间。称 E 为一个非线性期望。 
若 E 还满足： 
(III) 次可加性： [ ] [ ] [ ]E A B E A E B+ ≤ + ， ,A B∀ ∈， 
(IV) 正齐次性： [ ] [ ]E A E Aη η= ， 0η ≥ 。 
称 ( ), , EΩ  为次线性期望空间，E 为 ( ),Ω  上的次线性期望。 
定义 2.3 [3] (G-正态分布) 
我们称次线性期望空间 ( ), , EΩ  中的 n 维随机向量 ( )1, , nA a a=  服从 G-正态分布，如果对任意的

, 0α β > ，有： 

2 2 ,
d

A A Aα β α β+ = +  

其中 A 是 A 的任意独立复制。 
定义 2.4 [3] (G-分布) 
我们称次线性期望空间 ( ), , EΩ  中的 n 维随机向量 ( ),X η 服从 G-分布，如果其满足 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2, , ,
d

X X Xα β α η β η α β α β η+ + = + +  

其中 ( ),X η 是 ( ),X η 的独立复制。 

3. 二维变系数 G-方程 ADI 格式的稳定性分析和数值模拟 

本节我们主要研究二维变系数 G-方程的 ADI 数值格式，并对其相应的稳定性进行了分析，在本节最

后通过数值算例验证了差分格式的有效性。 

3.1. ADI 格式 

首先我们给出差分方程的 ADI 格式。 
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3.1.1. 差分格式的建立 
对于一类二维变系数 G-方程： 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2, , , , , , ,U Ua t x y G b t x y G f t x y
x y

U
t

   ∂ ∂
− − =   ∂ ∂  ∂ 

∂  (3) 

其中 ( ), ,a t x y ， ( ), ,b t x y ， ( ), ,f t x y 在定义域上是连续的，并且有 ( ), , 0a t x y > ， ( ), , 0b t x y > ， 

( ) ( )2 21
2

G ξ σ ξ σ ξ+ −= − ， { }max 0,ξ ξ+ = ， { }min 0,ξ ξ− = − 。 

方程(3)在空间上通常是无界的，而在数值计算过程当中通常是在有界区域中求解，所以我们通过给

出第一边值条件对方程进行边界截断，并对 G 函数进行形式转换，截断后的方程形式如下： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

3

2 2

1 42

0

1 1, , , , , , ,
2 2

, , , ,

, ,

x x

t xx xx yy yy

x l x l y l y ly y

t

a t x y U U b t x y U U f t x y

U t U t U t

U

U t

U x y

σ σ

φ φ φ φ

ψ
=− = =− =

=

∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ =

−∂ = ∂ = −∂ = ∂ =

 =

 (4) 

其中： 

( ) [ ] [ ] [ ] ( )
2

2
2

, 0
, , 0, , , , .

, 0
x

t x y T l l l l x
x

σ
σ

σ

 ≥∈ × − × − = 
<

 

下面主要根据方程(4)给出方程的差分格式。 
在求解区间 ( ) [ ] [ ] [ ], , 0, , ,t x y D T l l l l∈ = × − × − 上，将求解区间进行网格化分解，取正整数 M、N，在

[ ],l l− 上进行 M 等分，记 2h l M= 为空间步长；在 [ ]0,T 上进行 N 等分，记 T Nτ = 为时间步长；记

( )0ix l ih i M= − + ≤ ≤ ， ( )0jy l jh j M= − + ≤ ≤ ， ( )0nt n n Nτ= ≤ ≤ 。 
交替方向隐式法(ADI)将第 n 层到 n + 1 层计算分为两步：先由第 n 层到 n + 1/2 层，对 xxU∂ 用向后差

分逼近，对 yyU∂ 用向前差分逼近，然后由第 n + 1/2 层到 n + 1 层，对 xxU∂ 用向前差分逼近，对 yyU∂ 用

向后差分逼近。在处理变系数时，关键是在离散化过程中正确地选择系数的取值。在 ADI 方法中，通常

会在时间步的中间点(如 n + 1/2)处取值，以确保数值解的稳定性和准确性。此时，对于定义在 D 上的网

格函数： ( ), ,,n
i j n i jU u t x y= 。我们使用如下符号： 

( ) ( ) ( ),, , , , ,, , ,n n n
n i j n i j i j n i ja a t x y b b t x y f f t x y= = =  

则 G-方程的 ADI 格式为： 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

1
2

, , , , ,

1 1 1 1
, , , , ,

1 1

2 2 2 2 2 2
,

2 2 2 2 2 2
,

1
1, , 2 ,1 1 11

1 1 ,
2 2
1 1 ,
2 2

, ,
x

n
x x y y i j

n
x x y y i j

x n x

n n n n n n n
i j i j i j i j i j

n n nn n n n
i j i j i j i j i j

n n
j N yn

n
j i

U U U U U

U U U U U

a b f

a b

t U

f

tU U

τ

τ

δ σ δ δ σ δ δ

δ σ δ δ σ δ δ

δ φ δ φ δ φ

+ + + +

+ + ++ + + +

+ + +

+

+ +

− − =

− − =

− = = − = ( ) ( )

( )
1 1

1
,

1
3 , 4, ,

, .
y

n
y i Nn n

i j i j

t t

U x

U

y

δ φ

ψ

+
+ +






 =
 =

 (5) 

其中 , 1,2, , ; 1, ,i j M n N= =  。并且有： 
1 1
2 21 1

2 2

11
, , , ,1

, ,
2 2

, , ;
2

n nn nn n
n n i j i j i j i jn

i j i j

U U U Ua aa U Uτ ττ τ
δ δ

+ +++
+ + +− −+
= = =  
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1 1 1 1 1 1
1, , 1, , 1 , , 12 1 2 1

, ,2 2

2 2
, ;

n n n n n n
i j i j i j i j i j i jn n

x i j y i j

U U U U U U
U U

h h
δ δ

+ + + + + +
+ − + −+ +− + − +

= =  

1 1 1 1
1, 1, , 1 , 11 1

, ,, .
2 2

n n n n
i j i j i j i jn n

x i j y i j

U U U U
U U

h h
δ δ

+ + + +
+ − + −+ +− −

= =  

这样，我们就建立了对于方程(3) ADI 差分格式。下面我们对其稳定性进行分析。 

3.1.2. ADI 差分格式的稳定性 
假设 ( ) ( ), , :a t x y a t= ， ( ) ( ), , :b t x y b t= ，仅依赖于 t。由极值定理[17]，我们可以得到如下定理： 

定理 3.1：对于差分格式(5)，我们以 ( )1 1
2 22 2 2

, 2n n
x i jr u hσ δ τ+ += ， ( )2 2 2

, 2n n
y i jr u hσ δ τ= ，定义最大模

,0 ,
max i ji j M

u u
∞ ≤ ≤
= ， ,0 ,

max i ji j M
f f

∞ ≤ ≤
= 。若差分格式(5)满足条件： 

[ ]
( ) ( ){ }2 2

0,

1
max ,
t T

h a t b t
τ

σ
∈

≤  

则有 
1
21 0

0
,

2

n kn k

k
u u f fτ ++

∞ ∞ ∞ ∞=

 ≤ + + 
 

∑  

即差分格式(5)是稳定的[17]。 
证明：方程(5)可改写成如下形式： 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

, , 1, , 1, , 1 , , 1 , ,
2

2 2n n n n n nn n n n n n
i j i j i j i j i j i j i j i j

n
i jU U U U Ua r b U Ur U fτ+ + + + + +

+ − + −− = − + + − + +   (6) 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

,
1 1 1 1 1 1

, , 1, , 1, , 1 , , 12 ,2
2

n n n n n nn n n n n n
i j i j i j i j i j i j i j i

n
i jjU U Ua r b r fU U U U U τ+ + + + + + ++ + + + + +

+ − + −− = − + + − + +   (7) 

整理(6) (7)式可得， 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

, , 1, , 1 ,1, , 1 ,
2

1 2 1 2n n n n n n nn n n n n n n
i j i j i j i j i j

n
i ij ja r b r a rU U U U U Ub r fτ+ + + + + + +

+ − + −+ = − + + + + +    (8) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1

, , 1, ,1, , 1 , 11 2 1 ,2
2

n n n n n n nn n n n n n n
i j i j i j

n
i j j i j i jib r a r a r b rU U U U U U fτ+ + + + + + + ++ + + + + + +

+ − + −+ = − + + + + +    (9) 

当方程满足定理条件时，则有： 
1 1
2 21 2 0, 1 2 0n nn nb r a r+ +− ≥ − ≥  

式子(8) (9)两边同时取绝对值，由绝对值不等式可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

, , 1, , 1 ,1, , 1 ,
2

1 2 1 2n n n n n n nn n n n n n n
i j i j i j i j i j

n
i ij ja r b r a rU U U U U Ub r fτ+ + + + + + +

+ − + −+ ≤ − + + + + +    (10) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1

, , 1, ,1, , 1 , 11 2 1 ,2
2

n n n n n n nn n n n n n n
i j i j i j

n
i j j i j i jib r a r a r b rU U U U U U fτ+ + + + + + + ++ + + + + + +

+ − + −+ ≤ − + + + + +   (11) 

不等式两边取无穷模[17]可得： 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 2 1 2 2 ,

2
2n n n n n nn n n n n nna r b r a r b r fU U U U τ+ + + + + +

∞ ∞∞ ∞ ∞
+ ≤ − + + +    (12) 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.152067


张宇 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.152067 273 理论数学 
 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 11 2 1 2 ,

2
2 2n n n n n nn n n nn n nb r a r a r b r fU U U U τ+ + + + + + ++ + + + + +

∞ ∞∞ ∞ ∞
+ ≤ − + + +    (13) 

消去多余项后，整理可得 

1
21

2 2
nn n nu u f fτ τ ++

∞ ∞ ∞ ∞
≤ + +  

递推可得： 

1
21 0

0 2

n kn k

k
u u f fτ ++

∞ ∞ ∞ ∞=

 ≤ + + 
 

∑  

定理得证。 

3.2. 数值模拟 

算例 3.2.1：我们考虑下面的二维变系数 G-方程： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

0

1 1e e , ,
2 2
sin .

x y
t xx yy

t

x t G u y t G u f t x y

u x

u

y
=

∂ − + + ∂ − + + ∂ =

 = +

  (14) 

假设方程的精确解为 ( )sin x y t+ + ，为使等式成立，此时有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1cos e sin sin
2

1 e sin sin
2

x

y

f x y t x t x y t x y t

y t x y t x y t

σ

σ

= + + − + + − + + − + +      

− + + − + + − + +      

 

我们令 [ ], ,x y l l∈ − ， [ ]0,t T∈ ， [ ]0.2,1σ ∈ ，其中 2l = π， 2T = 。首先取 40M = ， 512N = 进行数值

模拟，下面给出此模型的精确解和数值解的比较，图 1 和图 2 绘制了 2t = 时方程(14)解析解和 ADI 格式

下数值解。 
 

 
Figure 1. Analytical solution 
图 1. 解析解 
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Figure 2. Numerical solution of ADI scheme 
图 2. ADI 格式数值解 

 
由表 1 给出了部分计算时得到的部分数值结果，数值解很好地逼近解析解，表 2 比较了 ADI 格式与

显式欧拉格式、C-N 格式的绝对误差，结果表明 ADI 格式的误差低于显式欧拉格式以及 C-N 格式，表 3
给出了不同网格精度下的部分网格点 ADI 格式的绝对误差以及收敛阶，随着网格空间划分的不断精细，

误差也逐渐降低，由此得出 ADI 格式的有效性。 
 

Table 1. Numerical solutions, analytical solutions, and absolute errors between some grid points in ADI scheme at t = 2 
表 1. t = 2 时，部分网格点 ADI 格式的数值解，解析解以及它们之间的绝对误差 

( ), ,1i ju x y  数值解 解析解 绝对误差 

( )8 8, ,1u x y  11.102 10−×  11.148 10−×  34.544 10−×  

( )16 16, ,1u x y  19.235 10−− ×  19.093 10−− ×  21.417 10−×  

( )24 24, ,1u x y  16.871 10−− ×  16.768 10−− ×  21.030 10−×  

( )32 32, ,1u x y  14.933 10−×  14.910 10−×  32.263 10−×  

( )40 40, ,1u x y  19.810 10−×  19.802 10−×  47.318 10−×  

 
Table 2. Absolute errors of ADI scheme, explicit Euler scheme, and C-N scheme for some grid points at t = 2 
表 2. t = 2 时，部分网格点 ADI 格式、显式欧拉格式和 C-N 格式的绝对误差 

( ), ,1i ju x y  显式欧拉格式 C-N 格式 ADI 格式 

( )8 8, ,1u x y  39.210 10−×  35.051 10−×  34.544 10−×  

( )16 16, ,1u x y  25.372 10−×  22.372 10−×  21.417 10−×  

( )24 24, ,1u x y  23.831 10−×  21.831 10−×  21.030 10−×  

( )32 32, ,1u x y  38.356 10−×  32.588 10−×  32.263 10−×  

( )40 40, ,1u x y  35.526 10−×  31.259 10−×  47.318 10−×  
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Table 3. Absolute error and convergence order of ADI scheme for partial grid points with different grid accuracies at x = 0, y 
= 0, t = 2 
表 3. x = 0, y = 0, t = 2 时，不同网格精度下的部分网格点 ADI 格式的绝对误差和收敛阶 

空间划分 绝对误差 收敛阶 

20M =  34.587 10−×   

40M =  31.151 10−×  1.995 

60M =  44.770 10−×  2.053 

80M =  42.689 10−×  2.054 

100M =  41.812 10−×  2.028 

4. 结论 

二维变系数 G-方程在金融和物理等领域具有重要应用。然而，由于变系数和多维问题的复杂性，理

论分析和数值模拟比传统的二维 G-方程复杂得多。本文构造了二维变系数 G-方程的 ADI 格式，并进行

了详细的稳定性分析。同时，通过数值算例比较了不同方案下不同网格点的数值解和误差，直观地证明

了 ADI 格式的有效性。 
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