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摘  要 

在大数据时代，总体往往呈现出显著的异质性特点。本文借助混合模型来刻画了多个同质个体构成总体

的异质性。我们基于改进比例反失效率模型的参数来体现种群中的信息，探讨了改进比例反失效率模型

构成有限混合模型的统计性质，结合矩阵链优序或向量的优化序和T转换矩阵，研究了有限混合模型参

数和混合比例的随机性质，给出了两组异质有限混合总体普通随机序成立的充分条件，丰富了异质有限

混合总体的随机比较理论。 
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Abstract 
With the advent of the big data era, populations frequently display distinct heterogeneity charac-
teristics. This paper uses mixture models to characterize the heterogeneity of populations com-
posed of multiple homogeneous individuals. Based on the parameters of a modified proportional 
reversed hazard rate model, we incorporate information from the population and explore the 
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statistical properties of a finite mixture model formed by the modified proportional reversed haz-
ard rate model. By combining matrix chain optimization or the optimization sequence of vectors 
with the T-transformation matrix, we study the stochastic properties of the finite mixture model’s 
parameters and mixing proportions. Sufficient conditions for the establishment of ordinary sto-
chastic order for two heterogeneous finite mixture populations are provided, enriching the theory 
of stochastic comparisons for heterogeneous finite mixture populations. 
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1. 引言 

有限混合模型在可靠性理论、生存分析的许多领域都有应用，是建模异质性的有效工具。在许多应

用中，数据通常来自于两个或多个异质亚种群的混合种群，见 Amini-Seresht 和 Zhang Y (2017) [1]。换句

话说，有限混合模型代表的数据集具有多个以不同比例组合的分布。例如，制造的工程项目由于不同的

原因，如生产过程中使用的资源和部件的质量、原材料的质量、人为错误、不同的工作轮班、环境条件

等，生产的项目往往有不同的寿命分布。当这些项目混合时，它们会导致异质种群，见 Finkelstein (2008) 
[2]和 Cha 和 Finkelstein (2013) [3]，在这方面，有限混合模型可以用于建模由有限数量的异质亚种群产生

的寿命数据。 
设 ( )1 2, , , nX X X= X 为 n 个随机变量的向量，其边际分布函数、边际生存函数和边际概率密度函数

分别定义为 ( )XF ⋅ 、 ( )XF ⋅ 和 ( )Xf ⋅ 。假设我们有 n 个齐次无穷单位子群， iX 表示第 i 个子群中一个单位

的寿命， 1,2, ,i n=  。设 ( ),C X p 是一个随机变量，代表从这 n 个子群中提取的单位混合，其分布函数、

生存函数和密度函数表达为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1 1 1

, , ,
i i in n n

n n n

i X i X i XC C C
i i i

F x p F x F x p F x f x p f x
= = =

= = =∑ ∑ ∑X p X p X p  

其中，混合比例 ( )0ip > ，
1

1
n

i
i

p
=

=∑ ，第 i 个混合比例表示第 i 个单位所占总体混合的比例。在通过随机序 

研究混合模型的过程中，Hazra 和 Finkelstein (2018) [4]讨论了使用多元链优序的概念来研究两种有限混

合的随机比较，其中相应的随机变量遵循比例失效率(PHR)、比例反失效率(PHR)或加速寿命模型。

Albabtain 等(2020) [5]研究表明，有限混合模型在威布尔分布下的随机比较是通过调整不同的权重函数来

进行的。Barmalzan 等(2022) [6]通过优化序探讨了混合指数分布的星、凸变换、扩散、右扩散和平均剩余

寿命序。Barmalzan 等(2022) [7]发现，在链优化序下的两种有限混合的普通随机、失效率和反失效率序。

Panja 等(2022) [8]推导出了两个有限混合模型的一些随机比较结果，其中相应的随机变量遵循比例概率

(PO)、失效率和反失效率模型。Nadeb 和 Torabi (2022) [9]在向量优化的意义上研究了有限混合模型的普

通随机、失效率、反失效率、似然比和扩散序。Shojaee 和 Babanezhad (2023) [10]证明了在一般随机序、

上正序、弱失效率序和似然比序意义上的随机比较。Bhakta 等(2023) [11]讨论了在优化条件下对具有
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inverted-Kumaraswamy分布的两种有限混合模型的随机比较。Bhakta等(2024) [12]通过优化、p-较大优化、

相互优化和链优化序，对一般分布族的有限混合模型进行了随机比较。在研究随机序的过程中，Yan 等

(2021) [13]讨论了相干系统中相关性的最优分配。Zhang 等(2023) [14]分析了具有受随机冲击影响的相依

异质元件的故障安全系统的可靠性。Zhang 等(2023) [15]证明了相协系统中关联分配策略的随机比较。Lu
等(2023) [16]讨论了具有统计相关子系统的相协系统的最优分配。Zhang 等(2023) [17]做了相依异质保险

组合的最大索赔金额的随机比较。Guo 等(2024) [18]研究了相依异质随机变量的二大次序统计量的随机比

较。Zhang 等(2024) [19]讨论了在阈值模型下相关资产的资本配置的增凸序。 
在实际情况下，寿命数据通常有不同的反失效率形状。因此，我们需要一个分布，它应该有相当大

的灵活性，这有助于对可靠性和寿命数据的灵活建模，并服务于模型选择和评估的目的。Balakrishnan 等

(2018) [20]定义了一种新的分布，称为改进比例反失效率(MPRHR)模型。MPRHR 可以更好地处理传统模

型所面临的异构性和不确定性。一个随机变量 X 遵循倾斜参数α ，改进比例反失效率 λ 的 MPRHR 模型，

模型的生存函数表示为 

( ) ( )
( )

1
; ,

1
F x

F x
F x

λ

λα λ
α
−

=
−

 , , , 1 .x λ α α α+∈ = −                        (1) 

本文将改进比例反失效率模型作为有限混合的基函数，形成新的混合模型，即本文要研究的新的混

合模型。我们通过向量矩阵的链优化来研究有限混合模型的普通随机序。在研究混合模型普通随机序的

过程中，分为两种情况进行研究，一种是当混合比例和倾斜参数发生变化时研究有限混合模型，另一种

是当混合比例和改进比例反失效率发生变化时研究有限混合模型。 
在本文中，我们针对改进比例反失效率模型的有限混合进行随机比较。在第 2 章，基于要研究的模

型，介绍了一些基本的定义，在第 3 章，讨论了两种情况下的普通随机序，在第 4 章，对本文做总结。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将介绍一些重要的基本定义和引理。设 X 和 Y 是两个非负连续随机变量，分别具有

分布函数 ( )XF t 、 ( )YF t ，密度函数 ( )Xf t 、 ( )Yf t ，和生存函数 ( ) ( )1X XF t F t= − 、 ( ) ( )1Y YF t F t= − 。此外，

我们使用“
sgn

a b= ”表示等号两边符号相同。 
定义 1. 设 X 和 Y 为两个绝对连续的随机变量，若对于 t R∀ ∈ ， ( ) ( )X YF t F t≤ 都成立，则称 X 在普

通随机序下小于 Y (记作 stX Y≤ )。 
定义 2. 设 ( ) ( ) ( )1 2 na a a≤ ≤ ≤ 和 ( ) ( ) ( )1 2 nb b b≤ ≤ ≤ 是向量 ( )1 2, , , na a a= a 和 ( )1 2, , , nb b b= b 的递增 

排列，如果对于任意 1,2, , 1i n= − ，都有 ( ) ( )
1 1

n n

i i
i i

a b
= =

=∑ ∑ 且 ( ) ( )
1 1

j j

i i
i i

a b
= =

≤∑ ∑ ，则称 a 在优化序下大于 b  (记作

m
a b )。 

关于随机序和优化序及其应用更详细的讨论，请参阅 Shaked 等(2007) [21]和 Marshall 等(1979) [22]。 
任何 T 转换矩阵具有以下的格式： 

( )1n nT Iω ω= = − Π  

其中 0 1ω≤ ≤ ， nΠ 是一个置换矩阵， nI 是一个单位矩阵，如果 1 2Π =Π ，则称 ( )1 1 1 11nT Iω ω= + − Π 和

( )2 2 2 21nT Iω ω= + − Π 是具有相同结构的两个矩阵。众所周知，具有相同结构的 T 转换矩阵的有限积也是 T
转换矩阵，而如果它的元素不具有相同的结构，则该有限积可能不是 T 转换矩阵，参考 Balakrishnan 等(2014) 
[23]。 

定义 3. 考虑m n× 阶矩阵 { }ijA a= 和 { }ijB b= ，行分别为 1 2, , , ma a a 和 1 2, , , mb b b 。分别地 
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(i) 如果
m

i ia b  ( )1,2, ,i m=  ，称矩阵 A 在行优化下大于的矩阵 B (记作 rowA B> )； 
(ii) 如果存在一个 m n× 阶 T 转换矩阵 1 2, , , kT T T ，使得 1 2 kB AT T T=  ，称矩阵 A 在链优序下大于矩

阵 B(记作 A B )。 
关于矩阵优化更详细的讨论，请参阅 Marshall 等(1979) [22]。 
定义 4. [Marshall 等(1979) [22]]一个定义在集合 ⊆  上的实值函数φ，如果 

( ) ( )
m

φ φ⇒ ≥a b a b 对任意 , ∈a b 。 

则称φ在上是舒尔凸(舒尔凹)。 
引理 1. [Barmalzan 等(2022) [7]]一个可微函数 4: R Rφ + +→  

( ) ( ) ( )A Bφ φ≥ ≤ 对于任何 ,A B ，使得 ( )2 2A∈  和 A B  

当且仅当 
(i) 对所有的置换矩阵Π和 ( )2 2  ，有 ( ) ( )A Aφ φ= Π ； 

(ii) 对所有的 , 1,2j k = 和 ( )2 2A∈  ， ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1
0ik ij ik ij

i
a a A Bφ φ

=

− − ≥ ≤∑ ，其中 ( ) ( )ij ijA A aφ φ= ∂ ∂ 。 

引理 2. [Barmalzan 等(2022) [7]]一个可微函数 2:H R R+ +→ ，并将函数 2: n
n R Rφ + +→ 定义为 

( ) ( )1 2
1

,
n

n i i
i

A H a aφ
=

=∑ 。如果 2φ 满足引理 1，则 ( ) ( )n nA Bφ φ≥ ，其中 ( )n nA L∈ 和 B AT= 。 

下面，我们定义了两个空间 

( ) ( )( )1

1

, : , 0 and 0, , 1, ,n
n i j i j i j

n

a a
a b a a b b i j n

b b

   = = > − − ≤ =      







 a b ； 

( ) ( )( )1

1

, : , 0 and 0, , 1, ,n
n i j i j i j

n

a a
a b a a b b i j n

b b

   = = > − − ≥ =      







 a b 。 

3. 改进比例反失效率模型有限混合的普通随机序 

在本章节中，我们研究了改进比例失效率模型有限混合的普通随机序。本节分为两部分，第一部分

处理当混合比例 p 和倾斜参数α 变化，改进比例反失效率 λ 不变时有限混合的普通随机序，第二部分处

理当混合比例 p 和改进比例反失效率 λ 变化，倾斜参数α 不变时有限混合的普通随机序，两部分分别研

究了在四种情况下的普通随机序。将公式(1)带入混合模型中得： 

( ) ( ) ( )
( )2 ,

1 1
0 1.

1
,

1 i

n

i iV
i ii

n

i
F x

F x p p F
F x

λ

αλα
α

= =

= ≤=
−

<
−

∑ ∑p α  

3.1. 当 p 和α 变化，λ 不变时有限混合的普通随机序 

定理 1 讨论了两个 2 × 2 阶矩阵在链优序下的普通随机序。 
定理 1. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( )2 ,V p α 和 ( )2 ,W q β ，分别有以下

两个结论： 

(i) 若 1 2 1 2

1 2 1 2

p p q q

α α β β

   
      
   

 ，并且 ( ) 2, ∈p α ，则 ( ) ( )2 2, ,stV W≥p qα β ； 

(ii) 若 1 2 1 2

1 2 1 2

p p q q

α α β β

   
      
   

 ， ( ) 2, ∈p α ，并且 1 2

2 2

1 2

F F
p p
α α≥ ，则 ( ) ( )2 2, ,stV W≤p qα β 。 
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证明：随机变量 ( )2 ,V p α 和 ( )2 ,W q β 的生存函数为： 

( ) ( ) ( )
( )2

2

,
1

1
1iV

i i

F x
F x p

F x

λ

λα=

−
=

−∑p α 和 ( ) ( ) ( )
( )2

2

,
1

1
1iW

i i

F x
F x q

F x

λ

λβ=

−
=

−∑q β 。 

为了达到理想的结果，我们需要证明引理 1 的条件(i)和(ii)，显然，对于固定的 0x > ， ( )2 ,V p α 在 2

和 2 上是排列不变的，这证实了条件(i)。现在，对于固定的 0x > 和 i j≠ ，考虑这个函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2, , , ,
1 2 1 2

1 2 1 2

, .V V V VF x F x F x F x
H p p

p p
α α

α α

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − −      ∂ ∂ ∂ ∂   

p p p pp α α α αα        (2) 

( ) ( )
2 ,VF xp α 关于 ip 和 iα 的偏导为 

( ) ( ) ( )
( )

2 , 1
1

V

i i

F x F x
p F x

λ

λα

∂ −
=

∂ −
p α

和
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
2 ,

2

1

1

iV

i i

F x p F x F x

F x

λ λ

λα α

∂ − −
=

∂ −

p α
， 

通过将这些表达式代入到(2)中，我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 1, ,

1 2 1 2

1 ( )

1 1
V VF x F x F x F x

p p F x F x

λ λ

λ λ

α α

α α

∂ ∂ − −
− =

∂ ∂ − −
p pα α  

和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

22

2 2

2 1 1 2,( , )
2 2

1 2

1 1 1( )
.

1 1

VV

i i

F x F x p F x p F xF xF x

F x F x

λ λ λ λ

λ λ

α α

α α α α

 − − − −∂∂   − =
∂ ∂ − −

pp α α  

因此， ( ),H p α 可以表示 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2 2, , , ,
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 2 1

1 2

2 2

1 2 2 1 1 2

2 2

1 2

1 2 2 1 1 2

1

,

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

V V V V

sgn

F x F x F x F x
H p p

p p

p p F x F x

F x F x

F x F x p F x p F x

F x F x

p p F x F x

λ λ

λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

α α
α α

α α

α α

α α α α

α α

α α α α

α

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − −      ∂ ∂ ∂ ∂   

− − −
=

− −

 − − − − −  +
− −

= − − − −

+ −

p p p pp α α α αα

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ){
( )( ) ( )( ) }

2 2

2 2 1 1 2

2 1 1 2 1 2

2 2

1 2 2 1

1 1

1 1

1 1

sgn

p F x p F x

p p F x F x

p F x p F x

λ λ

λ λ

λ λ

α α α

α α α α

α α

 − − −  

= − − − −

 + − − −  

 

先证明定理 1 的(i)，假设 ( ) 2, ∈p α 意味着 

( )( )1 2 1 2 0,p p α α− − ≤  

因此，可以得到 1 2p p≥ 和 1 2α α≤  (或 1 2p p≤ 和 1 2α α≥ )，因为对两种情况的证明非常相似，我们只对
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1 2p p≥ 和 1 2α α≤ 的情况给出证明。由此条件，我们可以得到： 

( ) ( )1 21 1 .F x F xλ λα α− ≤ −  

从而我们得到 ( ), 0H ≥p α ，引理 1 的(ii)的条件得到满足，根据引理 1，可得： 

( ) ( )2 2, , .stV W≥p qα β  

接下来证明定理 1 的(ii)，假设 ( ) 2, ∈p α 意味着 

( )( )1 2 1 2 0,p p α α− − ≥  

因此，可以得到 1 2p p≥ 和 1 2α α≥  (或 1 2p p≤ 和 1 2α α≤ )，同理，我们只对 1 2p p≥ 和 1 2α α≥ 的情况给出证

明。由此条件，我们可以得到： 

( ) ( )1 21 1 ,F x F xλ λα α− ≥ −  

又因为 1 2

2 2

1 2

F F
p p
α α≥ ，得到： 

( )( ) ( )( )2 2

1 2 2 1 ,1 1p F x p F xλ λα α− ≥ −  

从而得到 ( ), 0H ≥p α ，引理 1 的(ii)的条件得到满足，根据引理 1，我们可得： 

( ) ( )2 2, , .stV W≤p qα β  

定理 1 的证明被完成。 
定理 2 讨论了两个 2 × n 阶矩阵在链优序下的普通随机序。 
定理 2. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( ),nV p α 和 ( ),nW q β ，分别有以下

两个结论： 

(i) 若 1 2 1 2

1 2 1 2

n n

n n

p p p q q q
T

α α α β β β

   
=      

   

 

 

，并且 ( ), n∈p α ，则 ( ) ( ), ,n st nV W≥p qα β ； 

(ii) 若 1 2 1 2

1 2 1 2

n n

n n

p p p q q q
T

α α α β β β

   
=      

   

 

 

， ( ), n∈p α ，并且

22
ji

i j

FF
p p

αα ≥ ， ( )1 i j n≤ ≤ ≤ ，则 

( ) ( ), ,n st nV W≤p qα β 。 

证明：随机变量 ( ),nV p α 和 ( ),nW q β 的生存函数为 

( ) ( ) ( )
( ),

1

1
1n

n

iV
i i

F x
F x p

F x

λ

λα=

−
=

−∑p α 和 ( ) ( ) ( )
( ),

1

1
1n

n

iW
i i

F x
F x q

F x

λ

λβ=

−
=

−∑q β 。 

为了获得理想的结果，设 

( ) ( ) ( ),,
nVF xφ = pp αα  

和 

( )
( )( )
( )

1
, ,

1

p F x
H

F x

λ

λα

−
=

−
p α  

我们可以得到： 

( ) ( ) ( )
( )1 1

1
, , ,

1

n n

n n i
i i i

F x
H p

F x

λ

λφ
α= =

−
= =

−∑ ∑p pα α  
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通过定理 1 已知， ( ),nφ p α 满足引理 1，定理 2 满足引理 2 的条件，结果得到证明。 
推论 1 讨论了两个 2 × n 阶矩阵在链优序下的普通随机序，在链优化的过程中，T 转换矩阵具有相同

的结构。 
推论 1. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( ),nV p α 和 ( ),nW q β ，如果 T 转换

矩阵 1 2, , , kT T T 有相同的结构，分别有以下两个结论： 

(i) 若 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

, , ,n n
k

n n

p p p q q q
T T T

α α α β β β

   
=      

   

 



 

，并且 ( ), n∈p α ，则 ( ) ( ), ,n st nV W≥p qα β ； 

(ii) 若 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

, , ,n n
k

n n

p p p q q q
T T T

α α α β β β

   
=      

   

 



 

，

22
ji

i j

FF
p p

αα ≥  ( )1 i j n≤ ≤ ≤ ，并且 ( ), n∈p α ，

则 ( ) ( ), ,n st nV W≤p qα β 。 

推论 2 讨论了两个 2 × n 阶矩阵在链优序下的普通随机序，在链优化的过程中，T 转换矩阵具有不同

的结构。 
推论 2. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( ),nV p α 和 ( ),nW q β ，如果 T 转换

矩阵 1 2, , , kT T T 有不同的结构，分别有以下两个结论： 

(i) 若 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

, , ,n n
k

n n

p p p q q q
T T T

α α α β β β

   
=      

   

 



 

，并且 ( ), n∈p α ，则 ( ) ( ), ,n st nV W≥p qα β ； 

(ii) 若 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

, , ,n n
k

n n

p p p q q q
T T T

α α α β β β

   
=      

   

 



 

，

22
ji

i j

FF
p p

αα ≥ ，( )1 i j n≤ ≤ ≤ ，并且 ( ), n∈p α ，

则 ( ) ( ), ,n st nV W≤p qα β 。 

3.2. 当 p 和λ 变化，α 不变时有限混合的普通随机序 

定理 3 讨论了两个 2 × 2 阶矩阵在链优序下的普通随机序。 
定理 3. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( )2 ,Z p λ 和 ( )2 ,Y q θ ，有以下结论： 

若
1 2 1 2

1 2 1 2

p p q q

λ λ θ θ

   
      
   

 ， ( ) 2, ∈p λ ，并且 ( ) ( )1 2
1 2PF x P F xλ λ= ，则 ( ) ( )2 2, ,Z Y≥p qλ θ 。 

证明：随机变量 ( )2 ,Z p λ 和 ( )2 ,Y q θ 的生存函数为 

( ) ( ) ( )
( )2

2

,
1

1
1

i

iiZ
i

F x
F x p

F x

λ

λα=

−
=

−∑p λ 和 ( ) ( ) ( )
( )2

2

,
1

1
1

i

iiW
i

F x
F x q

F x

θ

θα=

−
=

−∑q θ 。 

为了达到理想的结果，我们需要证明引理 1 的条件(i)和(ii)，显然，对于固定的 0x > ，( ),p λ 在 2 上

是排列不变的，这证实了条件(i)。现在，对于固定的 0x > 和 i j≠ ，考虑这个函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2, , , ,
1 2 1 2

1 2 1 2

, .V V V VF x F x F x F x
H p p

p p
λ λ

α α

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − −      ∂ ∂ ∂ ∂   

p p p pp λ λ λ λλ         (3) 

( ) ( )
2 ,VF xp λ 相对于 ip 和 iλ 的偏导数为 

( ) ( ) ( )
( )

2 , 1
1

i

i

V

i

F x F x
p F x

λ

λα

∂ −
=

∂ −
p λ

和
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
2 ,

2

ln

1

i

i

V i

i

F x p F x F x

F x

λ

λ

α
λ α

∂ −
=

∂ −

p λ
， 

通过将这些表达式代入到(3)中，我们得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
2 2, ,

1 2 1 2

V VF x F x F x F x

p p M M

λ λα∂ ∂ −
− =

∂ ∂
p pλ λ  

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
2 2

2 2
2 1 1 2, ,

2 2
1 2 1 2

ln
,V VF x F x F x p F x M p F x M

M M

λ λα

λ λ

∂ ∂ −
− =

∂ ∂
p pλ λ  

这里 ( )1
1 1M F xλα= − 和 ( )2

2 1M F xλα= − ，因此， ( ),H p λ 可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

, , , ,
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

,

ln

ln .

V V V V

sgn

F x F x F x F x
H p p

p p

p p F x F x F x p F x M p F x M

M M M M

p p F x F x M M F x p F x M p F x M

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ
α α

α λ λ α

λ λ

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − −      ∂ ∂ ∂ ∂   

− − − −
= +

= − − + − −

p p p pp λ λ λ λλ

 

假设 ( ) 2, ∈p λ 意味着 

( )( )1 2 1 2 0,p p λ λ− − ≤  

因此，可以得到 1 2p p≥ 和 1 2λ λ≤  (或 1 2p p≤ 和 1 2λ λ≥ )，因为两种情况的证明非常相似，我们只对 1 2p p≥

和 1 2λ λ≤ 的情况给出证明。由此条件，我们可以得到： 

( ) ( )1 2 ,F x F xλ λ≤  

进而得到 1 2M M≥ ，等式的第一部分是非负的。因为 ( )F x 的值域是[0, 1]，得到 

( )ln 0,F x ≤  

由于 ( ) ( )1 2
1 2PF x P F xλ λ= ，式子的第二部分是非负的，进而得到 ( ), 0H ≥p λ 。引理 1 的(ii)的条件得到满

足，根据引理 1，我们可得： 

( ) ( )2 2, , .Z Y≥p qλ θ  

定理 3 的证明被完成。 
定理 4 讨论了两个 2 × n 阶矩阵在链优序下的普通随机序。 
定理 4. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( ),nZ p λ 和 ( ),nY q θ ，分别有以下

结论： 

若
1 2 1 2

1 2 1 2

n n

n n

p p p q q q
T

λ λ λ θ θ θ

   
=      

   

 

 

， ( ), n∈p λ ，并且 ( ) ( )ji
i jPF x P F xλλ = ( )1 i j n≤ ≤ ≤ ，则

( ) ( ), ,n nZ Y≥p qλ θ 。 

证明：随便变量 ( ),nZ p λ 和 ( ),nY q θ 的生存函数为 

( ) ( ) ( )
( ),

1

1
1

i

n i

n

iZ
i

F x
F x p

F x

λ

λα=

−
=

−∑p λ 和 ( ) ( ) ( )
( ),

1

1
1

i

n i

n

Y i
i

F x
F x q

F x

λ

λα=

−
=

−∑q θ 。 

为了获得理想的结果，设 

( ) ( ) ( ),,
nZF xφ = pp λλ  
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和 

( )
( )( )
( )

1
, ,

1

p F x
H

F x

λ

λα

−
=

−
p λ  

我们可以得到： 

( ) ( )
( )( )
( )1 1

1
, , ,

1

i

i

n n i
n n

i i

p F x
H

F x

λ

λφ
α= =

−
= =

−∑ ∑p pλ λ  

通过定理 3 已知， ( )2 ,φ p λ 满足引理 1，定理 4 满足引理 2 的条件，结果得到证明。 
推论 3 讨论了两个 2 × n 阶矩阵在链优序下的普通随机序，在链优化的过程中，T 转换矩阵具有相同

的结构。 
推论 3. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( ),nZ p λ 和 ( ),nY q θ ，如果 T 转换

矩阵 1 2, , , kT T T 有相同的结构，有以下结论： 

若
1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

, , ,n n
k

n n

p p p q q q
T T T

λ λ λ θ θ θ

   
=      

   

 



 

， ( ) ( )ji
i jPF x P F xλλ = ( )1 i j n≤ ≤ ≤ ，并且 

( ), n∈p λ ，则 ( ) ( ), ,n nZ Y≥p qλ θ 。 

推论 4 讨论了两个 2 × n 阶矩阵在链优序下的普通随机序，在链优化的过程中，T 转换矩阵具有不同

的结构。 
推论 4. 假设两个改进比例反失效率模型的有限混合的随机变量是 ( ),nZ p λ 和 ( ),nY q θ ，如果 T 转换

矩阵 1 2, , , kT T T 有不同的结构，有以下结论： 

若
1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

, , ,n n
k

n n

p p p q q q
T T T

λ λ λ θ θ θ

   
=      

   

 



 

， ( ) ( )ji
i jPF x P F xλλ = ( )1 i j n≤ ≤ ≤ ，并且 

( ), n∈p λ ，则 ( ) ( ), ,n nZ Y≥p qλ θ 。 

备注 1. 
在实际生活中，例如，工业中生产的项目，项目分为两个总体，每个总体的每一个单位满足改进比例反

失效率模型的基生存函数形式，同时，基生存函数满足上述定理和推论的条件，两个项目总体可以上述改进

比例反失效率模型有限混合的统计性质进行比较，根据结果，最优的项目总体说明，该项目总体的产品生存

率高，可以尽可能地使用该项目生产过程中的人力物力机器等，一定程度上提高了生产率和产品的质量。 

4. 结论 

在本文中，我们基于改进比例反失效率模型的参数，探讨了改进比例反失效率模型构成的混合模型

的统计性质，结合矩阵链优序或向量的优化序和 T 转换矩阵，分别给出了当混合比例和倾斜参数或混合

比例和改进比例反失效率不同时，两组异质有限混合总体普通随机序的充分条件。 
通过以上的研究，我们认为有可能扩展本文的结果。将改进比例反失效率模型有限混合的普通随机

序结果扩展到失效率序、反失效率序和变异序。同时，本文建立了当混合比例和倾斜参数不同、混合比

例和改进比例反失效率不同时，改进比例反失效率模型有限混合的随机序，可以扩展到当混合比例、倾

斜参数和改进比例反失效率不同时，改进比例反失效率模型有限混合的随机比较。 
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