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摘  要 

通过对导数概念的结构分析，揭示导数概念的本质特征及内涵外延，开拓学生思路，为学生理解和应用

导数提供帮助。 
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Abstract 
By analyzing the structure of the derivative concept, the essential characteristics and connotation 
extension of the derivative concept are revealed, which can help broaden students’ thinking and 
provide assistance for their understanding and application of derivatives. 
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1. 引言 

导数的概念是微分学的核心概念，对它的理解和掌握直接影响甚至决定了学生对微分学的理解和掌

握。导数最早由法国数学家费马在研究曲线的切线问题和函数的极大极小值问题时提出。17 世纪上半叶

随着工业革命的兴起，蓬勃发展的自然科学面临着四类亟待解决的问题：瞬时速度及其逆问题、因透镜

的设计需要而面临的切线问题、炮弹最远射程及确定近日点远日点的最值问题、与求体积面积相关的求

和问题。那个时期，几乎所有的数学大师，都在致力于解决这些数学难题。在前人工作的基础上，17 世

纪下半叶英国科学家牛顿和德国数学家莱布尼兹分别从物理学和几何学的角度独立研究和完成了微积分

学的创立工作。但在牛顿和莱布尼兹时代，导数的概念由于缺乏极限理论而混淆不清，直至 19 世纪初期，

法国数学家柯西提出极限的初步定义，后经维尔斯特拉斯改进，形成完善的极限理论，柯西随之给出了

导数的明确定义，澄清了近一个世纪关于导数的争议[1]。 
导数概念建立在极限理论基础之上，具有抽象度高，思维量大的特点，是学生学习过程中的一大障

碍。通过对导数概念进行结构分析和解读，揭示导数概念的本质特征及内涵外延，挖掘导数概念中蕴含

的思想方法，为导数概念的理解及其应用提供帮助。 

2. 导数的概念及其结构分析 

定义[2] 设函数 ( )y f x= 在点 0x 的某个邻域内有定义，当自变量 x 在 0x 处取得增量 x∆  (点 0x x+ ∆ 仍

在邻域内)时，相应地，因变量取得增量 ( ) ( )0 0y f x x f x∆ = + ∆ − ；如果 y∆ 与 x∆ 之比当 0x∆ → 时的极限存

在，那么称函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，并称这个极限为函数 ( )y f x= 在点 0x 处的导数，记为 ( )0f x′ ，

即 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 0

lim lim
x x

f x x f xyf x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆′ = =
∆ ∆

 

也可记作
0x xy

=
′ ，

0

d
d x x

y
x =

或
( )

0

d
d

x x

f x
x

=

。 

记号 ( )0f x′ ，
0x xy

=
′ 是由 lagrange 给出的，记号

0

d
d x x

y
x =

，
( )

0

d
d

x x

f x
x

=

则是由被称为“数学符号大师”

的莱布尼兹给出的，一直沿用至今。 
结构分析 (1) 导数定义既是定性的——函数在点 0x 处可导，也是定量的——给出 0x 点处导数的计算 

公式 ( ) ( ) ( )0 0
0 0 0

lim lim
x x

f x x f xyf x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆′ = =
∆ ∆

。 

(2) 由于导数是由极限定义，因此，导数是局部性概念——是一个“点概念”，描述的是函数的局部

性质。 
(3) 从导数计算式的结构看，函数在 0x 点处的导数就是在此点处函数值的增量 y∆ 与自变量增量 x∆

比值的极限，由于函数值增量与自变量增量之比的形式是多样的，因此，为了准确地计算导数值，必须

依据自变量增量的形式确定与之相应的函数值增量的形式，如当自变量增量 0x x x∆ = − 时，对应的函数值

增量需为 ( ) ( )0y f x f x∆ = − ；当自变量增量 ( )0 0x x x x∆ = + ∆ − 时，对应的函数值增量需为 

( ) ( )0 0y f x x f x∆ = + ∆ − ；如此等等。 

(4) 由导数定义
( ) ( ) ( )0 0

00 0
lim lim
x x

f x x f xy f x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆ ′= =
∆ ∆

的结构式可以看出，函数 ( )f x 在 0x 处可导，

y
x

∆
∆

的极限存在，由于 x∆ 分母趋近于零，因此分子 y∆ 必然趋近于零，从而函数 ( )f x 在 0x 处连续，所以
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w ( )f x 在 0x 处可导是函数 ( )f x 在 0x 处连续的充分条件，而不是必要条件。 

(5) 导数表示的是函数在某一点处的变化率， y∆ 是自变量的改变量 x∆ 对应的函数值的改变量，
y
x

∆
∆

表示函数的平均变化率，
y
x

∆
∆

的极限就表示函数在某一点的变化快慢，即变化率[3]。因而，在应用领域， 

涉及到局部点的变化率的问题都可以表示为导数问题，如瞬时速度、增长率、传导率、扩散率等，这也

反映出导数这一数学概念具有强烈的现实背景和应用背景。 
(6) 这也体现了导数的几何意义：函数 ( )y f x= 在 0x 点处的导数 ( )0f x′ 就是曲线 ( )y f x= 在

( )( )0 0,x f x 点处的切线斜率。 
(7) 导数的计算实际就是极限的计算，而导数是微分学中的核心概念，就此体现出极限理论是微分学

的基础。 
(8) 由导数定义知道，导数是通过极限来定义的，定义中 0x x→ 包含 x 既从 0x 的左侧也从 0x 的右侧

趋于 0x 。但有时只能或只需考虑 x 仅从 0x 的左侧趋于 0x  ( 0x x−→ )，或 x 仅从 0x 的右侧趋于 0x  ( 0x x+→ )， 

得到函数在 0x 点处的单侧导数的定义：若极限
( ) ( )0 0

0
lim
x

f x x f x
x+∆ →

+ ∆ −
∆

存在，称 ( )f x 在 0x 点右可导，其

极限值称为 ( )f x 在 0x 点的右导数，记为 ( )0f x+′ ，即 ( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim
x

f x x f x
f x

x++
∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
；类似可定义函数在

点 0x 处的左导数 ( )0f x−′ ，即 ( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim
x

f x x f x
f x

x−−
∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
。 

(9) 函数 ( )f x 在 0x 处可导的充要条件为左、右导数存在并相等，即 

( )0f x′ 存在 ( ) ( )0 0f x f x− +′ ′⇔ = . 

3. 导数概念的应用 

3.1. 求解五类基本初等函数的导数 

定义是最基本的也是最底层的工具，用它求导数是很难的事情，其中的难点：一是求函数的增量

( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ − ；二是求极限
( ) ( )

0
lim
x

f x x f x
x∆ →

+ ∆ −
∆

。因此，一般仅用定义计算五类基本初等函数中

的四类：幂函数、三角函数(正弦函数和余弦函数)、指数函数、对数函数的导数。 
例 1 求幂级数 ( )f x xα= 的导数。 

解 0x ≠ 时，利用 1 1 ~
ax xa

x x
∆ ∆ + − 

 
， 

( ) ( ) ( )

( )

0

0 0

1

0

lim

1 1
lim lim

lim .

x

a

a a
a

x x

a a

x

f x x f x
f x

x
x

x x x xx
x x
xa

xx ax
x

∆ →

∆ → ∆ →

−

∆ →

+ ∆ −
′ =

∆

∆ + − + ∆ −  = =
∆ ∆
∆
⋅

= =
∆

 

即 ( ) 1a ax ax −′ = 。 

注： 0x = 时，须 1a > ，此时 ( ) ( )
0

0 lim 0
a

x

x
f

x∆ →

∆
′ = =

∆
，仍有 ( ) 1af x ax −′ = 。 
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特别地， ( ) 1n nx nx −′ = 。 
例 2 求正弦函数 ( ) sinf x x= 的导数。 

解 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

22cos sinsin sin 2 2lim lim lim cos
x x x

x x x
f x x f x x x x

f x x
x x x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ ∆
+ ∆ − + ∆ −

′ = = = =
∆ ∆ ∆

。 

即 ( )sin cosx x′ = 。 
用类似地方法，可以求得： ( )cos sinx x′ = − 。 
例 3 求指数函数 ( ) xf x a= 的导数。 

解 ( ) ( ) ( )
0

lim
x

f x x f x
f x

x∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
  

( )

( )

0 0

0

0

1lim lim

1  lim
ln 1

ln

ln lim ln .
ln 1

x x x x
x

x x

x x

t

x x

t

a a aa
x x

ta t a
t

a
ta a a a
t

+∆ ∆

∆ → ∆ →

∆

→

→

− −
= =

∆ ∆

− =
+

= =
+

  

即 ( ) ( )ln 0x xa a a a′ = > 。 

例 4 求对数函数 ( ) lnf x x= 的导数。 

解 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

ln 1ln ln 1lim lim lim lim
x x x x

x x
f x x f x x x x x xf x

x x x x x∆ → ∆ → ∆ → ∆ →

∆  ∆+ + ∆ − + ∆ −  ′ = = = = =
∆ ∆ ∆ ∆

。 

即 ( ) ( )1ln 0x x
x

′ = > 。 

更一般地， logay x= ，则
1 1log e

lnay
x x a

′ = = 。 

3.2. 建立导数和函数增量结构或差值结构的联系 

从导数计算公式的结构形式看，函数在 0x 点处的导数就是在此点处函数值的增量与自变量增量比的

极限，因此，定义式有如下不同形式： 

( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
, ( ) ( ) ( )0 0

0 0
lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ = ,  

( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
, 

这些形式中涉及到函数的增量结构 ( ) ( )0 0f x x f x+ ∆ − 、 ( ) ( )0 0f x h f x+ − 或函数的差值结构

( ) ( )0f x f x− ，因此，定义中建立了导数和函数增量结构或差值结构的联系，当研究对象具有上述特征时

可以考虑用导数进行研究。 

例 5 设 ( )0f x′ 存在，求
( )( ) ( )2

0 0

0
lim

x

f x x x f x

x∆ →

+ ∆ + ∆ −

∆
。 

结构分析 题型为求商的极限，且分子为函数差值结构，分母与自变量增量有关，已知条件涉及一点

处的导数；类比已知：这与导数定义的结构类似；确定思路：利用导数的定义求解。 
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解 
( )( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2

0 0

020
lim

x

f x x x f x x x
f x

xx x∆ →

 + ∆ + ∆ − ∆ + ∆  ′= ⋅ = ∆∆ + ∆  

原式 。 

例 6 [4] 若 ( )1 0f = 且 ( )1f ′ 存在，求
( )

( )2

2

0

sin cos tan 3
lim

e 1 sinx x

f x x x

x→

+

−
。 

结构分析 已知条件涉及一点处的导数，题型仍为求商的极限，分母利用等价无穷小代换可以简化为
2x x⋅ ，分子 ( )2sin cosf x x+ 中，由于当 0x → 时 2sin cos 1x x+ → ，且已知 ( )1 0f = ，因此，可以将分子

( )2sin cosf x x+ 看作是 ( ) ( )2sin cos 1f x x f+ − ，视为自变量在 1x = 处发生改变，改变量为 

( )2sin cos 1x x+ − ，利用函数 1x = 处可导的定义求解。 

解 
( )2

20

sin cos 3
lim
x

f x x x

x x→

+ ⋅
=

⋅
原式   

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 20

1 sin cos 1 1 sin cos 13 lim
sin cos 1

1 33 1 1 1 .
2 2

x

f x x f x x
x x x

f f

→

+ + − − + −
= ⋅ ⋅

+ −

 ′ ′= ⋅ − = 
 

  

例 7 设 ( )f x 在 2x = 处连续，且
( )

2
lim 3

2x

f x
x→

=
−

，求 ( )2f ′ 。 

结构分析 题型为求 2x = 处的导数，已知条件是商的极限；类比已知：导数的定义；确定思路：利用

导数的定义，将已知商的极限的分子向函数差值结构转化，需要知道 2x = 处的函数值。 

解 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 lim lim 2 0
2x x

f x
f f x x

x→ →

 
= = ⋅ − = − 

， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 lim lim 3

2 2x x

f x f f x
f

x x→ →

−
′ = = =

− −
。 

例 8 [5] 设 ( )2f a= ， ( )2 2f ′ = ，计算： 

(1) 0a = 时，求
2 1lim

n

nnf
n→+∞

+ 
 
 

； 

(2) 0a ≠ 时，求
1 2 1lim

n

n

nf
a n→+∞

 +  
    

。 

结构分析 从题目的条件看，只有导数的定义和题型关联紧密，思路是利用导数的定义进行计算，方

法是形式统一法。但是，注意到(2)中的极限结构是1∞ 形式的幂指结构。 
解 (1) 由导数的定义，则 

( )
( )1

12 2
2 1lim lim 2 2

n n

f f
n nnf f
n n−→+∞ →+∞

 + − +    ′= = = 
 

. 

(2) 利用导数的定义和第二个重要极限，则 
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( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( )

1

1

1

2 22
22 2

2
2

2 2

2 1
1 2 1lim lim 1

2 1 2
lim 1

2

2 1 2
lim 1

2

n

n

n n

f n ff
n

ff n f

n

f n
f

f n f

n

nf a
n nf

a n a

nf f
n
f

nf f
n
f

−

−

−

→+∞ →+∞

+ −

+ −

→+∞

+

+ −

→+∞

 +   −   +     = +      
  

 +   −    = +
 
  

 
 +   −      = + 
  
     

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

1

1

1
1

2

2

2 2
22

2 2

2
2

2 1 2
lim 1

2

e .

f
n

f

f n f
ff n

f n f

n

f
f

nf f
n
f

−

−

−

−

−

+ −

+ −

→+∞

′

 
 +   −      = + 
  
     

=
 

4. 结语 

通过对导数概念进行结构分析和解读，揭示导数概念的本质特征及内涵外延，挖掘导数概念中蕴含

的思想方法，对于深刻理解导数概念的本质，灵活应用导数的概念求解相关问题十分有利，尤其是导数

定义中涉及函数的增量的不同结构，如 ( ) ( )0 0f x x f x+ ∆ − 、 ( ) ( )0 0f x h f x+ − 或 ( ) ( )0f x f x− 时，对应的

自变量增量结构形式要与之一致，为导数概念的理解及其应用提供帮助。 
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