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摘  要 

本文研究了一个形如 ( ) ( )( )n mf z f zα β+ 的亚纯函数的k阶导数及其移动算子的k阶导数权弱分担值的

唯一性问题，其中 m,n,k 均是正整数， ,α β 是满足 0α β+ ≠ 的常数，将2018年林珊华和林伟川提出的

结果推广到更一般的形式。 
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Abstract 
In this paper, we study the uniqueness problem of the weakly weighted sharing values for the k-th 
derivative of a meromorphic function of the form ( ) ( )( )n mf z f zα β+  and the k-th derivative of its 
translation operator, where m,n,k  are all positive integers, and ,α β  are constants satisfying 

0α β+ ≠  the results proposed by Lin Shanhua and Lin Weichuan in 2018 are extended to a more 
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general form. 
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1. 引言 

本文使用值分布论中的一些标准记号和结论(见文献[1]和[2])。 
近年来，随着 Nevanlinna [3]-[5]值分布理论和差分模拟理论的提出，越来越多学者将研究视线聚焦

在有关亚纯函数分担值与分担值集的唯一性问题上，在之后的探究过程中也出现了许多有价值且影响深

厚的研究成果。1959 年，Hayman [6]提出了很多关于微分多项式的值分布的结果：对于超越亚纯函数
', nf f f 取任一非零无穷多次。紧接着，越来越多的学者对涉及亚纯函数微分多项式的问题深入研究。 

定义 1 [2] (分担值)设 k 是一个非负整数或 ,a∞ 为复数，定义 ( ),kE a f 表示 f a− 的零点集合，其中若

,m k≤ 则 f a− 的 m 重零点记 m 次；若 ,m k> 则记 1k + 次。如果 ( ) ( ), ,k kE a f E a g= ，则称 f 与 g 以权 k
分担值 a，记作 ( ),a k 。特别地，如果 f 和 g 分担值 aIM 当且仅当 f 和 g 分担 ( ),0a ；如果 f 和 g 分担值

aCM 当且仅当 f 和 g 分担 ( ),a ∞ 。 
1997 年杨重骏和华歆厚研究了仅分担一个值的亚纯函数的唯一性问题并得到以下结论： 
定理 A [7]假设 ,f g 是两个非常数的亚纯函数，n 是正整数且满足 11n ≥ ，如果 nf f ′与 ng g′ CM 分担

1，那么 f 和 g 满足下述两种情形之一： 
(I) f tg= ，其中 t 是常数且满足 1nt = ； 
(II) 1 2,cz czf c e g c e−= = ，其中 1 2, ,c c c 是非零常数，且满足 ( ) 1 2

1 2 1nc c c+ = − 。 
2009 年方明亮提出：假设 ,f g 是两个非常数的亚纯函数， ,n k 是正整数且满足 3 11n k> + ， 

( )( )( )
1

knf f − 与 ( )( )( )
1

kng g − CM 分担 1 时唯一性是否仍成立？李效敏、石悦和李岗回答了该问题并得

到以下两个结论： 
定理 B [8]假设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ( )f z η+ 是 ( )f z 的移动算子，其中η是非零复数； 

( ) ( )( )( )( )
1

knf z f z − 与 ( ) ( )( )( )( )
1

kn mf z f zη η+ + − CM 分担 1，其中 ,n k 是正整数且满足 3 11n k> + 。如果

( )2 1,
1

n kf
n n

− −
< Θ ∞ <

+
，那么 ( ) ( )f z f z η≡ + 。 

定理 C [8]假设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ( )f z η+ 是 ( )f z 的移动算子，其中η是非零复数； 

( ) ( )( )( )( )
1

knf z f z − 与 ( ) ( )( )( )( )
1

kn mf z f zη η+ + − IM 分担 1，其中 ,n k 是正整数且满足 9 20n k> + 。如果

( )2 1,
1

n kf
n n

− −
< Θ ∞ <

+
，那么 ( ) ( )f z f z η≡ + 。 

Lahiri 与 Banerjee 提出用权分担方法讨论唯一性问题，改进了先前学者们研究的CM 、 IM 思想。进

一步的，林珊华与林伟川于 2006 年提出了一个比权分担更弱的一个值分担，即提出了权弱分担的概念。 
定义 2 [9] (权弱分担值)如果 f 和 g 为非常数亚纯函数， ( ) ( )a S f S g∈ ∩ ，k 是非负整数或∞。当 k 是
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正整数或∞且有 

( ) ( ) ( ) ( )) ) ) )
1 1, , , , , , ,E E

k k k kN r N r a S r f N r N r a S r g
f a g a

   
− = − =   − −   

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
( 1 ( 1 ( 1 ( 1

1 1, , , , , , ,k k k kN r N r a S r f N r N r a S r g
f a g a+ + + +

   
− = − =   − −   

 

或者当 0k = ，且有 ( ) ( )0
1, , ,N r N r a S r f

f a
 

− = − 
， ( ) ( )0

1, , ,N r N r a S r g
g a

 
− = − 

。则称 ,f g 以权 k  

弱分担 a ，记作 ,f g 分担“ ( ),a k ”。 
2018 年，林珊华和林伟川继续从权弱分担值的方面入手研究了这类非线性微分多项式的唯一性问题，

得到以下结论： 
定理 D [9]假设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ( )f z η+ 是 ( )f z 的移动算子，其中η是非零复数， ,n k 是正

整数，如果 ( ) 2, f
n

Θ ∞ >  (当 1k = 时)或 ( )2 1 4, 2
1 1 2

kf n
n n n k

 < Θ ∞ < − − + + − 
 (当 2k ≥ 时)， 

( ) ( )( )( )( )
1

knf z f z − 与 ( ) ( )( )( )( )
1

kn mf z f zη η+ + − 分担“ ( )1,m ”且满足下述条件之一： 
(I) 当 2m ≥ 或∞时， 3 9n k> + ， 

(II) 当 1m = 时，
214
2

n k> + ， 

(III) 当 0m = 时， 9 18n k> + ， 
那么， ( ) ( )f z f z η≡ + 。 
现考虑定理 D 中的微分多项式能否推广到更一般的情形？因此，本文借助定理 D 的研究思路，应用

差分Nevanlinna理论和权弱分担的思想去研究更一般的微分多项式及其移动算子 ( ) ( )( )( )( )kn mf z f zα β+
与 ( ) ( )( )( )( )kn mf z f zη α η β+ + + 在权弱分担值下的亚纯函数的唯一性问题。即证明： 

定理 1 假设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ( )f z η+ 是 ( )f z 的移动算子，η是非零复数， , ,m n k 均是正整

数， ,α β 是满足 0α β+ ≠ 的常数，且 

 
0,   0,

,  0.
m

m
α
α
=

=  ≠
  (1) 

若 ( ) ( )3 1
,

1
n n m

f
n m

+ − −
Θ ∞ >

+ −
 (当 1k = 时)或 ( ) ( )3 1 1 4, 1 3

1 1 2
n n m kmf n m

n m n n m k
+ − −  < Θ ∞ < + − − + − + + − 

(当 2k ≥ 时)， ( ) ( )( )( )( )kn mF f z f zα β= + 与 ( ) ( )( )( )( )kn mG f z f zη α η β= + + + 分担“ ( )1,l ”且满足下述

条件之一： 
(I) 当 2l ≥ 或∞时， 3 8n k m> + +  ， 

(II) 当 1l = 时，
34 9
2

n k m> + +  ， 

(III) 当 0l = 时， 9 14 4n k m> + +  ， 
则 ( ) ( )f z f z η≡ + 或 ( ) ( )f z tf z η≡ + ，其中 1.n mt + =  
定理 1 中，当 1α = ， 1β = − ， 1m = 时即为定理 D 中的微分多项式形式，即定理 D 是定理 1 的一种

特殊情况。 

2. 主要引理 

引理 2.1 [10]设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ,p k 是两个正整数，则 
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( ) ( )( )
1 1, , , , ,p p kkN r N r kN r f S r f

ff +

   
≤ + +   

  
 

( ) ( ) ( )( )
( )
1 1, , , , , .k

p p kkN r N r T r f T r f S r f
ff +

   
≤ + − +   

  
 

引理 2.2 [11]设 m 为非负整数或 , ,F G∞ 是两个非常数亚纯函数，且 ,F G 分担“ ( )1,m ”，置

2 2
1 1

F F G GH
F F G G
′′ ′ ′′ ′   = − − −   ′ ′− −   

，如果 0H ≡/ ，则下面的结论成立： 

1) 当 2m ≥ 或 m = ∞时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1, , , , , , ,T r F N r F N r G N r N r S r F S r G
F G

   ≤ + + + + +   
   

. 

2) 当 1m = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1, , , , , , , ,

1
LT r F N r F N r G N r N r N r S r F S r G

F G F
     ≤ + + + + + +     −     

. 

3) 当 0m = 时， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1, , , , , 2 ,

1
1, , , .

1

L

L

T r F N r F N r G N r N r N r
F G F

N r S r F S r G
G

     ≤ + + + +     −     
 + + + − 

 

引理 2.3 [12]设 f 是非常数亚纯函数， k 为正整数，设 c为非零有穷复数，则 

( ) ( ) ( )1 0( ) ( 1)
1 1 1, , , , , , ,k k kT r f N r f N r N r N r S r f
f f c f+ +

    
≤ + + − +     −     

 

( )0 1

1, kN r
f +

 
  
 

指的是 ( )1kf +
的零点且不是 ( )( )kf f c− 的零点的计数函数。 

引理 2.4 [13]设 f 是非常数亚纯函数， ( ) 0

0

n
k

k
k
m

j
j

j

a f
R f

a f

=

=

=
∑

∑
是关于 f 具有常系数 ,k ja a 的不可约有理函数，

这里 0na ≠ ， 0mb ≠ ，则 ( )( ) { } ( ) ( ), max , , 1T r R f n m T r f O= + 。 

引理 2.5 [14]设 f 是一个非常数有限级亚纯函数， c∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1, , , , , , ,N r N r S r f N r f z c N r f z S r f
f z c f z

   
≤ + + ≤ +      +   

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1, , , , , , ,N r N r S r f N r f z c N r f z S r f
f z c f z

   
≤ + + ≤ +      +   

 

除去一个对数测度有穷的例外集合。 
引理 2.6 [12]设 f 是一个非常数亚纯函数，且 1 2,α α 为两个亚纯函数满足 ( ) ( ), ,iT r S r fα = ， 1,2i = 则 

( ) ( ) ( )
1 2

1 1, , , , , .T r f N r f N r N r S r f
f fα α

   
≤ + + +   − −   
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引理 2.7 [15]设 f 是一个非常数亚纯函数，且其增长级满足 ( )fρ ρ= < ∞， 0η ≠ 是复常数，则对任

意正数 ，当 r 充分大时有 ( )( ) ( )( ) ( )1, ,T r f z T r f z O r ρ εη − ++ = + 。 
引理 2.8 [1]设 f 是一个非常数亚纯函数，且 k 是一个正整数，则 

( ) ( )( )
1 1, , , , .kN r N r kN r f S r f

ff
   

≤ + +   
  

 

引理 2.9 [1]设 ( )( )1,2, , , 2jf z j n n= ≥ 为亚纯函数， ( )( )1,2, ,jg z j n=  为整函数，满足以下条件 

1. ( ) ( )

1
0j

n
g z

j
j

f z e
=

≡∑ ； 

2. 当1 j k n≤ < ≤ 时， ( ) ( )j kg z g z− 不是常数； 
3. 当1 j n≤ ≤ ，1 h k n≤ < ≤ 时， ( ) ( ){ }( ), , ,h kg g

jT r f o T r e r r E−= →∞ ∉  
其中 E 是对数测度有限的集合，则 ( ) ( )0 1,2, ,jf z j n≡ =  。 
引理 2.10 [16]若 f 为非常数整函数，正整数 2k ≥ 。如果 ( ) 0kff ≠ ，那么 az bf e += ，这里 0a ≠ ，b 为

复常数。 

3. 定理的证明 

假设 0.H ≡/  
(I) 当 2l ≥ 或∞时，根据引理 1 得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )

2 2
1 1, , ,

, , ,

kn m
k n m

n m

N r N r T r f z f z
F f z f z

T r f z f z S r f z

α β
α β

α β

+

     ≤ + +      +   

− + +

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
1 1, , , , .k n m

N r N r kN r f z S r f z
G f z f z

η η
η α η β+

    ≤ + + + +   + + +   
 

由引理 2 得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1, , , , , , ,T r F N r F N r G N r N r S r F S r G
F G

   ≤ + + + + +   
   

，即 

( )( )( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )( )( )

2

2

,

1
2 , 2 , , , ,

1
, , ,

,

1 1
2 , 2 , 2 , ,

,

kn m

k n m

kn m n m
k n m

m

kn m

T r f f z

N r f z N r f z S r f z S r f z N r
f z f z

T r f z f z T r f z f z N r
f z f z

kN r f z

N r f z k N r f z k N r N r
f z f z

T r f z f z T r

α β

η η
α β

α β α β
η α η β

η

η
α β

α β

+

+

+

≤ + + + + + +
+

+ + − + +
+ + +

+ +

≤ + + + + + +
+

+ + −

 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

   

( ) ( )( )( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )( )

1
, 2 ,

1
, , , ,

n m

m

f z f z k N r
f z

N r S r f z S r f z
f z

α β
η

η
α η β

+ + +
+

+ + + +
+ +
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( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

,

, 1

12 , 2 , 2 , ,

12 , , , ,

4 , 2 4 , , , .

n m

n m T r f z

T r f z f z O

N r f z k N r f z k N r mT r f z
f z

k N r mT r f z S r f z S r f z
f z

k m T r f z k m T r f z S r f z S r f z

α β

η

η η
η

η η

+

= + +

 
≤ + + + + + +  

 
 

+ + + + + + +  + 
≤ + + + + + + + + +







 

 

移项得 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )4 , 2 4 , , ,n k T r f z k m T r f z S r f z S r f zη η− − ≤ + + + + + + ， 
同理 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )4 , 2 4 , , ,n k T r f z k m T r f z S r f z S r f zη η− − + ≤ + + + + + 。 
整合上述两式有 ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )3 8 , , , ,n k m T r f z T r f z S r f z S r f zη η− − − + + ≤ + + ， 
结合 3 8n k m> + +  有 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,T r f z T r f z S r f z S r f zη η+ + ≤ + + ，与条件矛盾，即 0H ≡ 。 

此时可以得到
1

1 1
T J

G F
= +

− −
，其中 ( )0T ≠ ， J 为积分常数。 

情况 1： 0J ≠ ，且T J≠ 。 

子情况 1.1：若 1J = − ，则
( )1
TG

F T
−

=
− +

， ( )1 TF T
G

= + − ，结合引理 3 和引理 4 此时 

( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )

( )
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

,

, 1

1 1, , , ,
1

1 1, 1 , , , ,

2 , , , .

n m

k kn m n m

m

n m T r f z

T r f z f z O

N r f z N r N r S r f z
f z f z f z f z T

N r f z k N r N r N r f z S r f z
f z f z

k m T r f z T r f z S r f z

α β

α β α β

η
α β

η

+

+

= + +

     ≤ + + +  +  + − +   
  

≤ + + + + + +     +   
≤ + + + + +





 

移项得 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , , .n k T r f z T r f z S r f zη− − ≤ + +  (2) 

由引理 1 有 

( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

1,

1, , ,

1 11 , , , ,

2 1 , , .

kn m

k n m

m

N r
f z f z

N r kN r f z S r f z
f z f z

k N r N r kN r f z S r f z
f z f z

k m T r f z S r f z

α β

α β

α β

+

 
 
 
 + 

 
 ≤ + +
 + 

  
≤ + + + +     +   
≤ + + +

 

同理可以得到 
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( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )( ) ( )( )

1

,

, 1

1, ,

1, ,

1

1 1, 1 , ,

1, ,

2

n m

k n m

kn m

m

kn m

n m T r f z

T r f z f z O

N r f z N r
f z f z

N r S r f z
Tf z f z

T

N r f z k N r N r
f z f z

N r S r f z
f z f z

k

η

η α η β

η
η α η β

η
η α η β

η
η α η β

η
α β

+

+ +

= + + + +

 
 ≤ + +
 + + + 

 
 

+ + + 
 + + + − 
 + 

  
≤ + + + +      + + +   

 
 + + + 
 + 

≤ + +



( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 2 1 , , , .m T r f z k m T r f z S r f z S r f zη η+ + + + + + +

 

移项得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , 2 1 , , , .n k T r f z k m T r f z S r f z S r f zη η− − + ≤ + + + + +  (3) 

结合式(2)，(3)可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 , 3 , , ,n k m T r f z n k T r f z S r f z S r f zη η− − − + − − + ≤ + + 。 

由于 3 8n k m> + +  ，此时有 ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )5 , , , ,T r f z T r f z S r f z S r f zη η+ + < + + ，与条件矛盾。 

子情况 1.2： 1J ≠ − ，此时
2 2

11 , 1
1

T T TG F
T J JJ JJ F J G

J J

− −   − + = − − =   − +      + −   
   

，接下来的分析与

子情况 1.1 同理可以推导出矛盾。 
情况 2： 0J ≠ ，且T J= 。 

子情况 2.1： 1J = − ，此时
1 1 1

1 1G F
−

= −
− −

，也就是 1FG ≡ ，即 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )
1.

k kn m n mf z f z f z f zα β η α η β+ + + + ≡  

子情况 2.1.1： 0.αβ =  
(1) 0α = ， 0β ≠ 时，此时 

 ( )( ) ( )( )( ) ( )
1.

k kn nf z f zβ η β+ ≡  (4) 

假设 0z 是 ( )f z η+ 的 ( )1p ≥ 重零点，则 0z 是 ( )f z 的 ( )1q ≥ 重极点，且有 np k nq k− = + ，即 

( ) 2n p q k− = ，可以得到 2n k≤ ，这与条件中 3 8n k m> + +  矛盾。也就是说 ( )f z η+ 是没有零点的，反过

来类似去分析也可以得到 ( )f z 也是没有零点的。那现在假设 ( )f z η+ 有极点并设该点为 0z ，重数为 ( )1q ≥

重。根据分析可以知道 0z 必须是 ( )f z 的零点，设其为 ( )1p ≥ 重，则有 np k nq k− = + ，即 2n k≤ ，此时推

出矛盾。因此 ( )f z η+ 是没有极点的，类似去分析也可以得到 ( )f z 也是没有极点的。则设 ( ) ( )P zf z e= ，

( ) ( )P zf z e ηη ++ = ，其中 ( )P z 与 ( )P z η+ 是整函数。 
我们考虑 1k = 时，(4)变成 ( )( ) ( )( ) 1n nf z f zβ η β′ ′+ ≡  
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 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 1n P z P zn e P z P zηβ η+ + ′ ′ + ≡  (5) 

由于 ( )P z′ ， ( )P z η′ + 没有零点和极点，则存在整函数 ,δ γ 使得 ( )P z eδ′ = ， ( )P z eγη′ + = 。此时 

( ) ( )( )2 2 1.n P z P zn e η δ γβ + + + + ≡   

现在对两边都进行求导可得  

 ( ) ( )( ) 0.n P z P z η δ γ′ ′ ′ ′+ + + + =  (6) 

也就是 ( ) 0n e eδ γ δ γ′ ′+ + + = ，移项得 ( ) ( )n e eδ γ δ γ′ ′+ = − + 。令 ( ) ( )n e e aδ γ δ γ′ ′+ = − + = 。 

若 0a ≠ ，则
1e e

a n a

δ γ

− = − 。根据第二基本定理得 

1, , , , , , .
1

e e a e eT r N r N r N r S r S r
a a a ae e

a n

δ δ δ δ

δ δ

 
         ≤ + + + =         

          − 
 

 

即
e
a

δ

是常数，则
( ) ( )

1
1

e
n e e n e

δ

δ γ γ δ−
=

+ +
为常数，也就是 γ δ− 为常数，设 bγ δ− = ， b 为常数，且

0δ γ′ ′= ≠ ，代入(5)有 ( ) 01 2 0cn e e eδ δ ′+ + = ，又 ( )( ) ( ){ }, 1 ,cT r n e o T r eδ+ = ， ( ) ( ){ },2 ,T r o T r eδδ ′ = 。 

结合引理 9 得 0δ ′ = ，矛盾，因此 0a = 。即 0δ γ′ ′+ = ，则 0e eδ γ+ = ，即 ( )2 1u iδ γ π= + + ，u 为整

数，所以 0δ γ′ ′= = ，得到 ( ) ( ) 0P z P z η′ ′+ + = 且均为常数。设 ( ) 1P z cz c= + ， 
( ) ( )2 1P z cz c c z cη η+ = − + = + + ，其中 1 2, ,c c c 均为常数，得到 0c = ，则 ( )f z 为常数与假设矛盾。 

现在考虑 2k ≥ 的情况，根据(4)得 ( ) 1P z cz c= + ， ( ) 0f z ≠ ， ( ) 0f z η+ ≠ ， ( )( )( )
0

knf z ≠ ， 

( )( )( )
0

knf z η+ ≠ 。即 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
0, 0.

k kn n n nf z f z f z f zη η≠ + + ≠   

接下来由引理 10 推出 ( ) 1cz df z Ae += ， ( ) ( ) 12 c z dcz df z Be Ae ηη + +− ++ = = ，其中 1 2, , , ,A B c d d 为常数。此时

0c = ，则 f 恒为常数，与原条件矛盾。 
(2) 0α ≠ ， 0β = 时，此时 ( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( )( )( )
1

k kn m n mf z f z f z f zα η α η+ + ≡ 。  
如果 ( )f z η+ 有一个零点，设为 0z ，其重数为 ( )1p ≥ 重，则按照上式可以知道 0z 必须是 ( )f z 的一个

极点，设其为 ( )1q ≥ 重，此时 ( ) ( )n m p k n m q k+ − = + + ，也就是 ( )( ) 2n m p q k+ − = ，即 2n k m≤ − ，这

与条件中 3 8n k m> + +  矛盾。即 ( )f z η+ 无零点，同理 ( )f z 也无零点。接下来的分析过程与(1)类似，可

以得到矛盾。 
子情形 2.1.2： 0αβ ≠ ，此时 0α ≠ ， m m= 。 

 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )
1.

k kn m n mf z f z f z f zα β η α η β+ + + + ≡   (7) 

如果说 0z 是 ( )f z η+ 的零点，先设其是 ( )1p ≥ 重，按照上式则 0z 必须是 ( )f z 的极点，先设其为 ( )1q ≥

重，满足 nq mq k np k+ + = − ，即 ( ) 2n p q k mq− = + ，其中 1p q≥ + ， 2k mq n+ ≥ ，那么
2 1n kp

m
−

≥ + 。 

反过来分析当 ( )f z 有零点，那么至少为
2 1n k

m
−

+ 重零点。 

1) 若 1k = ，(7)变为 
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( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

22 1 1

1

1

1

n m n m

n m n m

n m n m

n n m m m m

n n m

f z f z f z f z

nf z f z f z f z mf z f z

nf z f z f z f z mf z f z

f z f z f z f z n f z n f z m n f z n f z m

n m f z f z f z f z f z

α β η α η β

α β α

η η α η β η α η η

η η α β α α η β η α

βα η η
α

− −

− −

− −

− −

′ ′+ + + + ≡

 + + 


′ ′

′ ′

′ ′

′

+ + + + + + + + ≡ 


′

  + + + + + + + + ≡   

+ + + + ( ) 1.mn nf z
n m n m

βη
α

  + + ≡  + +  

 

如果 ( )f z η′ + 有一个零点 1z ，设为 ( )1 1p ≥ 重且设 1z 不是 ( )f z η+ ， ( )m nf z
n m

βη
α

+ +
+

的零点，按

照上诉式子 1z 必须是 ( )f z 的极点，设为 ( )1 1q ≥ 重，此时 ( )1 1 1 1p n m q n m= + + ≥ + + 。 

如果 ( )m nf z
n m

βη
α

+ +
+

有一个零点 2z ，设为 ( )2 1p ≥ 重，那么 2z 必须是 ( )f z 的极点，设 ( )2 1q ≥ 重。 

当 2 1p = 时， 2z 就不是 ( )f z η′ + 的零点，也就是有 ( )2 21 1p n m q= = + + 矛盾，所以推出 2 1p ≥ 。此时

可以得到 2z 是 ( )f z η′ + 的零点，重数为的 2 1p − 。根据分析有 ( )2 2 21 1p p n m q+ − = + + ，则 
( ) 2

2
21

2 2
n m q n mp
+ + +

= + ≥ 。反过来分析如果 ( )m nf z
n m

β
α

+
+

有零点，那么至少为
2

2
n m+ +

重。此时 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

0

0

1 1 1, , , ,

1 2 1 1 1, , ,12 2 2
1

3 , ,
2

3 , , .
2

m

m

N r f z N r N r N rnf z f zf z
n m

m N r N r N r
n m f z n m n f zf z

n m
m T r f z S r f z

n m
m T r f z S r f z

n m

βη ηη
α

βη ηη
α

η η

 
    

≤ + +       + +     + +
+ 
 
    

≤ + +       + − + + + + +     + +
+ + 

+
≤ + + +

+ −
+

≤ +
+ −

′

′
 

由第二基本定理得 

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1
1 1, , , , ,

3 1 , ,
2 2 1

2 4 , , .
2

m

T r f z N r f z N r N r S r f z
f z nf z

n m
m m T r f z S r f z

n m n m n m
m T r f z S r f z

n m

β
α

 
 

   
≤ + + +    

    − −  +  
+ ≤ + + + + − + − + + 
+

≤ +
+ −

 

即 ( )( ) ( )( )6 , ,
2

n m T r f z S r f z
n m
− −

≤
+ −

，与已知条件矛盾。 

2) 当 2k ≥ 时， ( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( )( )

1
k kn m n mf z f z f z f zα β η α η β+ + + + ≡ 。 

如果 ( )mf zα η β+ + 有一个零点，设该点为 3z ，其重数为 ( )3 1p ≥ 重，可以知道 3z 也是 

( ) ( )( )( )( )kn mf z f zη α η β+ + + 的零点，而根据分析可以知道 3z 是 ( )f z 的极点，设为 3q 重，并且满足
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( )3 3p k n m q k− = + + ，也就是有 3 2p n m k≥ + + 。 
如果 ( )f z 有一个极点，设该极点为 4z ，但同时它不是 ( )f z η+ 和 ( )mf zα η β+ + 的零点，则按照分

析 4z 必须是
( ) ( )( )( )( )

( )

kn m

m

f z f z

f z

η α η β

α η β

+ + +

+ +
的零点，其重数大于等于 n m k+ + 。此时 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( 2

1

1 1, , ,

,

1,

1, , ,
(

1, 1 ,

n m k m

n m

kn m

kn m

k n m

n m k N r f z N r N r
f z f z

f z f z
N r

f z f z

N r
f z f z

N r kN r f z S r f z
f z f z

kN r f z k N r
f z

η α η β

η α η β

η α η β

η α η β

η η
η α η β

η

+ +

+

   
+ + − −      + + +     
 + + + ≤  
 + + + 
 
 ≤  
 + + + 
 

≤ + + + +  + + + 


≤ + +
+ ( ) ( )( )1, , .mN r S r f z

f zα β
 

+ +     +   

 

移项得 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( 2

,

1 12 1 , ,

1, ,

2 1 1 1, ,
2 1

1, ,
2

4
2

m

n m k m

m

m

n m N r f z

n m k N r N r
f z f z

n m k N r S r f z
f z

n m k N r N r
n k f z f z

m

n m k N r S r f z
n m k f z

km mm
n k m

η α η β

α η β

η α η β

α η β

+ +

+

  
≤ + + + +      + + +   

 
+ + + +  + + 

  + + +
≤ +      − + + +   +

 + +
+ +  + + + + 

+≤ +
− +

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

, ,

, ,
2

43 , , .
2

T r f z mT r f z

mm T r f z S r f z
n k m

kmm T r f z S r f z
n k m

η η

η

 + + + 


 + − + + + + 

 ≤ + + − +   

此时 ( )( ) 1 4 1 4, 1 3 3
2 2
km kmf z m n m m

n m n k m n m n k m
   Θ ∞ = − + ≥ + − −   + − + + − +   

 

与 ( ) 1 4, 2
2

kmf n m
n m n m k

 Θ ∞ < − − + + − 
矛盾。 
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子情形 2.2：若 1J ≠ − ，则
1

1
F

TT G
T

−
=

+ − 
 

，

( )

1 1
11

1

TG
T T F

T

+ −
= +

 + − + 

，此时 

( ) ( )( )
( ) ( )( )( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

,

, 1

1 1, , , ,1
1

1 1, 1 , , , ,

2 , , , .

n m

k kn m n m

m

n m T r f z

T r f z f z O

N r f z N r N r S r f z
f z f z f z f z

T

N r f z k N r N r N r f z S r f z
f z f z

k m T r f z T r f z S r f z

α β

α β α β

η
α β

η

+

+

= + +

 
   
 ≤ + + +  +  + − 

 + 
  

≤ + + + + + +     +   
≤ + + + + +





 

移项得 
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , , .n k T r f z T r f z S r f zη− − ≤ + +  (8) 

同理 

( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

,

, 1

1, ,

1, ,
1

1 1, 1 , , , ,

2 , , ,

n m

k n m

kn m

m

n m T r f z

T r f z f z O

N r f z N r
f z f z

N r S r f z
Tf z f z

T

N r f z k N r N r N r f z S r f z
f z f z

k m T r f z T r f z S r f

η

η α η β

η
η α η β

η
η α η β

η η
η α η β

η

+

+ +

= + + + +

 
 ≤ + +
 + + + 

 
 

+ + + + + + + − 
 

  
≤ + + + + + + +     + + +   
≤ + + + + +



 ( )( ).z η+

 

移项得 
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , , .n k T r f z T r f z S r f zη η− − + ≤ + +  (9) 

结合(8)，(9)可以得到 ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )3 , , , ,n k T r f z T r f z S r f z S r f zη η− − + + ≤ + + 。 
由于 3 8n k m> + +  ，此时与条件矛盾。 
情形 3： 0J = ，同时 0T ≠ 。 

子情形 3.1：如果 1T ≠ ，那么
1

1 1
T

G F
=

− −
，可以变形为

11FG
T T

 = + − 
 

， ( )1F TG T= + − 。接下来

的证明过程与情形 1 相似推导得出矛盾。 
子情形 3.2：如果 1T = ，那么 F G= 。 
子情形 3.2.1：若 0αβ ≠ ，此时 m m= ， 

( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( )( )

.
k kn m n mf z f z f z f zα β η α η β+ = + + +   
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对等式两边分别积分得到 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
n m n mf z f z f z f z Q zα β η α η β+ = + + + + ，其中 ( )1Q z 是次

数不大于 1k − 的多项式。 
若 ( )1 0Q z ≡/ 。考虑 f 是一个超越亚纯函数， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

, , 1

1 1, , , ,

2 , 1 , , .

n m

n m n m

n m T r f z T r f z f z O

N r f z N r N r S r f z
f z f z f z f z Q z

m T r f z m T r f z S r f z

α β

α β α β

η

+ = + +

   
   ≤ + + +
   + + −   

≤ + + + + +

 

移项得 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 , 1 , ,n T r f z m T r f z S r f zη− ≤ + + + 。 
同理 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 , 1 , ,n T r f z m T r f z S r f zη η− + ≤ + + + 。 
结合上述两个式子可以得到 ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )3 , , , ,n m T r f z T r f z S r f z S r f zη η− − + + ≤ + + ，矛盾。 

接下来考虑 f 是一个有理函数，
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )1 1

1
n m n mf z f z f z f z

Q z Q z
α β η α η β+ + + +

= + ，且 

( )log ,r T r f≤ 。此时 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( )

1
1

1

1

1

1

1

,

, , 1

1, , ,

1

, ,

1 1, , , ,

n m

n m

n m n m

m n m

n m T r f z

f z f z
T r T r Q z O

Q z

f z f z Q z
N r N r N r

Q z f z f z f z f z
Q z

T r Q z S r f z

Q z
N r f z N r N r N r

f z f z f z f z

α β

α β

α β α β

α β η α η β

+

 +
 = + +
 
 

 
    +     ≤ + +     + +     − 
 

+ +

  
≤ + + +      + + + +    

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

12 , ,

2 , 1 , 2 1 log ,

2 , 1 , , .

T r Q z S r f z

m T r f z m T r f z k r S r f z

k m T r f z m T r f z S r f z

η

η






+ +

≤ + + + + + − +

≤ + + + + +

 

移项得 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 , 1 , ,n k T r f z m T r f z S r f zη− ≤ + + + 。 
同理 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 , 1 , ,n k T r f z m T r f z S r f zη η− + ≤ + + + 。 
结合上述两个式子可以得到 ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )2 1 , , , ,n k m T r f z T r f z S r f z S r f zη η− − − + + ≤ + + ，

矛盾。则 ( )1 0Q z ≡ 。 
此时 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )n m n mf z f z f z f zα β η α η β+ = + + + 。 

令
( )

( )
f z

h
f z η

=
+

。若 1h ≡/ ，此时有 

( )1

1

11 .
1 1

n mn
m m

n m n m

h h hhf h
h h h

β β
α α

−

+ + −

+ + +−
= − = −

− + + +
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则 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , 1mmT r f z T r f z n m T r h O= = − − + ， 
且 ( )( ) ( ), ,S r f z S r h= 。 
由第二基本定理得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

21, , , 2 , , , , .
1

n
j

j

n m
N r f z N r S r h n T r h S r h T r f z S r f z

h n mα=

  −
= ∑ + ≥ − + = +  − + − 

 

此时 

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ), 2 3 1
, 1 lim 1 ,

1 1,r

N r f z n m n n m
f z

n m n mT r f z→∞

− + − −
Θ ∞ = − ≤ − =

+ − + −
 

与 ( ) ( )3 1
,

1
n n m

f
n m

+ − −
Θ ∞ >

+ −
矛盾，则 1h ≡ ，此时 ( ) ( )f z f z η≡ + 。 

子情形 3.2.2：若 0αβ = 。 
子情形 3.2.2.1： 0, 0α β= ≠ ，此时 

( )( ) ( )( )( ) ( )
.

k kn nf z f zβ η β= +  

两边积分得 ( ) ( ) ( )1
n nf z f z Q zβ η β= + + ，其中 ( )1Q z 是次数小于等于 1k − 的多项式。 

(I) ( )1 0.Q z ≡/  
当 f 是超越亚纯函数时，有 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

, , 1

1 1, , , ,

2 , , , .

n

n n

nT r f z T r f z O

N r f z N r N r S r f z
f z f z Q z

T r f z T r f z S r f z

β

β β

η

= +

   
≤ + + +      −   
≤ + + +

 

移项得 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , ,n T r f z T r f z S r f zη− ≤ + + 。 
同理 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , ,n T r f z T r f z S r f zη η− + ≤ + + 。 
结合上述两个式子可以得到 ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )3 , , , ,n T r f z T r f z S r f z S r f zη η− + + ≤ + + ，矛盾。 

当 f 是有理函数时，有
( )
( )

( )
( )1 1

1
n nf z f z

Q z Q z
β η β+ +
= + ，且 ( )log ,r T r f≤ 。此时 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

1
1

1
1

1

1

1
1

, , , 1

1, , , , ,
1

1, , , 2 , ,

1 1, , ,

n

n

n n

n

f z
nT r f z T r T r Q z O

Q z

f z Q z
N r N r N r T r Q z S r f z

Q z f z f z
Q z

Q z
N r f z N r N r T r Q z S r f z

f z f z

N r f z N r N r
f z f z

β

β
β β

η β

η

 
= + +  

 
 
      ≤ + + + +        

     − 
 

  
≤ + + + +     +   

 
≤ + +   + 

( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 1 log ,

2 , , , .

k r S r f z

kT r f z T r f z S r f zη

 
+ − +  

 
≤ + + +

 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.152046


吴琳琳 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.152046 68 理论数学 
 

移项得 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , ,n k T r f z T r f z S r f zη− ≤ + + 。 
同理 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , , ,n k T r f z T r f z S r f zη η− + ≤ + + 。 
结合上述两个式子可以得到 ( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )2 1 , , , ,n k T r f z T r f z S r f z S r f zη η− − + + ≤ + + ，矛

盾。 
则 ( )1 0Q z ≡ 。 
此时 ( ) ( )n nf z f zβ η β= + ，即 ( ) ( )n nf z f z η= + ，则 

( ) ( ) , 1.nf z tf z tη≡ + ≡  

子情形 3.2.2.2： 0α ≠ ， 0β = ，此时 ( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( )( )k kn m n mf z f z f z f zα η α η= + + ，即 

( )( )( ) ( )( )( )
.

k kn m n mf z f zα α η+ += +  

推导与分析过程与子情形 3.2.2.1 相同，只需要将其中的 n 变为 n m+ ，则此时有 ( ) ( )f z tf z η≡ + ，

1n mt + ≡ 。 
到此为止该情况证毕。 
(II) 当 1l = 时， 

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , 1 , , .
1 2 2 2

L F F mN r N r N r S r f k T r f S r f
F F F

       ≤ ≤ + ≤ + + +       −       

′
′

  

同理 ( )( ) ( )( )1, 1 , , .
1 2

L mN r k T r f z S r f z
G

η η   ≤ + + + + +   −   

  

根据引理 2，此时有 

( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )34 9 , , , , ,
2
mn k T r f z T r f z S r f z S r f zη η − − − + + ≤ + + 

 

  

与
34 9
2
mn k≥ + +


矛盾，接下来类似(I)证明过程可得结论。 

(III) 当 0l = 时， 

此时 ( ) ( ) ( )1, 2 2 , ,
1

LN r k m T r f S r f
F

  ≤ + + + − 
 。 

同理 ( ) ( )( ) ( )( )1, 2 2 , ,
1

LN r k m T r f z S r f z
G

η η  ≤ + + + + + − 
 。 

根据引理 1，此时有 

( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )9 14 4 , , , , ,n k m T r f z T r f z S r f z S r f zη η− − − + + ≤ + +  

与 9 14 4n k m≥ + +  矛盾，接下来类似(I)证明过程可得结论。 

4. 结论 

本文主要研究一类非线性微分多项式的值分布，以亚纯函数唯一性理论及其差分模拟理论为工具，

结合权弱分担值思想去研究这类多项式的亚纯函数的唯一性问题，该研究结果改进和完善了定理 D，丰

富目前具有权弱分担值的微分多项式的亚纯函数的唯一性问题。后续的进一步研究，可以将研究对象推

广到更复杂的微分多项式，如研究具有线性差分算子的微分多项式；或者不再考虑权弱分担值的问题，

转而考虑分担值集甚至是分担小函数的情况，探究其唯一性问题。 
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