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摘  要 

本研究旨在设计一种针对高维分数阶非线性系统的滑模追踪控制器，使得系统输出在预定时间内收敛到

给定的期望轨迹上。首先，为了便于滑模面的设计，本文利用传统的高阶滑模控制的方法，将复杂系统

转化为更为简单的链式系统。然后，将传统的整数阶固定时间滑模控制策略进行改进，设计了两种分数

阶滑模面，使其改进的滑模控制方法能够适用于分数阶系统。通过对滑模面的求导和利用Lyapunov稳定

性定理，最终所设计的两类分数阶滑模控制器能够使系统的输出在预定时间内追踪上期望轨迹，与传统

的固定时间滑模策略相比，该方法可以随意控制系统的最大收敛时间，因而控制效果更优。最后，两个

仿真结果证明了这两类控制策略的可行性和有效性。 
 
关键词 

分数阶非线性系统，滑模控制，预定时间收敛，追踪控制 
 

 

Prescribed-Time Sliding Mode Tracking  
Control for a Fractional-Order Nonlinear  
System 

Jinhong Zou*, Yucai Ding, Wenting Li 
School of Mathematics and Physics, Southwest University of Science and Technology, Mianyang Sichuan 
 
Received: Dec. 21st, 2024; accepted: Feb. 10th, 2025; published: Feb. 24th, 2025 

 
 

 
Abstract 
This research is dedicated to designing a sliding mode tracking controller for high-dimensional 
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fractional-order nonlinear systems, with the objective of making the system output converge to a 
given desired trajectory within a prescribed-time. In order to facilitate the design of the sliding 
mode surface, this paper uses the traditional high-order sliding mode control method to transform 
the complex system into a simpler chained-form system. Subsequently, this paper modifies the tra-
ditional integer-order fixed-time sliding-mode control strategy and designs two types of fractional-
order sliding mode surfaces, so that the improved sliding-mode control approach can be applied to 
fractional-order systems. By differentiating the sliding mode surface and leveraging the Lyapunov 
stability theorem, the two classes of fractional-order sliding mode controllers designed can ensure 
that the system output tracks the desired trajectory within the prescribed-time. Compared with the 
traditional fixed-time sliding mode strategy, the proposed method has a significant advantage in 
that it can freely control the maximum convergence time of the system. Finally, two simulation re-
sults demonstrate the feasibility and effectiveness of these two types of control strategies. 
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1. 引言 

传统的整数阶微积分理论在描述和解决许多实际问题时存在局限性。整数阶微积分中，导数和积分

的阶次只能是整数，这种限制使得一些具有复杂动态特性的现象难以准确建模。而分数阶微积分理论的

出现为解决这些问题提供了新的思路。分数阶微积分的概念可以追溯到 17 世纪，经过数百年的发展，逐

渐形成了一套完整的理论体系。它将导数和积分的阶次推广到实数甚至复数域，使得数学模型能够更灵

活地描述各种复杂的动态过程。例如，在一些具有记忆特性和长程相关性的物理过程中，分数阶模型能

够更好地捕捉系统的本质特征。另外，在应用场景上也有着广泛的应用，如在控制工程上，可以用于机

器人运动控制、电力系统控制、航天航空控制；在生物医学领域，可用于生物组织的力学特性建模、药

物释放动力学建模、神经系统的建模与分析等。 
高维分数阶非线性系统能够考虑到系统中多个变量之间的相互作用以及系统的非线性特性，同时结

合分数阶微积分的记忆特性和长程相关性，更全面、准确地描述复杂系统的动态行为。例如，在生态系

统中，物种的数量、环境因素等多个变量相互影响，且这种影响具有时间上的积累效应。高维分数阶非

线性模型可以更好地刻画生态系统的演化过程，为生态保护和资源管理提供科学依据。对于高维、非

线性和不确定性较强的系统，传统的控制方法往往难以取得理想的控制效果。高维分数阶非线性系统

的研究为解决这类复杂系统的控制问题提供了新的途径。通过设计合适的分数阶控制器，可以充分利

用分数阶系统的特性，提高控制系统的鲁棒性和适应性。例如，在化工过程控制中，反应釜内的温度、

压力、浓度等多个变量相互耦合，且存在着不确定性和时变因素。高维分数阶非线性控制策略可以实

现对化工过程的精确控制，提高产品质量和生产效率。因此，高维分数阶微积分逐渐成为研究热点。与

经典的整数阶控制器[1] [2]相比，分数阶控制器具有更好的控制性能，例如更好的收敛性和更快的收敛

速度。 
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随着滑模控制理论的发展，滑模控制策略已广泛应用于分数阶系统，如[3]-[5]。一阶滑模是将状态强

制到滑模面 ( ) 0s t = 上，这对于控制具有干扰的不确定系统是一种常用的方法。基于两类具有固定时间收

敛的一阶系统，作者在[6]中提出了一种针对二阶非线性系统的固定时间一阶滑模控制。为了减少抖振，

二阶和高阶滑模也在整数阶系统中广泛使用，参见[7]-[10]。这种高阶滑模主要利用滑模变量将复杂系统

转化为更简单的链式系统，通过设计控制器让滑模面的 n 阶导数等于 0，从而保证系统状态能够收敛到

原点。在本文中，我们将结合一阶滑模和高阶滑模策略，将传统的滑模面改进为分数阶滑模面，使其能

运用于高维分数阶非线性系统。 
有限时间稳定性可以使系统收敛，但收敛时间受初始值的影响。更好的是固定时间稳定性，它允许

系统在独立于初始操作状态的上限收敛时间内稳定[11]。如果上限收敛时间是人为确定的，则称为预定时

间稳定性。文献工作中关于预设时间控制的相关结果见[12] [13]。毫无疑问，预定时间稳定性的效果比固

定时间稳定性更先进。本文中提出的预定时间收敛就是在原有固定时间收敛策略[6]上提出的。观察到固

定收敛时间上限受到参数的影响，并且该参数可以人为设计，通过找到该参数的选取范围与预定收敛时

间之间的关系，从而让误差系统实现预定时间收敛，最终实现原系统的预定时间追踪控制。该方法可以

随意控制误差系统的最大收敛时间，因而控制效果更优。 
本文的组织结构如下。在第 2 节中介绍了问题预备知识后，第 3 节设计了滑模跟踪控制器，然后在

第 4 节中展示了两个仿真示例。最后，在第 5 节中给出了结论。 

2. 问题描述 

在本节中，我们将展示非线性分数阶系统的形式以及一些重要的引理。 
首先，我们考虑以下形式的非线性分数阶系统： 

 

( )

( ) ( )

1 2 1

1

, , , 1,2, , 1h
i i i i i

h
n n

D x f x x x a x i n

D x f x g x u

y x

+= + = −

= +

=

 

  (1) 

其中
20,h
n

 ∈  
是分数阶阶数， ( )1 2, , ,i if x x x 是线性函数， ( )nf x 和 ( )g x 非线性函数， ia 是常数，并且满

足 0ia ≠ ， u 是控制输入， y 是输出。 

利用传统的高阶滑模策略，令 1 1s x= ， 1
h

i is D s+ = ， 1,2, , 1i n= − ，系统(1)可以重新表述为 

 
( ) ( )
1, 1,2, , 1h

i i

h
n

D s s i n

D s A x B x u

+= = −

= +



  (2) 

其中 ( )B x 需要满足假设： ( ) 0B x ≠ 。 
例如：若原系统为如下二阶非线性分数阶系统： 

 

( )

( ) ( )

1 1 1 1 2

2 2

1

h

h

D x f x a x

D x f x g x u

y x

= +

= +

=

  (3) 

令 1 1s x= ， 2 1
hs D s= ，那么系统(2)可以表述为： 
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 2 2

2 1 1 1 2

h h

h h

D s D x f x a x s

D s D f x a f x g x u A x B x u

= = + =

= + + = +
  (4) 

那么在该系统(4)中， ( ) ( ) ( )1 1 1 2
hA x D f x a f x= + ， ( ) ( )1B x a g x= ，由于 ( )1 1f x 是线性函数，故 ( )1 1

hD f x
可以表述为与 1 2,x x 相关的表达式。对于更高维度的系统，按此方法同理可得，其中 ( )A x 和 ( )B x 的具体表

达取决于原系统中的 ( )1 2, , ,i if x x x 。 
评论：为了便于接下来滑模面的设计，这里我们将系统(1)转换为一个更简洁的链式系统(2)。此外， 

为了确保接下来的(18)式满足性质 1，分数阶阶数 h 需要在区间
20,
n

 
  

内。 

为了进行控制器设计，一些有用的引理和定义是必不可少的。以下是一些关键的引理和定义，它们

将为我们的控制器设计提供理论基础。 

2.1. 定义 1 [14] 

函数 ( )F t 的 h 阶 Caputo 分数阶导数定义为： 

 ( )
( )

( )
( )

( )

0

0

1
1 d , 1

d
,

d

mt

h m
th

t t
m

m

F
m h m

m h t
D F t

F t
h m

t

τ
τ

τ − +


− < <Γ − −

= 

 =


∫
  (5) 

其中 m是大于或等于 h 的最小整数， ()Γ 是伽玛函数。 

2.2. 性质 1 [15] 

对于 Caputo 导数下面等式成立： 

 
( )( ) ( )

( )( ) ( )
0 0 0

0 0 0

t t t t t T

t t t t t T

D D F t D F t

D D F t D F t

α β α β

α β α β

− −

+

=

=
  (6) 

其中 0α > ， 0β > 。 

2.3. 引理 1 [16] 

如果存在一个连续可微的、正定的函数 : nV R R+→ 使得 

 ( ) ( ) ( )V x aV x bV xα β≤ − −   (7) 

其中 x R∈ ， 0a > ， 0b > ， 0 1α β< < < ，那么系统(1)是局部固定时间收敛的并且收敛时间满足 

 ( ) ( ) ( )0
1 1

1 1
T x

a bα β
≤ +

− −
  (8) 

其中V 称为 Lyapunov 函数。 

2.4. 定义 2 [17] 

如果系统(1)是固定时间收敛的，并且对于任意规定的时间 0T R+∈ ，存在一些可协调的参数 mRη∈ ，

使得收敛时间函数 ( )0T x 满足 ( )
0

0 0sup nx R
T x T

∀ ∈
≤ ，那么就称该系统是预定时间收敛的。 
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2.5. 定义 3 

符号定义： ( )y sign y yα α=   。 

3. 滑模追踪控制设计 

将误差变量定义为： 

 
( )

1 1

1 , 2,3,

d

i
i i d

z s y

z s D y i n−

= −

= − = 

  (9) 

其中 1z 是输出追踪误差， dy 是期望轨迹。 
为了让输出变量在预定时间内追踪上期望轨迹，需要将问题转化为让输出追踪误差 1z 在预定时间内

收敛到原点。因此我们建立如下系统： 

 
( ) ( )
1, 1,2, , 1h

i i

h nh
n d

D z z i n

D z A x B x u D y

+= = −

= + −



  (10) 

接下来，我们将设计一个滑模跟踪控制器，使得输出追踪误差在预定时间 0T 内收敛到零。 

3.1. 定理 1 

系统(8)中的输出追踪误差 1z 通过设计如下控制器将在预定时间 0T 内收敛到原点： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 21 1
1 1 2 1 3 4

nh nh
du B x D y D k sign z k z k sign s k s A xα α− −= − + − − −         (11) 

其中 1 1α > ， 1
0

4k
T

≥ ，
( )2

0 1

4
1

k
T α

≥
−

， 2 1α > ， 3
0

4k
T

≥ ，
( )4

0 2

4
1

k
T α

≥
−

，且滑模面 s 设计为： 

 ( )( )11 2
1 1 1 2 1

nh nhs D z D k sign z k z α− −= + +      (12) 

评论：根据文章[6]中常指数系数部分，对于整数阶系统，滑模面的设计应为： 

( ) ( )1
1 1 1 2 1 1s z k sign z k z sign zα= + + ，但该滑模面仅适用于二阶整数阶系统，将其改进为(12)式后，便可应

用于高维分数阶系统控制器的推导。 
证明： 
使用性质 1 并且对滑模面 s 求一阶导有 

 
( )( )

( ) ( ) ( )( )
1

1

1
1 1 1 2 1

1
1 1 2 1

nh nh

nh nh
d

s D z D k sign z k z

A x B x u D y D k sign z k z

α

α

−

−

= + +   

= + − + +   



  (13) 

将控制器(11)代入(13)，有 

 ( ) 2
3 4s k sign s k s α= − −      (14) 

考虑如下 Lyapunov 函数： 

 ( ) 2V s s=   (15) 

对(15)求一阶导为： 
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( )

( ) ( )

12

12

3 4

1
2 2

3 4

2 2

2 2

V s k s k s

k V s k V s

α

α

+

+

= − −   

= − −



  (16) 

根据引理 1，系统(14)在固定时间内到达滑模面{ }0s = ，该固定时间满足 

 ( ) ( )
0

3 4 2

1 1
1 2

TT s
k k α

≤ + ≤
−

  (17) 

当等式(12)等于 0 时，有 

 ( )( )11 2
1 1 1 2 1

nh nhD z D k sign z k z α− −= − +      (18) 

考虑 Lyapunov 函数： ( ) 2
1 1V z z= ，求导后有： 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

11

11

2 1
1 1 1 1 1

1 1 2 1

1
2 2

1 1 2 1

2 2

2 2

2 2

nh nhV z z z z D D z

k z k z

k V z k V z

α

α

+

+

− −= =

= − −

= − −





  (19) 

通过使用引理 1，系统(18)在固定时间收敛到原点并且收敛时间满足 

 ( ) ( )
0

1
1 2 1

1 1
1 2

TT z
k k α

≤ + ≤
−

  (20) 

最后，可以得到系统(10)中的 1z 的固定收敛时间满足： ( ) ( )1 0T T s T z T= + ≤ 。这意味着系统(10)是预定时

间收敛的。 

3.2. 定理 2 

系统(10)中的输出追踪误差 1z 通过设计如下控制器将在预定时间 0T 内收敛到原点： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
1 1 111 1

1 1 2
z znh nh

du B x D y D z k sign s k s A xαλ µβ +− − = − − − −        
  (21) 

其中 0µ > ， 1λ µ> + ，

2

0

12 e
1

e

T

λµ
λ µ

β

 + + − − ≥ ， 1 1α > ， 1
0

4k
T

≥ ，
( )2

0 1

4
1

k
T α

≥
−

。根据[6]中变指数系数

部分，将滑模面 s 改进为分数阶形式： 

 ( )2 2
1 111 2

1 1
z znh nhs D z D z λ µβ +− −= +      (22) 

证明： 
与定理 1 的证明相似，取 ( ) 2V s s= ，有： 

 ( ) ( ) ( ) 11 2 1 2
1 22 2V s k V s k V s

α +
= − −   (23) 

根据引理 1， ( )s t 在固定时间内到达滑模面{ }0s = ，且固定时间满足 

 ( ) ( )
0

1 2 1

1 1
1 2

TT s
k k α

≤ + ≤
−

  (24) 
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根据(22)，当 0s = 时有 

 ( )2 2
1 111 2

1 1
z znh nhD z D z λ µβ +− −= −      (25) 

通过使用文献[6]中的定理 2， 1z 在固定时间收敛到原点并且收敛时间满足 

 ( ) 0
1 2

1 1
2e1

1

e
TT z λβλβ

µ

−≤ + ≤
 

− + 

  (26) 

最后，可以得出系统(10)中的 1z 将在预定时间 0T 内收敛到原点。 

4. 仿真 

例子 1： 
考虑参考文献[18]中的水平平台系统(HPS)。HPS 是一种机械装置，由一个平台和一个位于平台上的

加速度计组成。该平台可以自由地围绕水平轴旋转其质心。加速度计指向执行器，执行器随后产生扭矩，

以在平台偏离地平时旋转平台来平衡 HPS。HPS 的运动方程可以描述为： 

 ( )3sin cos sin cosgAx Dx kg x B C x x F t
R

ω+ + − − =    (27) 

其中 0.3A = ， 0.5B = ， 0.3C = ，分别是平台的惯性矩， 0.4D = 是阻尼系数， 0.11559633k = 是加速度

计的比例常数， 0.98g = 是重力加速度常数， 6378000R = 是地球的半径， cos 3.4cos1.8F t tω = 是谐波扭

矩。 x 是平台相对于地球的旋转。基于分数阶微分方程的定义，HPS 的分数阶模型给出为： 

 ( ) ( )
1 2

2 2 1 1 1

1

sin sin cos cos

h

h

D x x

D x ax b x c x x l t u t

y x

ω

=

= − − + + +

=

  (28) 

其中 0.4h = ，
4
3

a = ， 3.776b = ， 64.6 10c −= × ，
3.4
3

l = ， 8ω = 。 

令 1 1s x= ， 2 1 2
hs D s x= = ，可知 ( ) ( )2 1 1 1sin sin cos cosA x ax b x c x x l tω= − − + + ， ( ) 1B x = 。设计如下的

期望轨迹： 

 ( )21 5 ,0 5
25
0, 5

d
t t

y
t

 − ≤ ≤= 
 >

  (29) 

选取预定追踪时间 0 5T = ，根据定理 1，取 1 2 3 4 1k k k k= = = = ， 1 2 2α α= = ，设计控制器为： 

 ( )( ) ( ) ( )2 20.8 0.2
1 1du D y D sign z z sign s s A x−= − + − − −         (30) 

以 ( ) ( )( ) ( )1 20 , 0 2,1x x = 为初始条件，可以得到图 1 和图 2 的仿真结果，从图 2 可知，实际预定追踪

时间大概为 1 min，在规定的预定追踪时间内。与参考文献[18]中的有限时间控制方法相比，本文提出的

滑模跟踪控制方法可以使分数阶系统的输出在预定时间内收敛到期望轨迹。当期望轨迹 dy 恒取 0 时，该

控制器可以实现对原系统的预定时间收敛控制，相比于有限时间收敛和固定时间收敛，该控制器对系统

的收敛时间的控制效果更佳。 
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Figure 1. The output and desired trajectory of system (28) 
图 1. 系统(28)的输出和期望轨迹 

 

 
Figure 2. Output tracking error 
图 2. 输出追踪误差 

 
例子 2： 
为了验证定理 2 的可行性，这里我们选择一个二阶非线性系统： 

 ( )
1 1 2

2 2
2 1 2 1sin 1 sin

h

h

D x x x

D x x x x u

= +

= + + +
  (31) 

其中 1h = 。令 1 1s x= ， 2 1
hs D s= ，系统(31)重新描述为： 
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 ( )
1 2 1 2

2 2
2 1 1 2 1sin 1 sin

s s x x

s x x x x u

= = +

= + + + +





  (32) 

在这个系统中， ( ) 2
1 1 2sinA x x x x= + + ， ( ) ( )2

11 sinB x x= + 。选取期望轨迹为： 

 ( )21 ,0 1
0, 1

d
t ty

t

 − ≤ ≤= 
>

  (33) 

选取预定追踪时间 0 1T = ，根据定理 2，可取 0.1µ = ， 1.5λ = ， 15β = ， 1 2α = ， 1 4k = ， 2 4k = ，控制器

设计为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
1 11.5 1 0.1 21 2 1

115 4 4z z
du B x D y D z sign s s A x+−  = − − − −        

  (34) 

其中滑模面 s 设计为 

 ( )2 2
1 11.5 1 0.11 0

1 1
z zs D z D zβ += +      (35) 

通过设计控制器(34)并取初值为： ( ) ( )( ) ( )1 20 , 0 2,5x x = ，我们能得到图 3 的输出追踪轨迹，追踪时间

大概为 0.2 min，从而可以验证定理 2 的有效性。 
 

 
Figure 3. The output and desired trajectory of system (31) 
图 3. 系统(31)的输出和期望轨迹 

5. 结论 

在本文中，提出了一种滑模跟踪控制器，使输出在预定时间内能够追踪到期望轨迹，当期望轨迹恒

等于 0 时，该控制器能够使系统预定时间内收敛到原点。然而，该算法存在一定局限性。对于越高维的

系统，分数阶阶数需要满足的范围越小。未来的工作可以考虑处理分数阶阶数范围限制的问题。 
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