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摘  要 

我们介绍了高阶CLL方程以及一相解，并且描述了高阶CLL方程的一相解。我们将高阶陈–李–刘方程的

一相解将通过有限间隙积分法得出。 
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Abstract 
We introduce the higher-order CLL equations as well as one-phase solutions and describe the one-
phase solutions of the higher-order CLL equations. The one-phase solution of the higher-order 
Chen-Lee-Liu equation will be derived by the finite-gap integration method. 
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1. 高阶 CLL 方程的背景 

高阶 CLL 方程(Cauchy-Lipschitz 方程)广泛应用于数学、物理学和工程学的许多领域，尤其是在描述

非线性动力学、控制系统和最优控制问题方面。对于控制问题，高阶方程用于描述物理系统的动态行为、

尤其是涉及振动、波动和流体动力学的问题的方程[1] [2]。例如，在经典物理学中，振动系统、波动方程

等都可以用高阶微分方程来模拟[3] [4]。在这类模型中，系统状态由位置、速度、加速度等多个变量组成，

因此，高阶方程能够更全面地描述系统的动态特性。CLL 方程的核心思想通常是研究带有初值问题的常

微分方程，并特别关注其存在性、唯一性和稳定性。为了更好地理解高阶 CLL 方程的应用，首先有必要

澄清 CLL 方程的背景和起源。对于高阶 CLL 方程的背景和起源，高阶 CLL 方程最早出现在非线性物理

学领域，尤其是在波动性研究中[5]。 
高阶 CLL 方程是 

2 4 2 *3 3 3 0
2 4 2t xxx xx x xq q i q q q q iq q+ + − + = ， 

它的 LAX 对是如下的形式 

X

F G
H F

 
Ψ = Ψ − 

， 

t

A B
C A
 

Ψ = Ψ − 
。 

2. 有限间隙积分法 

在偏微分方程(PDEs)中，有限间隙积分法(Finite Gap Integral Method)是一种数值解法，特别用于处理

那些具有间断、尖峰或者不连续性的边界条件和解。这种方法可以通过将问题域划分成若干个小区间(或
小区域)，在每个小区间上进行积分近似，从而逐步逼近整个问题的解。有限间隙积分法的基本概念在于，

在偏微分方程的求解中，间隙通常指的是一些不连续或存在特殊行为的区域，比如：边界层效应，例如

流体力学中的边界层问题；材料的异质性，如固体力学中材料的不同区域属性；界面问题，例如不同物

质的分界面上存在的跳跃或不连续。有限间隙积分法的目标是将这些间断点或边界效应的影响分段处理，

使得每个小区域内的解可以通过积分来逼近。 
有限间隙积分法的方法步骤在于，有限间隙积分法解决偏微分方程时，通常有如下步骤：划分网格

(间隙划分)：将问题域划分为多个小的有限区域，称为“间隙”或“区间”。每个间隙可能是空间的一个

小区间或时间的一个小段，具体取决于问题的性质。这些间隙内部可以假设为连续的，只有在间隙的边

界上存在不连续性。构造积分表达式：对于每个小间隙，构造局部的积分方程。这通常依赖于所求解的

PDE 的类型，比如求解热传导方程、波动方程、弹性方程等，可以通过积分的方式得到数值解。求解局

部问题：在每个小间隙内，求解该区域的局部 PDE。对于不连续的问题，可能需要使用加权积分法、加

权残差法等数值方法来处理不连续的情况。局部的求解会生成该间隙内的数值解。拼接解：将每个间隙

内的数值解拼接起来，保证在相邻间隙的边界处，解是连续或满足所给的边界条件。在拼接过程中可能

需要对边界进行特别处理，确保整个解的连续性和准确性。全局求解：通过将所有局部解拼接起来，得

到整个问题的全局解。这时通常需要对所有区间的解进行平滑、优化和验证，确保解的整体一致性。 
有限间隙积分法的基本思想是将问题域分解成有限个子区间，每个子区间内部可能存在不同的“间

隙”或不连续性。在这些子区间内进行积分时，考虑到间隙的特性，采取适当的数值积分方法进行计算。 
通常，有限间隙积分法是将问题从连续域分解为若干个具有“间隙”的部分，然后在这些部分上施
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加相应的边界条件或者假设，计算出每个部分的解，并结合它们得到整个系统的解。 
以下是有限间隙积分法的一般推导过程，假设我们要解一个具有间隙或者不连续性质的问题。 
步骤 1：问题定义 
假设我们有一个目标方程(可以是常微分方程、偏微分方程等)，例如： 

( ) ( ) [ ], ,Lu x f x x a b= ∈  

其中 L 是一个线性算子， ( )u x 是待求解的未知函数， ( )f x 是已知的外部函数。 
步骤 2：分割问题域 
我们将问题域 [ ],a b 划分为若干个小区间，每个小区间可能包含不连续点或者间隙。例如，假设我们

将区间划分为 N 个小区间： 

[ ] [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , , , , , ,N Na b a a a a a a−=   

每个小区间内，我们假设解 ( )u x 可能存在不连续性或者间隙。 
步骤 3：考虑边界条件 
在每个子区间内，我们考虑合适的边界条件。对于每个小区间 [ ]1,i ia a + ，可以应用一些适当的数值方

法(如加权残差法、有限差分法、有限元法等)进行求解。特别地，我们要考虑到在这些小区间的边界处可

能存在间隙或者不连续性，因此需要特殊处理这些边界条件。 
步骤 4：局部积分 
对每个小区间 [ ]1,i ia a + ，我们使用适当的数值积分方法来计算积分。通常，数值积分方法如梯形法、

辛普森法等可以用来近似积分。具体来说，我们在每个小区间内计算积分。这里的积分要特别注意间隙

的处理，可能需要在每个子区间内施加加权因子或者调整积分区域，以处理间隙造成的影响。 
步骤 5：全局组装 
将每个子区间的计算结果汇总，形成全局的系统。假设每个小区间都得到局部解 ( )iu x ，我们可以将

这些解组合起来，得到整个问题的近似解。这个过程通常会涉及到将每个子问题的解拼接起来，并解决

由于间隙或者不连续性造成的边界条件耦合。 
步骤 6：解方程 
得到组合后的全局方程之后，求解该方程，得到整个系统的解。这里的求解可以采用直接解法(如高

斯消元法)或者迭代方法(如雅可比法、共轭梯度法等)。 
有限间隙积分法的优越性体现在，有限间隙积分法特别适用于复杂问题，尤其是那些具有不规则几

何形状或材料性质变化的问题。相比于传统的积分方法，它能够根据问题的特点灵活调整，从而提高计

算精度和效率。该方法能够通过精确计算每一个小区域的贡献来提高积分精度，特别是在高阶非线性问

题或者边界条件变化较大的情况下，比其他传统方法更能保持较高的计算精度。在高维问题(例如三维结

构或多维热传导问题)的求解中，有限间隙积分法也能有效地应用，尤其是在需要处理三维应力场或复杂

物理场分布时，能够提供较高的数值精度和更好的适应性。 
总体来说，有限间隙积分法在解决复杂、多变、非线性物理问题时，具备了较高的计算精度、较强

的适应性以及较好的稳定性，尤其在需要处理不规则几何、复杂边界条件、动态响应等情况下，表现得

尤为优越。 
有限间隙积分法的应用实例：有限间隙积分法可以应用于许多实际的偏微分方程求解问题，尤其是

在处理不连续边界或间隙时。以下是一些常见的应用领域：热传导问题：在热传导方程中，如果材料的

热导率具有间断(如复合材料的界面处)，则可以使用有限间隙积分法将热传导方程分解成多个小区域，在

每个区域内分别进行求解，再合并结果。弹性力学问题：对于固体力学中的问题，特别是在材料存在不
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同弹性模量的区域时，有限间隙积分法可以处理每个材料区域的应力、应变计算。对于接触问题、裂纹

问题等，间隙积分法能够精确处理不连续的边界条件。流体力学问题：在流体动力学中，特别是边界层

问题或者激波传播问题，存在很强的不连续性。有限间隙积分法可以通过将问题域划分为不同的区域来

更好地处理这些不连续现象。非线性偏微分方程：在处理具有非线性项的偏微分方程时，可能会遇到解

的间断或奇异性。有限间隙积分法能够有效应对这种非线性带来的挑战，提供数值解。有限间隙积分法

的优势和局限性其优势： 
精度较高：尤其在处理间断、边界层和不连续性时，比其他常规的数值方法更精确。灵活性：可以

适应不同类型的边界条件和不连续区域，具有较好的通用性。 
适用于复杂问题：如在处理多物理场耦合的复杂问题时，有限间隙积分法提供了很好的解决框架。

其局限性：计算复杂度高：将问题划分为多个小区域并逐个求解，尤其在高维问题中计算量可能非常大。

对划分的依赖性强：若划分的网格不合理，可能会导致数值解的不准确或者收敛性差。边界处理要求高：

在间隙之间的拼接和边界条件的处理上，需要非常小心，避免引入错误。 
有限间隙积分法总结来说，有限间隙积分法是一种强大的数值方法，特别适用于处理具有间断、不

连续性或复杂边界条件的偏微分方程问题。它能够将复杂问题分解为较为简单的子问题，并通过积分逼

近整体解。虽然计算复杂度较高，但在解决实际工程和物理问题中具有重要的应用价值。 

3. 周期解以及一相解的描述 

周期解是指在动态系统或方程中，解在经过一定时间后会重复出现，形成周期性的行为。周期解通

常用于描述那些具有周期性或重复特征的物理、数学和工程系统。在不同的学科领域中，周期解有不同

的具体表现形式，但其核心特点是“定期重复”。数学中的周期解，特别是在常微分方程(ODE)和偏微分

方程(PDE)的解中，周期解是指系统的状态变量随着时间(或某个独立变量)变化，并且每经过一定的时间

周期后，系统的状态会恢复到最初的状态。数学上，如果有一个解 ( )x t ，使得 ( ) ( )x t T x t+ = 。对于任意

的 t 和某个固定的周期 T > 0，那么这个解就是周期解，其中 T 是周期。其中典型的例子是简单的振动系

统，比如弹簧–质量系统，其中物体的运动在经过一定时间后会回到原来的位置，形成周期运动。 
一相解通常指的是在这种方程下，系统在某种特定条件下的稳定解，通常是系统在长时间演化后的

平衡态或稳态解。对于高阶 CLL 方程的定义，一相解的含义：一相解指的是系统在特定条件下达到的稳

定解。例如 ( )f x 是一个对称的势能函数，那么在没有外部驱动时，系统可能在 x = 0 处稳定。噪声项 ( )tη
会导致系统的随机性，但在平衡态下，系统的某些统计性质(例如均值或方差)是可以定量描述的。对于稳

态解的求解：在噪声驱动的高阶方程中，一相解通常是系统在噪声扰动下的平衡态。为了得到这种解，

可以通过求解 Fokker-Planck 方程或进行平均场近似，从而得到稳态概率分布。分析这些解时，通常会使

用到各种随机过程的工具，例如马尔科夫过程、白噪声理论等。解析与数值方法：解析解通常只能针对

某些简单的特例得到，尤其是在噪声项较弱或非线性项较简单时。对于更一般的系统，通常需要数值模

拟(如使用蒙特卡洛方法或求解数值差分方程)来获得稳态解。 
我们定义 ( )P λ 是单相周期解的 λ 的四次多项式，即 

2 8 6 4 2
1 2 3 4f gh s s s sλ λ λ λ− = − + − +  

这里是多项式四个零点 λi的对称函数 
其中

2ν φ= 。 
这个系统允许将 ( )1 ,f x t 、 ( )2 ,f x t 、 ( ),x tµ 和 ( ),x tµ∗ 表述为 v 的函数： 

其中 2
1 ,i

i
s λ=∑  
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2 2
2 ,i j

i j
s λ λ

<

= ∑  

2 2 2
3 ,i j k

i j k
s λ λ λ

< <

= ∑  

2 2 2 2
4 1 2 3 4s λ λ λ λ= , 

对于一相解的 f, g, h 是 
其中 4 2

1 2 ,f f fλ λ= − +  

( )2 ,g qλ λ µ= −  

( )2 * *,h qλ λ µ= −  

其中 1 12 ,s f ν= +  

( )2 *
2 1 22 ,s f f ν µ µ= + − +  

*
3 1 22 ,s f f νµµ= − +  

其中 ( )1 1 2f s ν= − ， 

2 4 ,f s= ±  

得到高阶 CLL 方程的一相解是 

( ) ( )( )* 2
2 4 1

1, 4 8
8

s s s i Rµ µ ν ν
ν

= − + + − + − , 

其中
( ) ( ) ( )4 3 2 2 3

1 1 2 4 1 1 2 3 1 4

4 2 2 2
1 1 2 2 1 4 2 2 4

4 6 8 48 4 16 64 33

8 16 16 64 64

R s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s

ν ν ν ν ν= + + − ± + − + −

+ − + + − +
 

通过对称公式， ( )P λ 的零点 iν 与 ( )P λ 的零点 jλ 相关，因此被称为多项式 ( )P λ 的溶解式。 
高阶 CLL (Chiral Luttinger Liquid)方程的一相解是指在一维量子多体系统中，系统处于一个稳定的、

无相变的基态。在量子物理和凝聚态物理中，Luttinger 液体是一种描述一维系统中粒子相互作用的有效

理论。高阶 CLL 方程的研究主要应用于描述更复杂的多体相互作用，尤其是涉及更高阶关联效应的系统。

高阶 CLL 方程的一相解在量子多体系统的研究中具有重要意义，它有助于我们理解粒子相互作用、量子

涨落、系统稳定性等方面的物理现象，并为描述复杂的凝聚态相态提供理论框架。 

4. 结论 

我们通过有限间隙积分法得到了高阶 CLL 方程的一相解，具体而言，高阶 CLL 方程的一相解往往

依赖于系统的参数和噪声项的性质。对于白噪声驱动的系统，稳态解通常表现为一种平衡分布，如高斯

分布。而对于时间相关的噪声或强非线性系统，稳态分布可能会表现出复杂的形式。一些经典的结论包

括：在平衡态下，系统的随机波动遵循热力学平衡分布，系统的期望值和方差可以通过噪声强度和系统

参数来估算。在弱噪声极限下，系统的稳态分布通常可以通过扩散方程来近似。在强非线性和强噪声的

情况下，可能出现随机共振等现象，即系统在特定频率或条件下能在噪声的作用下表现出有规律的响应。

高阶 CLL 方程的一相解主要是描述在噪声和非线性相互作用下，系统的平衡或稳态行为。结论通常涉及

以下几个方面：系统会在一定条件下达到稳态，且这种稳态通常是与系统的噪声强度、非线性力项和阻

尼项密切相关的。稳态解可能表现为不同的分布，如高斯分布、泊松分布等，具体形式依赖于系统的参

数。在某些特殊情况下，系统可能会展现出混沌、周期性等复杂动态行为。这些结论帮助我们理解高阶
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CLL 方程在物理学、化学、以及生物系统中的应用，尤其是在描述随机动力学和复杂系统时，提供了有

力的理论工具。 
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