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摘  要 

本文介绍并研究了Bernoulli泛函框架下的离散时间磁量子游荡。根据作用于Bernoulli泛函的湮灭和增

生算子引入了磁位移算子 ( )*e e− ∂ + ∂k ki i
k k

θ θ ，其中 *e− ∂ki
k

θ 和 e ∂ki
k

θ 分别是作用于Bernoulli泛函的磁增生和

湮灭算子，然后在此基础上使用它们来定义新的磁量子游荡模型。 
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Abstract 
In this paper, we introduce and investigate a discrete-time magnetic quantum walk in the frame-
work of Bernoulli functionals. We first introduce magnetic shift operators ( )*e e− ∂ + ∂k ki i

k k
θ θ  in 

terms of the annihilation and creation operators acting on Bernoulli functionals, where *e− ∂ki
k

θ  and 
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e ∂ki
k

θ  are the magnetic creation and annihilation operators acting on Bernoulli functionals. On this 
basis, we constructed a new model of magnetic quantum walk on the hypercube. 
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1. 引言 

作为经典随机游荡的量子类似物，量子游荡[1]在量子信息、量子计算和许多其他研究领域得到了广

泛的应用。1997 年，Grover 首次设计了一种基于量子游荡的量子搜索算法，现在被称为 Grover 游荡[2]。
2010 年，Chin 等人[3]解释了量子网络中的噪声辅助能量转移，这实际上表明量子游荡可以为量子系统中

的输运建模提供一个有用的框架。量子游荡还有许多其他应用结果(例如，参见[4]-[6]和其中的参考文献)。
磁量子游荡是一种与磁场耦合的量子游荡，用于研究粒子在磁场中的运动，在数学和物理领域具有深远

的研究意义。 
从数学物理的角度来看，量子游荡通常涉及两个复杂的 Hilbert 空间：一个被称为位置空间，描述量

子游荡者的位置信息，另一个被称作硬币空间，描述量子游荡者的内部自由度。它们的张量空间充当量

子游荡的系统空间。 
量子 Bernoulli 噪声是一类作用于伯努利泛函的湮灭和增生算子，在相等时间内满足正则反交换关系

(CAR)，可以提供一种研究环境对量子系统影响的方法。2016 年，王和叶[7]使用量子 Bernoulli 噪声在具

有无限内部自由度的一维整数晶格上构建了离散时间量子随机游荡。2022 年，通过使用量子 Bernoulli 噪
声方法，王[8]引入了超立方体上的离散时间量子游荡。在本文中，我们想将超立方体上的离散时间量子

游荡扩展到与磁场耦合的量子游荡，更具体地说，我们将在量子 Bernoulli 泛函的框架下引入一个超立方

体上离散时间磁量子游荡的模型。 

2. 预备知识 

量子 Bernoulli 噪声 

本节简单回顾关于量子 Bernoulli 噪声的一些基本概念、记号和一般结果，详细内容见文[9]-[11]及其

参考文献。 
本文中，表示整数集，表示非负整数集，  Γ 表示  的有限幂集，即 

( ){ },  # ,σ σ σΓ = ⊂ < ∞                                (2.1) 

此处 ( )# σ 指    σ 所包含的元素个数。 
设    Σ 表示所有映射 { }  : 1,1Σ − 构成的集合， ( ) 0

  n n
ζ

≥
为  Σ 上的典则投影序列，亦即 

( ) ( ) , .n nζ σ σ σ= ∈Σ                                 (2.2) 

以表示Σ上由序列 ( ) 0
  n n
ζ

≥
生成的 σ-域。设 ( ) 0

  n n
p

≥
是给定的正数序列，其中 0 1np< < ， 0n ≥ ，则

在可测空间 ( )  ,Σ  上存在唯一的概率测度    µ ，使得 
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( ) ( ){ } ( )1 2

11
1 22

1 2 1, , , , , , 1 ,
jj

k j j

k
n n n k n nj p pµ ζ ζ ζ

−+
−

=
= −∏  



                 (2.3) 

其中   1k ≥ ， { }  1,1j ∈ − ， ( )  1jn j k∈ ≤ ≤ 满足：当    i j≠ 时，有    i jn n≠ 。 
此时得到一个概率测度空间 ( )  , ,µΣ  ，称之为 Bernoulli 空间，该空间上的复值随机变量称为 Bernoulli

泛函。设 ( ) 0
  n n
Z Z

≥
= 是随机变量序列 ( ) 0

  n n
ζ

≥
生成的 Bernoulli 泛函，即 

, 0
2

n n n
n

n n

q pZ n
p q

ζ + −
= ≥ ,                             (2.4) 

其中   1n nq p= − 。显然， ( ) 0
  n n
Z Z

≥
= 是概率测度空间 ( )  , ,µΣ  上的一列独立的随机变量。 

设表示平方可积 Bernoulli 泛函空间，即 

( )2 , , ,L µ= Σ                                  (2.5) 

其中  上的内积和范数分别记作   ,⋅ ⋅

和       ⋅  ，并约定  ,⋅ ⋅


关于第一个变量共轭线性，关于第二个变量

线性。由文献[9]可知，    Z 具有混沌表示性质，从而 { }Zσ σ= ∈ΓZ 是  的标准正交基(ONB)，称之为    
的典则 ONB，其中 1Z∅ = ， 

, .jjZ Zσ σ
σ σ

∈
= ∈Γ ≠ ∅∏                           (2.6) 

显然    是一个无穷维的复 Hilbert 空间。易见，对于每个 { }   0,  n nn Z Z≥ = 为  的典则 ONB 的一个基

向量。 
对每个非负整数   0k ≥ ，在空间  上存在有界算子   :k∂ → ，满足   1k∂ = 且 

( ) ( )*
\1 ,  1 1 ,  ,k k k kZ k Z Z k Zσ σ σ σ σ σ σ∪∂ = ∂ = − ∈Γ                     (2.7) 

其中 *?  k∂ 表示    k∂ 的共轭算子， { }  \ \k kσ σ= ， { }k kσ σ∪ = ∪ ，且 ( )1 kσ 是  σ 作为集合的子集时的示性

函数。 
算子    k∂ 及其共轭算子 *  k∂ 称为作用于 Bernoulli 泛函的湮灭算子和增生算子，且算子族{ }*

0
,k k k≥

∂ ∂ 称

为量子 Bernoulli 噪声。 
由文献[12]可知，量子 Bernoulli 噪声满足如下等时典则反交换关系(CAR)和其它运算关系： 

( )* * * * * *, ,    ,j k k j j k k j j k k j j k∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ≠                   (2.8) 

且 
* * * *0,k k k k k k k k I∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ =                          (2.9) 

其中 I是上的单位算子。 
对于一个非负整数 0n ≥ ，记 { }  0,1,2, ,n n=  ，用    nΓ 表示它的幂集，即 { }     n nσ σΓ = ⊂  。显然，

( ) 1  ,  # 2n
n n

+Γ ⊂ Γ Γ = 。 
我们知道， ( )2   nl Γ 表示    nΓ 上的平方可和复值函数的 Hilbert 空间，同时，由  具有标准正交基 

{ } Zσ σ= ∈ΓZ 可知，对于每一个 0n ≥ ，可以引入  的一列线性子空间如下： 

{ }     .span Zσ σ= ∈Γn  

根据之前的记号，是向量集{ } Zσ σ ∈Γ 所张成的线性子空间，并且有 1dim 2n+= 。由 Hilbert 空
间的一般理论可知，存在一个酉同构 ( )2: nJ l Γ →。 

一般来说，量子游荡的数学框架包括两个复 Hilbert 空间 n 和   c 。空间   n 用来描述游荡者的空间

位置，即位置空间，空间 c 用来描述游荡者的内部自由度，被称为硬币空间。 
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3. 基于 Bernoulli 噪声方法的超立方体上的磁量子游荡 

在本节中，我们将介绍一种基于量子 Bernoulli 泛函的磁量子游荡模型。在下文中，我们假设 0n ≥ 是

一个给定的非负整数，并继续使用第 2 节中的假设和符号。 

3.1. 磁位移算子 

在量子力学中，位移算子(也称为平移算子或位移算符)是一个重要的工具，用于描述量子态在空间中

的平移操作，在量子游荡中的应用尤为关键。通过位移算子，可以将一个量子态在不改变其内部性质(如
动量分布或相位)的前提下从一个位置移动到另一个位置，例如，在一维离散量子游荡中，位移算子可以

将量子态从一个格点移动到相邻格点。 
定义 3.1. 对所有的 0n ≥ ， ( ),nΓ n 是以  nΓ 为顶点集，   n 为边集的图，其中 

{ } ( ){ }, , ,  ,  # 1 ,n nσ τ σ τ τ σ τ= ∈Γ ∈Γ ∆ =n                         (3.1) 

这里的 ( ) ( )  \ \σ τ σ τ τ σ∆ = ∪ ， ( )# σ τ∆ 是指集合σ τ∆ 的基数。 
我们可以在图 ( ) ,nΓ n 上引入如下邻接关系：对任意的两个点   ,σ τ ，若 ( )# 1σ τ∆ = ，那么这两个点邻

接，用    σ τ∼ 表示。通过上面介绍的邻接关系， ( ) ,nΓ n 变成了一个有限图，如[8]所示， ( ) ,nΓ n 实际上

是一个 ( )1n + 正则图，与 ( )1n + 维超立方体同构。 
推论 3.1. 设σ 是图 ( )nΓ ,n 的顶点，即 nσ ∈Γ ，则该结论成立：当    k σ∈ 时， ( )  \ kσ σ∼ ；当    k σ∉ 时，

( )   kσ σ∼ ∪ 。 
定义 3.2. 对于任意的   , nσ τ ∈Γ ，函数 [ ] : ,n nθ π πΓ ×Γ → − 满足 ( ) ( )  , ,θ σ τ θ τ σ= − 被称为    nΓ 上的磁势

[13]。 
显然，通过定义 ( ) ( )0 , 0θ σ τ = ，可以得到  nΓ 上的磁势 ( )0 θ ，也可以证明    nΓ 上确实存在一个非平凡的

磁势。在下文中，除非另有说明，否则我们始终假设    θ 是 nΓ 上的给定磁势。我们定义： 

{ } { }( )\, ,  ,k n nk k kθ θ= ∈                               (3.2) 

{ }\n k 是集合    n 和 { }  k 的差集。 
命题 3.1. 对于所有的    nk∈ ，存在一个  n 上的自伴酉算子 ( ) ( )*  e ek ki i

k k k
θ θ θ−Ξ = ∂ + ∂ ，同时有 

( ) ( )*    k k
θ θ Ξ = Ξ  以及 ( ) 2

   k Iθ Ξ =  n
，此处    In

是  n 上的单位算子。 
证明. 根据 ( )  k

θΞ 的定义有 

( ) ( )* ** *e e e e ,k k k ki i i i
k k k k k k
θ θθ θ θ θ− −   Ξ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂ = Ξ    

另一方面，我们可以直接计算得到 

( ) ( ) ( )2 2 22* * * *e e e e .k k k ki i i i
k k k k k k k k k Iθ θ θ θ θ− −   Ξ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ =   n

 

显然我们得到了 ( )Ξk
θ 是自伴算子的结论。 

定理 3.1. 对于给定的    , nσ τ ∈Γ ，当且仅当存在唯一的    nk∈ 使得  σ τ∼ ，此时有 

( ) ( )( ) ( )*e e 1 1 e 1 e .k k k ki i i i
k k Z k k Zθ θ θ θ

σ σ σ τ
− − ∂ + ∂ = − +                     (3.3) 

证明. 假设    σ τ∼ ，则有 ( )# 1σ τ∆ = ，因此存在一个唯一的    nk∈ ，使得 

{ }kσ τ∆ = ，这意味着 kτ σ= ∆ 。根据 ( )  k
θΞ 的性质以及式(2.8)和(2.9)，我们有 
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( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

* *

\

\

e e e e

  e 1 1 e 1

1 1 e 1 e

  1 1 e 1 e

k k k k

k k

k k

k k

i i i i
k k k k

i i
k k

i i
k k

i i
k

Z Z Z

k Z k Z

k Z k gZ

k k Z

θ θ θ θ
σ σ σ

θ θ
σ σ σ σ

θ θ
σ σ σ σ

θ θ
σ σ σ

− −

−
∪

−
∪

−
∆

∂ + ∂ = ∂ + ∂

= − +

= − +

 = − + 

                 (3.4) 

与 kτ σ= ∆ 一起得出(3.3)。现在，假设存在一个唯一的    nk∈ ，使得(3.3)成立。然后，根据式(3.4)，
我们发现 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 e 1 e 1 1 e 1 ek k k ki i i i
kk k Z k k Zθ θ θ θ

σ σ τ σ σ σ
− −

∆     = − + − + , 

这意味着 kτ σ= ∆ ，因此 ( )# 1σ τ∆ = ，即  σ τ∼ 。 
注记 3.1. 文[8]解释了和算子 ( )*?

k k∂ + ∂ 是一个自伴的酉算子，并且作为图 ( ) ,nΓ n 上的位移算子的事

实。请注意，本文定义的算子 ( ) ( )*  e ek ki i
k k k
θ θ θ−Ξ = ∂ + ∂ ，根据命题 3.1 和定理 3.1，我们可以将 ( )

k
θΞ 解释为

图 ( )   ,nΓ n 上的磁位移算子。 

3.2. 磁量子游荡的定义 

在本小节中，我们将给出基于 Bernoulli 噪声方法的磁量子游荡的定义。在本小节中，我们假设 c 是

一个有限维复 Hilbert 空间， dim 1n≥ +c 。此外，我们为 c 固定了一个正交基 { }   0 1i ce i≤ ≤ − 。我们

将 c 作为模型磁量子游荡模型的硬币空间。 
设 { } 0kC k n= ≤ ≤ 是 Hilbert 空间c上的一个有界算子系，并且满足条件： 
(1) 0   n

kk C
=∑ 是c上的酉算子； 

(2) * *  0,  ,  0 ,j k j kC C C C j k j k n= = ≠ ≤ ≤ 。 
则称 { }   0kC k n= ≤ ≤ 是 Hilbert 空间  c上的一个硬币算子系，同时有以下结论成立： 

( ) ( ) ( )( )* *
0 0  ,n n

k k k kk kC C C C I
= =

= =∑ ∑ c
                       (3.5) 

这里 Ic
是c上的单位算子。 

回忆之前的内容， n 是的 ( )2 1n + 维子空间，其正则 ONB 为 { }Zσ σ= ∈ΓZ ，详见第 2 节。请注

意，这个正交基仅由图 ( ) ,nΓ n 的顶点集索引。因此，   n 可以作为图 ( ) ,nΓ n 上量子游荡的位置空间，

基于这个结论，我们将 n 作为我们的磁量子游荡模型的位置空间。自然的，张量空间 ⊗ n c 充当我们

的游荡模型的状态空间。我们分别用 ,⋅ ⋅ 和 ⋅ 表示  ⊗ n c 的内积和范数，{ } ,0 1i n cZ e iσ σ⊗ ∈Γ ≤ ≤ −

作为空间 ⊗  n c 的标准正交基。 
定理 3.2. 令 { } 0kC k n= ≤ ≤ 是空间c上的硬币(coin)算子，那么空间   ⊗ n c 上的一个酉算子    CU θ

定义如下：  

( )*
0 e e ,k kk i i

C k k knU Cθ θθ −
=

= ∂ + ∂ ⊗∑                             (3.6) 

这里 { } { }( )  , ,\k n nk k kθ θ= ∈  。 
证明. 根据 3.1 节中证明的算子 ( ) ( )*  e e:  k ki i

k k k
θ θ θ−Ξ ∂ + ∂= 的性质

2*  e e ,  0k ki i
k k I k nθ θ− ∂ + ∂ = ≤ ≤  n

以及式

(3.5)，我们有 
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( ) ( ) ( )

( )( )

*
* * *

0 0

2* *

0

*

0

e e e e

e e

,

k k k k

k k

k k
i i i i

C C k k k k k k
n n

k
i i

k k k k
n

n

k k
k

U U C C

C C

I C C

I I

I

θ θ θ θθ θ

θ θ

− −

= =

−

=

=

   
= ∂ + ∂ ⊗ ∂ + ∂ ⊗   
   

= ∂ + ∂ ⊗

= ⊗

= ⊗

=

∑ ∑

∑

∑ 

 

n

n c

 

此处    In
和  Ic

分别是空间   In
和  Ic

上的单位算子。 
接下来，我们要给出磁量子游荡模型的精确定义。我们总是假设 { }   0kC k n= ≤ ≤ 是空间 c 上的固

定硬币(coin)算子系统。我们将由(3.5)给出的 ⊗ n c 上的酉算子    CU θ 称为与硬币算子系统  相关的磁演

化算子。 
定义 3.3. 基于量子 Bernoulli 噪声的磁量子随机游荡是定义在带磁场    θ 的有限维超立方体 ( )  ,nΓ n 上

的离散时间量子随机游荡，其主要性质如下： 
(1) 该游荡模型的态空间为    ⊗ n c ，其中c作为硬币(coin)空间用来描述游荡者的内部自由度，n

作为位置(position)空间用来描述游荡者的位置； 
(2) 该游荡模型的态由 ⊗ n c 上的单位算子表示，时间演化方程为 

( ) ( ) ( )
1 , 0t tU tθ θ θ
+Ψ = Ψ ≥ ,                               (3.7) 

这里 ( )  t
θΨ 表示   0t ≥ 时刻的态； 

(3) 时刻 0t ≥ 在位置   nσ ∈Γ 上发现游荡者的概率 ( ) ( )0tP θ σ Ψ 表示为 

( ) ( ) ( )
1

0 ?
0

  , ,
d

t i t
i

P Z eθ θ
σσ

−

=

Ψ = ⊗ Ψ∑
c

                            (3.8) 

其中 0 Ψ 为给定的初始态。 
注记 3.2. 正如[8]中所指，当初始状态满足一些温和条件时，与磁场耦合的离散时间量子游荡也可以

在超立方体上产生均匀测度作为其平稳测度。 
下面，我们提供了一个简单的例子来验证该结果的合理性和正确性。 
考虑超立方体 ( )1? 1  ,Γ  ，它与二维超立方体同构，在这种情况下，磁量子游荡的位置空间为 

{ }1 1  span Zσ σ= ∈Γ ，这里 { } { } { }{ }1  , 0 , 1 , 0,1Γ = Φ 。 
我们定义一个函数 [ ]2 2  : ,ψ π πΓ ×Γ → − 为 

( )

{ } { }

{ } { }

2 2

2 2

2 ,       , \ ,
3
2, ,    \ , ,
3

0,          otherwise

k k k

k k k

π σ τ

πψ σ τ σ τ

 = = ∈

= − = = ∈




 

   

显然，    ψ 是超立方体 1 Γ 上的磁势，它不同于零磁势 ( )0θ 。 
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例 3.1. 取 4 作为硬币空间，即 4=c ，则有 4 上的一个硬币算子系 { }0 1,C C= ： 

0 1

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

,  .
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

C C

   
   
   = =
   −
   

−   

 

此时，磁量子游荡的态空间为 4
1  ⊗ ，磁演化算子  Uψ

为以下形式： 

( ) ( )0 0 1 1* *
0 0 0 1 0 1e e e ei i i iU C Cψ ψ ψ ψψ − −= ∂ + ∂ ⊗ + ∂ + ∂ ⊗ , 

其中 ( ) ( )0 1
2 2  0,1 ,  1,0
3 3
π πψ ψ ψ ψ= = = = − ，加权求和算子为 

( )
{ }
( )

0 1 0 10

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

,  ,
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

C C C C∅

−   
   −   Λ = − − = Λ = − =
   
   
   

   

{ }
( )

{ }
( )

0 1 0 11 0,1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

,  .
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

C C C C

−   
   −   Λ = − + = Λ = + =
   − −
   

− −   

   

通过仔细计算，可以得到酉算子的谱： 

{ }
( )( ) { }

( )( ) { } { }
( )( ) { }

( )( ) { }0,1 0 1Spec Λ Spec Λ   1, 1 ,  Spec Λ 1,  Spec Λ   1 .∅ = = − = = −     

这些算子的特征向量 { } { } { }0 1 0,1  , , ,ϕ ϕ ϕ ϕ∅ 分别由下式给出： 

{ }

T T

0
1 1 1 10,0, , ,  0,0, , ,
2 2 2 2

ϕ ϕ∅
−   = =   

   
 

{ } { }

T T

1 0,1
1 1 1 1, ,0,0 ,  , ,0,0 .
2 2 2 2

ϕ ϕ −   = =   
   

 

我们可以得到： 

{ } { } { }
2 2 22

0 0 1 0,1 4.A ϕ ϕ ϕ ϕ∅= + + + =
   c c c c

 

显然， 0 ξ 是单位向量，它是离散时间磁量子游荡的初始态，对于每个 1 τ ∈Γ ，我们有 

( )

3

0
0

1, ,
2j j

j
Z e eψ

τ τ τφ ξ ϕ
=

= ⊗ =∑  

这意味着 ( )
τ τ τ τφ λ φΛ =

，即   τφ 是 ( )  τΛ

的特征向量，    τλ 是相应的特征值。 

显然，对于
1 21 2 1, , τ ττ τ λ λ∈Γ ≠ 且 1 2τ τ≠ ，有 

( ) ( )0 1
1lim , .
4TT

θµ σ ξ σ
→∞

⋅ = ∀ ∈Γ  

至此，我们在 Bernoulli 泛函的框架下提出了一个离散时间磁量子游荡模型，通过在 Bernoulli 泛函上

引入磁位移算子，然后使用它们来构造磁演化算子从而构建最终模型。 
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在一般量子游荡的基础上加入磁场，可以引入额外的物理效应和调控手段，从而扩展量子游荡的应

用范围和性能。磁场可以诱导拓扑相变，使量子游荡具有拓扑保护特性。这种特性对噪声和扰动具有鲁

棒性(robustness)，适用于量子计算和量子信息处理。拓扑非平凡的情况下，磁场驱动的量子游荡可以支持

边缘态，这些态局域在系统的边界，具有独特的物理性质。 
我们将进一步研究该磁量子游荡模型的概率分布公式，挖掘当该游荡的初始状态满足一些温和条件

时，其概率分布与磁势的关系。探究磁场是否可以改变量子游荡的扩散速度和干涉模式，从而优化量子

搜索算法的效率。 
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