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摘  要 

针对一类一维非线性变分波动方程初值问题，应用特征线法和能量估计方法证明了即使初始能量任意小，

经典解也会在有限时间内发生爆破。该模型源于受电场影响的向列相液晶体的研究。 
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Abstract 
We consider the initial value problem for a class of one-dimensional nonlinear variational wave 
equations. The method of characteristics and energy estimate is used to prove that the classical so-
lutions will blow up in finite time even if the initial energy is arbitrarily small. This model is derived 
from the study of the nematic liquid crystals affected by electric fields. 
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1. 引言 

液晶作为液体和晶体的中间状态而存在，它像液体一样流动，同时又具备晶体的某些有向结构特性。

根据分子排列的形式和有序性的不同，液晶分为三种类型：向列相、近晶相和胆甾相。其中，向列相是

最简单的液晶，它的棒状分子质心位置分布杂乱无章，但是分子整体取向一致，其长轴大致平行。在外

力作用下很容易流动，被广泛应用于液晶显示器、生物芯片和柔性电子材料等领域。因此，对刻画向列

型液晶分子运动的数学模型的研究具有重要理论意义和现实应用价值。 
液晶材料的分子取向对磁场、电场和表面结构等微弱的外部刺激高度敏感，从而导致材料性质发生

改变，随着分子局部方向的变化，材料中经常出现缺陷或者奇点。孙新涛等[1]指出，当向列相液晶受外

加电场作用时，如果液晶材料含有杂质或带电粒子，或者外加电场很强，液晶材料会发生强烈的电光效

应，此时讨论向列相液晶棒状分子方向向量是很困难的。实际应用中采用高纯度绝缘材料和较弱电场，

此时液晶发生简单的展曲、扭曲或弯曲形变，棒状分子的方向向量由电场对液晶分子施加的转矩和形变

转矩的平衡来确定。本文正是基于这个基本原理建立数学模型来讨论一定弱电场作用下向列相液晶的分

子运动情况，从而建立一类变分波动方程经典解的爆破条件，为之后的实际应用和数值模拟做准备。 
Hunter 等[2]指出，向列液晶体的 Frank-Oseen 势能密度为 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 21 1 1, ,
2 2 2

W α β γ∇ = ∇⋅ + ⋅∇× + × ∇×n n n n n n n                    (1) 

其中 , ,α β γ 是液晶体的正弹性常数，分别代表展曲，扭曲和弯曲。当向列相液晶处于一定弱电场中时，

引入电能密度为 ( )2
elecW gλ= n ，其中 λ 为介电常数， n是单位向量，表示向列相液晶棒状分子的长轴取

向(后面简称“方向 n”)， ( )g n 与方向 n有关，见[3]。由最小作用原理 

( ) ( )21 , d d 0,      1
2 t t W g tδ λ ∂ ⋅∂ − ∇ − = ⋅ = 

 ∫ n n n n n x n n                   (2) 

可知，当方向 ( ) ( )( )cos , , sin , , 0u x t u x t=n 时(这里，因变量 1u∈ 表示方向 n与 x 轴的夹角，( ),t x 分

别是时间自变量和空间自变量)，Euler-Lagrange 方程为 

( ) ( ) ( )3 0,
2tt x x

u c u c u u u uλ
− + + =                           (3) 

其中波速 ( )2 2 2sin cosc u u uα γ= + 。这就是本文研究的一维非线性变分波动方程。 
当 0λ = 时，方程(3)是最简单的一维变分波动方程 

( ) ( ) 0,tt x x
u c u c u u− =                                 (4) 

见[4]。假设波速 c 是严格正函数，Glassey 等[5]最早使用特征线证明了方程(4)对于一般的光滑初值不存

在整体光滑解；Duan 等[6]将[5]中的结果拓展到多维。这种正则性的缺失迫使研究者放弃经典解而去考虑

弱解。Zhang 等[7] [8]和 Bressan 等[9]系统地研究了方程(4)耗散型弱解的整体存在性。Bressan 等[10]-[12]
用能量坐标法证明了方程(4)守恒型弱解的存在唯一性以及其他相关的性质。近年来，Song [13]利用[5]的
方法证明了一维变分 Sine-Gordon 方程光滑解的爆破；Qin 等[14]进一步证明了多维 Sine-Gordon 方程在

特定初值下的光滑解在有限时间内爆破。最近，在不假设双曲方程的波速 c 是一个正函数的情况下，Hu 
[15]证明了一维非线性退化双曲抛物耦合系统对于任意小的初始能量，光滑解在有限时间内发生爆破。更
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多爆破结果见文献[16] [17]。本文将研究受电场影响的向列相液晶的变分波动方程并证明其初值问题经典

解发生爆破的充要条件，为后续数值计算和弱解的研究奠定理论基础。 
本文假设 ( ) 2c u C∈ 满足 

( ) ( )0 1 10 , ,c c u c c u c′< ≤ ≤ ≤                           (5) 

这里 0 1, c c 是正常数。主要结论如下： 
定理 1 考虑一维非线性变分波动方程初值问题 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )( ) ( )

3

0
0

0,
2

0, ,

0, 0, 0, ,

tt x x

t x

u c u c u u u u

x xu x u

u x c u x u x

λ

εϕ
ε

ε

 − + + =  
 −  = +    


= − +

                          (6) 

其中 0 0, ,u x ε 均为正常数。假设 ( )0c u′ 为正常数且光滑函数 ( )zϕ 满足 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

1 01

0 0 0

26431,1 ,  max , 0 .c
ccz C

c u x x
ϕ ϕ

ε ε ε λ ε
   ′∈ − < < ′ −  

                (7) 

如果 ( ) [ )( )2, 0,u t x C T∈ × 是初值问题(6)的光滑解，那么对于任给的 0ε > ，存在足够小的正数 0ε ，

当 0ε ε< 时，T < ∞。 
本文使用[5] [6]的特征线法证明定理 1，具体而言，为方便假设特征线，需引入新变量，把二阶方程

转化为一阶方程组，将原经典解 ( ) [ )( )2, 0,u t x C T∈ × 在有限时间内爆破的问题转换为新变量沿特征线在

一定时间内爆破和有界的问题。其中，证明难点是 ( )c u′ 符号的控制。根据一阶方程组假设特征线得到特

征三角区域，在该区域内对能量方程积分得到新变量的估计，从而控制 ( )c u′ 沿某一条特征线恒正。 

2. 定理 1 的证明 

为了证明定理 1，首先引入新变量，将二阶方程转化成一阶方程组，将原初值问题(6)转换为新变量

的初值问题；其次，推导新变量满足的能量方程并建立能量估计；进一步，在特征三角区域对新变量进 

行估计从而控制 ( )c u′ 的符号；最后通过引理 1 证明初值问题(6)的光滑解在 0

1

xt
c
ε−

= 之前发生爆破。 

2.1. 变量变换 

引入新变量 

( ) ( )1 1: ,   : ,t x t xR u c u u S u c u u= + = −                             (8) 

则有 

( )
1 1 1 1, ,

2 2x t
R S R Su u

c u
− +

= =                                 (9) 

且初值问题(3) (6)等价于以下初值问题 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 3
1 1 1 1

2 2 3
1 1 1 1

,
4 2

,
4 2

t x

t x

c u
R c u R R S u u

c u

c u
S c u S S R u u

c u

λ

λ

′
∂ − ∂ = − − +

′
∂ + ∂






= − − +


                     (10) 
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( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

1

1

0, 0, ,

0, 2 0, 0, , 
x

x

R x u x

S x c u x u x

ε

ε

 =


= − +
                         (11) 

2.2. 能量估计 

考虑足够小的 0
0min ,

3
xcε  =  

 
，由于 ( ) ( )( )1 1,1cCϕ ⋅ ∈ − ，当 [ ]0 0\ ,x x xε ε∈ − + 时， 

( ) ( )1 10, 0, 0.R x S x= =                                 (12) 

将方程组(10)中第一个方程乘以 12R ，第二个方程乘以 12S ，然后相加，得到能量方程 

( )( )
4

2 2 2 2 2
1 1 1 1 0,

2t x
uR S u c u R Sλ

    ∂ + + + −∂ − =      
                  (13) 

定义能量函数 

( ) ( )
4

2 2 2
1 1: , d ,

2
uE t R S u t x xλ

∞

−∞

  
= + + +  

  
∫                        (14) 

则由(5) (6) (12)得初始能量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )

( )( ) ( )( )

0

0

4
2 2 2
1 1

22 2 0

2 4
0 0

0 0

1 22 2
1 11

0 0, 0, 0, 0, d
2

2 0,

1 d
2

2 d 2

2

x

x

uE R x S x u x x x

x xc u x

x x x xu u x

c z z M

ε

ε

λ

ε ε ϕ
ε

λ εϕ εϕ
ε ε

ε ε ε ϕ λ ε

ϕ

+∞

−∞

+

−

−

  
= + + +  

  
 −    ′= + − +      

  −   −     + + + +       
         

 ′≤ + + +  

′≤

∫

∫

∫

( ) ( ){ }2
22

0 1 0 1 22 2 : ,
L

z c c c M Mλ ε ε + + + = 

             (15) 

这里
[ ]

( )( ) ( )( )2 4
1 0 01,1

1max
2z

M u z u zεϕ εϕ
∈ −

 = + + +  
， 2M 为正常数。 

易得 ( )E t 与时间 t 无关，则有 

( ) ( ) 20 ,E t E M ε= ≤  

下面对方程(13)在特征三角区域积分。 
在 x 轴上取两点 ( ) ( )1 2,0 , ,0x x 且满足 1 20 x x< < 。过该两点定义两组特征线 

( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

1

2

d
, ,   0 ,

d
d

, ,   0 .
d

x t
c u t x t x x

t
x t

c u t x t x x
t

+
+ +

−
− −


= =


 = − =

                     (16) 

由(5)可知，如果
( )0 0

2 1
1

2c x
x x

c
ε−

− ≤ ，那么正特征线 ( )x t+ 和负特征线 ( )x t− 会相交于点 ( ),A Ax t 且有

1 2Ax x x< < ， 0

1
A

xt
c
ε−

< 。设特征线 ( ) ( ), x t x t+ − 与 x 轴所围区域为Ω ，如图 1 所示。 
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Figure 1. Characteristic plane 
图 1. 特征平面 

 
在区域Ω 上对方程(13)应用格林公式，可得： 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )1

2

4
2 2 2 2 2
1 1 1 1

4
2 2 2 2 2
1 1 1 1

4 4
2 2 2 2

1 1

2
1

, d d
2

, , , d , , , d
2

2 , d 2 , d
2 2

A

A

x
t

x x

x x

uR S u c u R S t x x t

uc u t x R t x S t x t R t x S t x u t x x

u uS u t x x x R u t x x x

R

λ

λ

λ λ

Ω

∂Ω

− +

    + + + − −      

   = − + + + +      
      

= + + + + +      
      

+ +

∫∫

∫

∫ ∫



( )2

1

4
2 2

1 0, d 0.
2

x

x

uS u x xλ
  

+ + =  
  

∫

 

则有 

( )( ) ( )( )

( )

2

1

2

1

4 4
2 2 2 2

1 1

4
2 2 2

1 1 2

, d , d
2 2 2 2

1 0, d .
2 2

A

A

x x

x x

x

x

u uS u t x x x R u t x x x

uR S u x x M

λ λ

λ ε

− +      
+ + + + +      

      
  

= + + + ≤  
  

∫ ∫

∫
             (17) 

在 x 轴上取点 ( )( )0 1 0 2,0x x x x< < ，定义特征线 ( ) 0

1

ˆ xx t t
c
ε −

< 
 

： 

( ) ( )( )( ) ( ) 0

ˆd
ˆ ˆ, ,  0 ,

d
x t

c u t x t x x
t

= − =                               (18) 

如图 1 所示。下面证明当 ε 足够小时， ( )( )( )ˆ, 0c u t x t′ > 。 
由定义(8)可知 

( )( ) ( )( )1

ˆd ,
ˆ, .

d
u t x t

S t x t
t

=                                   (19) 

对(19)从 0t = 到 0

1

xt
c
ε−

< 积分并应用(17)得 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )( )( ) ( )0

1
22

0 1 10 0

1
2 2 020

1ˆ
0 1 0 1

ˆ ˆ ˆ, 0, , d , d

ˆ , d .

t t

x

x t

u t x t u x S t x t t S t x t

M xx S t x x x
c c c c

τ τ

εε ε

− ≤ ≤

−−
≤ ≤

∫ ∫

∫
 

由于函数 ( ) 2c C⋅ ∈ ，因此，对于足够小的 0δ > ，当 ( )0,ε δ∈ 时，有 

( )( )( ) ( )( ) ( )0 00,
ˆ, 0.

2 4
c u x c u

c u t x t
′ ′

′ ≥ ≥ >                          (20) 

2.3. 光滑解的爆破 

引理 1 在定理 1 条件下，取
( )0 00

0 0 2
2 3 1 2 3

1min , , , ,
3 3 48

c u xxc
M M c M M

ε δ
′  =  

  
，其中 1

3 2
0 0

1 cM
c c

= + ，则当 0ε ε<

时，初值问题(10) (11)的光滑解 ( )( )1 ˆ,R t x t 在 0

1

xt
c
ε−

< 趋于正无穷，而光滑解 ( )( )1 ˆ,S t x t ，在区间 [ )0,T∗

0

1

xT
c
ε

∗

 −
< 

 
一致有界。 

证明：由(7) (11)及引理 1 条件可知 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

01
1 0 2 0 2 0

0 0 0

264max 3, 0, , 0,  1, 0, 0.cc R x R x S x
c u x xε λ

   < < > < ′ −  
 

第 1 步，证明 ( )( )1 ˆ,R t x t 在 0

1

0, xt
c
ε −

∈ 
 

恒成立。 

否则，由 ( )1 00, 3R x > 且函数 ( )( )1 ˆ,R t x t 在 0

1

0, xt
c
ε −

∈ 
 

光滑，设 0
1

1

0, xt
c
ε −

∃ ∈ 
 

使得 

( )( ) [ ]( )1
1 1ˆ, 0,R t x t C t∈ 且满足 ( )( )1 ˆ, 1R t x t > ， [ )10,t t∈ ， ( )( )1 1 1ˆ, 1R t x t = ，则由(5) (10) (20)有 

( )( )
( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

2
11

0 21
12

1 0

2 2 3
1 1

1

0 21

1 1

3

2
0

3
1

d 1 1
ˆd ,

1
16 4

1 .

2

6

2

21 4

4t RR t x t

c u c S
c c

c u
R S u

R

c u c S

u
c

c

u

u

u
R

u
c

u

λ

λ

λ

′
− − +

+

   
= −       

′  
≤ − + + 

 
′  

≤ +− + + 
 

                  (21) 

对(21)从 0t = 到 1t 积分并应用引理 1 条件得 

( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
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∫
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2 2 3 0 2 32
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这里 1
3 2

0 0

31: cM
c c

= + ，矛盾。因此 ( )( )1 ˆ, 1R t x t > 在 0

1

0, xt
c
ε −

∈ 
 

恒成立。 

第 2 步，证明 ( )( )1 ˆ,R t x t →+∞在 0

1

0, xt
c
ε −

∈ 
 

成立。 

对(21)从 0t = 到 0

1

xt
c
ε−

< 积分并应用引理 1 条件得 

( )( ) ( )
( ) ( )( )
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6

t
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x
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λ
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<
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 

 

令 0 0

1 1

0
2 3

x xt
c c
ε−
− + = ，得 0 0 0 0

1 1 1

5 3 5 3 3
6 6

x x x xt
c c c

ε ε ε ε− − + − −
= < = 。因此， 0 0

1 1

5 3
6

x xT
c c

ε ε
∗

− −
∃ = < ，使得当

0ε ε< 且 t T −
∗→ ， ( )( )1 ˆ,R t x t →+∞。 

第 3 步，证明 ( )( )1 ˆ,S t x t 在 [ )0,T∗ 一致有界。 
对于任意 [ )0,t T∗

∗∈ ，过曲线 ( )ˆx x t= 上的点 ( ),t x∗ ∗ 作正特征线： 

( ) ( )( )( ) ( ) 0
d

, ,  0 .
d
x t

c u t x t x x
t

= =


                               (22) 

对光滑解 ( )1 ,S t x 沿特征线 ( )x x t=  从 0t = 到 t t∗= 积分得 
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由 ( ),t x∗ ∗ 在曲线 ( )ˆx x t= 的任意性知，当 0ε ε< 时， ( )( )1 ˆ,S t x t 在 [ )0,T∗ 一致有界。 
综上，引理 1 证毕。 

由引理 1 以及(5) (9)可知，对于任给的 0ε > ，存在正数 0 0

1 1

5 3
6

x xT
c c

ε ε
∗

− −
= < 和足够小的正数
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( )0 00
0 0 2

2 3 1 2 3

1min , , , ,
3 3 48

c u xxc
M M c M M

ε δ
′  =  

  
，使得当 0ε ε< 且 -t T∗→ 时，有 u∇ → +∞。即当初始能量 ( )0E 任

意小时，初值问题(6)的经典解会在有限时间内发生爆破，定理 1 证毕。 
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