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摘  要 

针对一道数学分析中常见的一致收敛性题目，给出两种新的解法，构造出一套新的解题工具。 
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1. 引言 

函数列的一致收敛性是数学分析中的重要概念，对研究极限函数的连续性、可微性、可积性以及

如何计算它们的导数和积分具有重要的作用。常庚哲、史济怀编著的《数学分析教程》[1]，谢惠民编

著的《数学分析习题课讲义》[2]，以及佘志坤主编的《全国大学生数学竞赛解析教程》[3]等数学分析

类教材和辅导书中多次出现了这样一道一致收敛的题目，此题被广泛采用说明了其经典性，并且在难

度与深度上具有分析和探讨的价值。关于此题有多种解法，本文将给出三种证明，可供教师及考研学

生参阅。通过一题多解教学，可以有效拓宽学生解题思路，提升学生分析与解决问题的能力及创新意

识。 

2. 题目及解法 

试题 设{ }na 为单调下降的正数列且 lim 0nn
na

→∞
= ，证明：

1
sinn

n
a nx

∞

=
∑ 在 ( ),+−∞ ∞ 上一致收敛。 

证明 由{ }na 单调下降，lim 0nn
na

→∞
= ，可知 { }sup k

k n
ka

≥
为单调下降且有 { }lim sup 0kn k n

ka
→∞ ≥

= ，则对任意 0ε > ，

存在正整数 N ∈，使 n N> 时， { }sup k
k n

ka ε
≥

< 成立。 

要证明
1

sinn
n

a nx
∞

=
∑ 在 ( ),+−∞ ∞ 上一致收敛，根据函数项级数的周期性及奇偶性，等价于证明 

1
sinn

n
a nx

∞

=
∑ 在 [ ]0,π 上一致收敛。设 2m n≥ ≥ 且均为正整数，即 ( ), sin

m

n m k
k n

S x a kx
=

= ∑ 。 

根据 Cauchy 收敛原理，则需证明
[ ]

( ),
0,

lim sup 0n mn x
S x

→∞ ∈ π
= 。由于 

1 1cos cos
2 2sin sin

2 2

k x k x
xkx

   − − +   
   = , 

则有 

1

1

1

1 1cos cos
2 2sin

2sin
2

1 1 1cos cos cos
2 2 2

2sin 2sin 2sin
2 2 2
1 1 1cos cos cos
2 2

2sin 2sin
2 2

m m

k k
k n k n

m m

n k k
k n k n

m

n k k
k n

k x k x
a kx a x

n x k x k x
a a ax x x

n x k x k
a a ax x

= =

= + =

−

+
=

   − − +   
   =

     − − +     
     = + −

   − + +   
   = + −

∑ ∑

∑ ∑

∑

( )

1

1

1

1cos
2 2

2sin 2sin
2 2

1 1 1cos cos cos
2 2 2

2sin 2sin 2sin
2 2 2

m

m
k n

m

n k k m
k n

x m x
ax x

n x k x m x
a a a ax x x

−

=

−

+
=

   +   
   −

     − + +     
     = − − −

∑

∑
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考虑将区间 [ ]0,π 分成三部分进行估计： 0,
m

 
  

π
， ,

2m n
 π π 
  

， ,
2n
 π π  

。 

当 x 在 0,
m

 
  

π
中时，根据不等式 sin x x≤ ， ( )0,x∈ π ，可以得到 

( ) ( ) { } { }, sin sin sup sup
m m m

n m k k k k k
k n k nk n k n k n

S x a kx a kx x ka m n ka ka
m ≥ ≥= = =

= = ≤
π

π≤ − ≤∑ ∑ ∑ 成立。 

当 x 在 ,
2m n

 π π 
  

中时，考虑分段估计(这是因为 x 的取值范围下界不是无穷小)，记 N
x

 =   
π

，则有

1
2

n N m
x x x

≤ < − < ≤
π π

≤
π

， 2x x
N

≤
π
< ，根据不等式 sin x x≤ 与 Jordan 不等式

2sin x x≥
π

， 0,
2

x  π ∈ 
 

，

可得估计

 
( )

{ } { }

{ } ( ) { }

1

1

sin sin sin

sin
2

1 1cos cos
2 2

2 2sin
2

sup sup
2 sin

2
sup 1 sup

m N m

n m k k k
k n k n k N

N m

k k
k n k N

N

k m
k n

m
k k m

k n k n

k m k
k n k n

S x a kx a kx a kx

ka a kx
N

N x m x
ka a xN

aka ka ax x

ka ma ka

= = = +

= = +

=

≥ ≥

≥ ≥

= = +

π
≤ +

   + − +   π    ≤ +

π π
≤ + ≤ π +

≤ π + ≤ π +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

，

 

当 x 在 ,
2n
π π  

中，根据我们对
1

sinn
n

a nx
∞

=
∑ 的变形结合 Jordan 不等式，可以得到下面的估计式成立： 

( )

( )

( )

{ }

,

1

1

1

1

sin

1 1 1cos cos cos
2 2 2

2sin 2sin 2sin
2 2 2

1

2sin sin
2 2

2 2sup
sin

4

m

n m k
k n

m

n m k k
k n

m
n

n m k k
k n

n
n k

k n

S x a kx

n x m x k x
a a a ax x x

aa a a ax x

a na ka

n

=

−

+
=

−

+
=

≥

=

     − + +     
     ≤ + + −

 ≤ + + − = 
 

≤ ≤ ≤
π

∑

∑

∑
 

结合一开始得到的有关 { }sup k
k n

ka
≥

的估计：对任意 0ε > ，存在正整数 N ∈，使得 n N> ， { }sup k
k n

ka ε
≥

<

成立，可以得到
[ ]

( ) ( ) { },
0,

sup 1 supn m k
x k n

S x ka
π∈ ≥

≤ +π ，从而有 

[ ]
( ) ( ) { } ( ),

0,
sup 1 sup 1n m k

x k n
S x ka ε

π∈ ≥
≤ + π< +π , 
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即 

[ ]
( ),

0,
lim sup 0n mn x

S x
→∞ ∈ π

= , 

可得
1

sinn
n

a nx
∞

=
∑ 在 ( ),+−∞ ∞ 上一致收敛，得证。 

评注 该参考答案的证明是用 Cauchy 一致收敛准则来判定函数项级数的结果，所用的分析方法具有

一定特点，值得学习。一般参考书上基本都是采用此方法，将 x 分为三个区间进行估计，可以发现，此

方法技巧性较高，不仅证明过程繁杂，而且相对不容易思考，对学生解决问题的能力要求较高。 
以下两种新解法避开了将 x 分为三个区间讨论，主要利用 Fejér-Jackson 不等式、Dirichlet 判别法、

Euler-Maclaurin 公式等，对标准工具进行改造，给出问题的证明。 

3. 新解法 

接下来我们给出试题证明的新解法。 
思路 1 由题目可知{ }na 单调下降，但无法确定{ }nna 的单调性，可以先考虑新的函数项级数 

1
sinn

n
b nx

∞

=
∑ 的一致收敛性，其中 nnb 是单调递减趋于 0 的正项数列。由

1 1

sinsinn n
n n

nxb nx nb
n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ ，根据 nnb

单调递减趋于 0，考虑使用函数项级数 Dirichlet 判别法证明
1

sinn
n

b nx
∞

=
∑ 一致收敛，那么根据三角函数的周

期性以及奇偶性只要证明级数
1

sin
n

nx
n

∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致有界即可。 

证法 1 由
1 1

sinsinn n
n n

nxb nx nb
n

∞ ∞

= =

=∑ ∑ ，则根据 Dirichlet 判别法，只需证明
1

sin
n

nx
n

∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致有界

即可。 

为证明
1

sin
n

nx
n

∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致有界，先给出如下引理。 

引理 1 [4] (Fejér-Jackson 不等式)  设 ( )0,x∈ π ，n 是正整数，则有
1

sin 0
n

k

kx
k=

>∑ 。 

证明 记 ( )
1

sinn

n
k

kxf x
k=

= ∑ ，为求 ( )nf x 在 ( )0,x∈ π 上的极值点，考虑求 ( )nf x 的导数得 

( )
1
cos

n

n
k

f x kx
=

′ = ∑ ，根据和差化积公式， 

( )
1 1

1 12sin 2sin cos sin sin
2 2 2 2

1 1sin sin sin sin
2 2 2 2

n n

n
k k

x xf x kx k x k x

x xn x n x

= =

    ′ = = + − −        
   = + − = + −   
   

∑ ∑
 

得 

( )

1 1sin sin cos sin2 2 2 2
2sin sin

2 2

n

x n nn x x x
f x x x

  ++ − 
 ′ = = . 

可以发现 ( )nf x′ 的所有零点满足 ( )
2
n x k k= π ∈ 和 ( )1

2 2
n x k k+

= +
π

π ∈ 。 
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在 ( )0,π 上，将这些零点从小到大进行排序： 

2
2 3 4 20

1 1

n

n n n n n

π
π π π π

 
  < < < < π< < ≤

+ +
 . 

在 0,
1n


+
π 

 
 

上 ( ) 0nf x′ > ，即 ( )nf x 在 0,
1n


+
π 

 
 

上单调递增，而后每经过一次零点 ( )nf x′ 改变一次符

号，可以得到 ( )nf x 的所有极小值点为

2
2 4 2, , ,

n

n n n

 
 π 

π
π

 。 

下面用数学归纳法证明 ( ) 0nf x > 在 ( )0,π 上成立。 
(i) 当 1n = 时， ( )1 sinf x x= ，结论显然成立； 

(ii) 假设对任意 1n − ，其中 2n ≥ 时 ( )1 0nf x− > 成立，注意到，对 1,2, ,
2
nj  =   

 ，有 

1 1
2 2 2 2sin 0n n n

j j j jf f n f
n n n n− −

   = + ⋅ = >   
  

π π π π   
  




  
成立，归纳完毕，从而 ( ) 0nf x > 在 ( )0,π 上恒成立。 

下面回到证明
1

sin
n

nx
n

∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致有界。 

设 ( )0,x∀ ∈ π ，存在与 x 无关的 0M > ，对 n∀ ∈，使得
1

sinn

k

kx M
k=

≤∑ 。 

(i) 当 2 2n
x

≤
π
时，由 sin t t≤ ，有

1 1

sin 2 2
n n

k k

kx kx nx
k k= =

≤ π= ≤∑ ∑ 。 

(ii) 当 2 2n
x

>
π
时，取定 m 使得 m 满足： ( )2 1mx m x≤ ≤ +π ，这里m n≤ ，则 

1 2
1 1 1

sin sin sinn m n

k k k m

kx kx kx I I
k k k= = = +

= + = +∑ ∑ ∑ ，由于 sin t t≤ ， 1
1

sin 2
m

k

kxI mx
k=

≤ π= ≤∑ ，记 ( )
1
sin

n

n
k

S x kx
=

= ∑ ，由

Abel 变换值 

( ) ( ) ( )

( )

1

2
1 1

1

1

sin 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1sin sin

2 2
1 1 1 1 1 2

1 1sin 1 sin
2 2

n n
n m

k
k m k m

n

k m

S x S xkxI S x
k k k n m

x xk k n m

x xm n n m m

−

= + = +

−

= +

 = = − + − + + 
   ≤ − + −   + +   

    = − + − =    + +     +

∑ ∑

∑  

而在 0,
2

 
 
 

π
，有

2sin x x≥
π

成立，则
( )1

sin 2
1

n

k m

kx
k m x= +

≤
+
π∑ ，从而可得

( )1

sin 2 2 2
1

n

k

kx mx
k m x=

≤ + ≤
+
π

π∑ ，

故综上对任意 n∈，
1

sin 2 2
n

k

kx
k=

≤ π∑ ，则
1

sin
n

nx
n

∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致有界。 

下证
1

sinn
n

a nx
∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致收敛：取定所有 nb 满足 n na b≥ ，由于 na ， nb 均有界且 ( )lim 0n nn

a b
→∞

− = ，

则对任意 0ε > ，存在 1N ∈，使得当 1n N> 时，有 n na b ε− < 。设其公共上界为 A， ( )lim 0n nn
n a b

→∞
− = ，
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则 ( ){ }sup k k
k n

k a b
≥

− 单调递减趋于 0，即对任意 0ε > ，存在 2N ∈，使得当 2n N> 时，有 ( ){ }sup k k
k n

k a b ε
≥

− < 。

若
1

sinn
n

b nx
∞

=
∑ 在 [ ]0,π 上收敛于 ( )f x ，问题转化为 ( )

1
sinn n

n
a b nx

∞

=

−∑ 在 ( )0,π 上一致收敛问题。 

对区间 ( )0,π 分段为 0,
n

 
  

π
和 ,

n
 


π


π ，并取 { }1 2max ,N N N= 。 

若 x 在 0,
n

 
  

π
中时，可以得到 

( ) ( )
2

1
1 1

2sin
N N

k k k k
k k

ANI a b kx N a b
n n= =

π
= − ≤ − ≤∑ ∑ , 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }2
1 11 1 1

sin sup sup
n n n

k k k k i i i i
i N i Nk N k N k N

I a b kx k a b i a b i a b
n n ≥ + ≥ += + = + = +

π
= − ≤

π
π− ≤ − ≤ −∑ ∑ ∑  

若 x 在 ,
n
π π 

 
中时，要证 ( )

1
sinn n

n
a b nx

∞

=

−∑ 在 ( )0,π 上一致收敛等价于 x 在 ,
n
 


π


π 中有 

( )lim sin 0k kn k n
a b kx

∞

→∞ =

− =∑ 。 

分析可得， 

( ) ( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ } ( ){ }

1

1

1 1 1sin sin sup sin

1 sup sup sup
2 sin

2
1cos co

1 2sup sup sup
2sin

2

k k k k i i
i kk n k n k n

i i i i i i
i n i k i kk n

i i i i i i
i n i k i k

k a b kx k a b kx i a b kx
k n n

i a b i a b i a bxn

n x
i a b i a b i a bxn

∞ ∞ ∞

≥= = =

∞

≥ ≥ ≥ +=

≥ ≥ ≥ +

⋅ − ≤ − ≤ −

  ≤ − + − − −    

 − 
  = − − − − − 
 

∑ ∑ ∑

∑

( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }
( ){ }

1

1

1

1s
2

2sin
2

1 sup sup sup
2 sin

2
sup sup

sup
2sin

2

k n

i i i i i i
i n i k i kk n

i i i i
i n i N

i i
i N

k x

x

i a b i a b i a bxn

i a b n i a b
i a bx nn

∞

=

∞

≥ ≥ ≥ +=

≥ ≥ +

≥ +

 + 
 

  ≤ − + − − −    

− −
= ≤ ≤ −

∑

∑

 

从而可以得到 x 在 ,
n
 


π


π 上有 ( )lim sin 0k kn k n

a b kx
∞

→∞ =

− =∑ 成立。 

综上可知 ( )
1

sinn n
n

a b nx
∞

=

−∑ 在 ( )0,π 上一致收敛到 ( )g x 。由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

1

sin sin sin

sin sin

sin

n n n

k k k k
k k k

n n

k k k
k k

n

k k
k

a kx f x g x a b kx b kx f x g x

b kx f x a b kx g x

a b kx g xε

= = =

= =

=

− − = − + − −

≤ − + − −

≤ + − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑
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成立，可得
1

sinn
n

a nx
∞

=
∑ 在 ( )0,π 上一致收敛，从而证毕。 

评注 解法 1 根据 Dirichlet 判别法，利用正弦函数的周期性以及奇偶性证明级数在 ( )0,π 上一致有界

即可。为此使用 Fejér-Jackson 不等式，先证明了条件更强的命题，再利用其结果对原命题的函数项级数

进行逼近从而完成了证明。证明过程简洁明了，这也从侧面说明了加强基础知识的掌握有利于提高学生

知识灵活运用能力，也是我们大学数学学习应该努力的方向。 
思路 2 上述解法使用 Dirichlet 判别法、Fejér-Jackson 不等式提高了证明的简洁性。下面我们考虑构

造一种新的加强工具，对标准工具 Dirichlet 判别法进行改造，主要的工具是 Euler-Maclaurin 求和公式，

使其能够应用的级数更加广泛，此工具在解题中有广泛而深刻的应用，值得研究和推广。为此我们先给

出引理 2。 

引理 2 [5] (Dirichlet 判别法) { }na 单调趋于 0， ( )
1

n

i
i

b x
=
∑ 有界，则 ( ) ( )

1
n n

n
a x b x

∞

=
∑ 收敛。 

渐近估计语言叙述：对 x D∀ ∈ ，有 ( ) ( )1na x o= n →∞，且 ( ) ( ) ( )
1

1
N

n N
n

b x B x O
=

= =∑ ，N →∞，设{ }na

单调递减，则有 ( ) ( )1 0k ka x a x+− ≥ 。 

证明 A-D 判别法：根据 Abel 变换，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 2

1 1 1
2 2

1 1

1
1 1
1

1
1

n n

k k k k k
k k

n n

k k k k
k k

n n

k k k k n n
k k
n

k k k n n
k

a x b x a x b x a x B x B x

a x b x a x B x a x B x

a x B x a x B x a x B x

a x a x B x a x B x

−
= =

−
= =

− −

+
= =

−

+
=

= + −

= + −

= − +

= − +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

 

先分析满足 Dirichlet 判别法条件的 ( )na x 和 ( )nb x ，因 ( ) ( )1na x o= ( ) ( )1NB x O= ，可得 

( ) ( ) ( )1n na x B x o= ；另一方面，因 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 1
1 1

1
n n

k k k k k n
k k

a x a x B x M a x a x M a x a x O
− −

+ +
= =

− ≤ − = − =∑ ∑ , 

可以知道， ( ) ( )( ) ( )
1

1
1

n

k k k
k

a x a x B x
−

+
=

−∑ 在 x D∈ 上绝对收敛，从而 ( ) ( )
1

n n
n

a x b x
∞

=
∑ 在 D 上一致收敛。 

分析可知，只需 ( ) ( )lim 0n nn
a x B x

→∞
= 即可，而 ( ) ( )1NB x O= 条件太强，只要有 ( ) ( )( )( )a

N NB x O a x
−

= ，

其中 ( )0,1a∈ ，就能使 ( ) ( ) ( )( )1lim lim 0
a

n n nn n
a x B x M a x

−

→∞ →∞
= = ；另需 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1
1 1 1

~ 2
n n na a

k k k k k k k
k k k

a x a x B x a x a x a x a x
− − −− −

+ +
= = =

− − ≤∑ ∑ ∑  

是绝对收敛的，可知 ( )
1

1
n

a

a x O
n

α
−

 
 =
 
 

，其中， 0α > 且有 1
1 a
α

>
−

，就可以满足要求。而这里我们加

强了 ( )na x ，此时， ( ) 1
a

a
nB x O n

α
−

 
=  

 
， 0

1
a

a
α

>
−

，我们便加强了 Dirichlet 判别法，再利用这个改进版本进

行证明。
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证法 2 由于 lim 0nn
na

→∞
= ，可得 ( )1

na o n
n

 = →∞ 
 

，即
1

na O
nα

 =  
 

，其中 1α > 。只需 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )a a
n nB x O a x O n O n O nβ α β−

= = = = 即可，考虑对 ( ) ( )
1

k

k i
i

B x b x
=

= ∑ 使用欧拉–麦克劳林公式

(Euler-Maclaurin formula)进行估计： 

( )

[ ]

( )

1

1 1

1 1

1

1 1

0
1

sin

sin sin 1sin d cos d
2 2

cos cos sin sin 1 cos d
2 2

cos cos sin sin 1 cos d
2 2

cos cos sin sin
2

N

N
n

N N

N k

k
k

N

k

B x nx

x Nxxt t x t t xt t

x Nx x Nx x t k xt t
x

x Nx x Nx x t x t k t
x

x Nx x Nx t
x

=

− +

=

−

=

=

+  = + + − − 
 

− +  = + + − − 
 

− +  = + + − + 
 

− +
= + + −

∑

∫ ∫

∑ ∫

∑ ∫

( )

( ) ( )

( )

1 1

0
1

1 1

0
1

1 1

0
1

1 dsin
2

sin 1 sincos cos sin sin sin d
2 2

cos cos sin sin sin sin 1 d cos
2 2

cos cos sin sin sin sin cos cos
2 2

sin

N

k

N

k

N

k

x t k

k x kxx Nx x Nx x t k t
x

x Nx x Nx Nx x x t k
x x

x Nx x Nx Nx x Nx x
x x

−

=

−

=

−

=

  + 
 

+ − − +
= + + − + 

 
− + −

= + + + +

− + − −
= + + +

=

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

Nx

 

从而估计得到 ( ) ( )NB x O N= 相当于 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )a a
n nB x O a x O n O nα β−

= = = 1β = 的情况，从而满足

改进后的 Abel-Dirichlet 判别法的条件，可知
1

sinn
n

a nx
∞

=
∑ 在 ( ),−∞ +∞ 上一致收敛，得证。 

评注 解法 2 通过改进 Dirichlet 判别法从而达到简化前述方法中逼近的过程，进而思考出了这套新的

工具。主要用到的工具是 Euler-Maclaurin 求和公式，对于光滑函数的和而言这是标准的工具，不过这个

工具也是有局限的，因为有时候往往只能得到精度在 ( )1O 级别的估计，而对于判定是否条件收敛这种需

要 ( )1o 级别的估计问题是不合适的，这也是为什么绝对收敛判定起来更容易，因为判定绝对收敛只需要

( )1O 精度。 
笔者认为当标准工具达到能力的极限范围时，如何思考标准工具诞生的想法，从而改造标准工具以

应对更复杂的数学问题是解题中最基本、最重要的能力之一。因为标准工具能直接解决的问题往往相对

来说比较基础，难度较大问题都需要改造甚至创造新工具才能得到解决。 

4. 总结 

本文介绍了级数收敛性问题的三种解法。原解答是用 Cauchy 一致收敛准则来判定函数项级数的经典

性结果，其中所用的分析方法具有一定特点，值得学习，但此方法技巧性较高，证明过程繁杂。解法 1 使

用函数项级数 Dirichlet 判别法与 Fejér-Jackson 不等式证明一致收敛，提高了证明的简洁性。解法 2 通过

改进 Dirichlet 判别法从而达到简化解法 1 的逼近过程，本研究方法为笔者思考出的一套新的解题工具，

当我们思考数学问题时往往涉及到对标准工具的改造，如果仅仅会使用标准工具的结论，其实是没有办

法独立解决有价值的数学问题，笔者通过对 Dirichlet-Abel 判别法的改进，希望能给学生在学习一致收敛

性及判别法中提供一种新的思路。 
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