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摘  要 

熵数作为衡量函数空间复杂性的核心工具，在人工智能、控制论和科学计算等领域具有重要意义。本文

基于已有研究，构建了加权带有限函数空间，采用离散化方法，探讨了加权带有限函数空间在一致框架

下的熵数问题，并进一步估计出一致框架下熵数的精确渐近阶，即设 
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Abstract 
Entropy numbers, as a core tool for measuring the complexity of function spaces, play a significant 
role in fields such as artificial intelligence, cybernetics, and scientific computing. Based on existing 
research, this study constructs weighted band-limited function spaces and employs discretization 
methods to investigate the entropy numbers of these spaces in uniform setting. Furthermore, the 
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exact asymptotic order of the classical entropy number of the weighted band-limited function spaces 

is estimated, specifically: If   , , ,  
 
 
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1. 引言及主要结论 

本节主要介绍本文研究的函数空间——加权带有限函数空间及其主要性质。下面介绍一些预备知识。 
首先介绍 pL 空间和 p 空间。 
令1 p≤ ≤ ∞， ( )pL 

为定义在实数


上的 p-次幂可积的经典 Lebesgue 空间，并赋经典范数 ( )pL⋅ 

。

记 ( )p Ω

为Ω 上的 p-次幂可和经典实序列空间， ( )p Ω
⋅


表示其经典范数，其中 { }0, , , +Ω∈    

，特别

地， p 表示为 ( )p 

，
p
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表示 ( )p
⋅
 
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现在介绍带有限函数空间。 

设 0σ > ，令 ( )g z 为定义在复数域上的整函数，若对 0ε∀ > ，存在仅与 ε 有关的正常数 ( )A A ε= ，

使得 

( ) ( )( )exp , ,g z A Z zσ ε≤ + ∀ ∈  

即 ( )g z 称之为指数σ -型整函数。用 Bσ 表示限制在上为有界的所有指数 σ-型整函数的集合。 
给定的1 , 0p σ≤ ≤ ∞ > ，令 ( ) ( ) ( ), p pB LBσ σ=   

， ( ), pBσ 

称之为带有限函数空间，它关于范数

pL⋅‖‖ 为 Banach 空间。特别地，经典的 Paley-Wiener 空间记为 ( ),2Bσ 

。由 Schwarz 定理[1]知 

( ) ( ) [ ]{ },
ˆ, supp , .p pB f L fσ σ σ= ∈ ⊂ − 

 

这里 f̂ 表示 f 的 Fourier 变换，即对 ( )1f L∈ 

， f 的傅里叶变换如下 
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且 ( )f̂ k ， k∈表示 f 的傅里叶系数。 
带有限函数空间带有限函数空间在通信、数据处理、图像压缩等方面有广泛应用，得到深入的研究，

取得了一系列深刻的结果。下面回顾它的主要性质，其在本文的研究中起到重要的作用。 
引理 1.1 [2] 令1 p< < ∞， 0σ >  
(1) 若 ( ), pf Bσ∈ 
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ii) 由引理 1.1 知 

( ) ( ) ( ){ }, ,: 0 0p pf fB Bσ σ= ∈ =
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. 

为 ( ), pBσ 

的子空间，且关于范数 , pσ⋅‖‖ 也为 Banach 空间。 

为方便，在下面的行文中，若没有特殊说明，参数 1c 和 2c 中的参数应为常数。 
下面介绍本文研究的函数空间——加权带有限函数空间。 
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称 ( ), pBσ
ω

 为加权带有限函数空间，其中 { }kω ω= 为其权重。 
在下文中，若没特殊说明，总是假设 { }kω ω= 为定义在 0 上的正实数序列，且满足条件 
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本文主要讨论在一致框架下，权重 { }
0

r

k
kω

∈
=



，并且当
1 1max 0,r
q p

 
> − 

 
时， ( ), pBσ

ω
 在 ( ),qBσ  中

的熵数，并且估计其渐近阶。在以下行文中，若无特殊说明， ( )( ), 1pB pω
σ < < ∞ 均指权重 { }

0

r

k
kω

∈
=



时

的加权带有限函数空间。 
现在，让我们回顾一下一致框架下伪宽度和熵数的定义。设 ( ),X ⋅ 为赋范线性空间，W X⊂ ，W ≠ ∅，

1 p≤ ≤ ∞， 1,2,3,n = 称 

( ), : inf sup inf
n n

n y Mx WM
XW x yρ

∈∈
= −  

( ), : inf sup inf
n n

n M y Mx W
W X x yε

∈∈
= −  

分别为一致框架下W 在 X 中的伪宽度、熵数，简称W 在 X 中的伪宽度、熵数。其中， nM 取遍 X
中元素个数不超过 2n 的集合。关于熵数的详细介绍及性质，可参见 Pietsch [4]、Carl and Stephani [5]以及

Lorentz 等[6]的专著。 
引理 1.4 [7] 如果 M 是维度为 n 的线性流形，那么 ( )dim p M n= 。根据一致框架下伪宽度和熵数的定

义，很容易看出 ( )dim logp M M≤ 。因此 

( ) ( ), ,n nW X W Xρ ε≤                                 (1.3) 

为Ω 上实值函数的赋范线性空间 X 的任意子集W 。 
函数逼近论是现代数学的一个重要分支，它的基本问题是函数的近似表示。它研究的主要内容有线

性与非线性逼近方法、最佳逼近阶的估计、宽度问题、熵数问题等等。随着现代科学技术的突飞猛进，

它所包含的内容越来越广泛，与泛函分析、微分方程、概率论、计算数学、计算机科学理论等众多学科
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有着密不可分的关系。熵数作为逼近论中的重要内容一直被许多研究者所重视，它的估计和许多最优问

题，如信息基的ε-复杂性、最优数估计等密切相关。熵数研究的主要对象是基于在现代分析及计算数学中

广泛应用的基本函数类，其中包括 Sobolev、Holder-Nikolskii、Besov 及某些解析函数类等，其主要目的

是寻找函数类在一定意义下的最佳逼近集和最佳逼近方法，并对最佳逼近阶进行估计。 
目前，许多其他学者也对熵数做出了重大贡献。Schütt [8]研究了对称 Banach 空间对角算子的熵数有

限维恒等算子的熵数并得到了精确阶。Kühn [9]运用了巧妙的离散化方法，实现了从有限维空间到无穷维

空间的转化，给出了满足一定衰减条件的无穷维对角算子的熵数估计。随后，韩永杰[10]将一致框架下的

熵数推广到概率框架下，讨论了有限维恒等算子在概率框架下的熵数，得到了其渐近阶。王桐心[11]进一

步将有限维恒等算子的熵数问题进行了推广，讨论了无穷维恒等算子在最坏框架下和概率框架下的熵数，

并得到了其渐进阶。陈锦[12]讨论了一致框架下无穷维对角算子的熵数精确阶的估计。另一方面，带有限

函数作为函数逼近的重要数学工具，在信号处理、通信传输、数据处理等方面有着广泛的应用[13] [14]， 

并得到众多学者的关注。Li [3]构建了权重为 { } { }
0

1 1max 0,r
k

k
k r

q p
ω ω

∈

  
= = > −  

  

的加权带有限函数空 

间 ( ), pBω
σ  带有限函数空间 ( )( ), 1 ,qB p qσ < < ∞ 中 Kolmogorov n-宽度与线性 n-宽度的精确渐进阶。 
因此，本文继续以上的研究，进一步探讨加权带有限函数空间在一致框架下的熵数问题，得到加权

带有限函数空间一致框架下熵数的精确渐近阶估计，即得到本文的主要定理： 

定理 1.1 设 1 1,  max 0, ,  0,1,2 ,1 , r n
q

p
p

q  
> − = 

 
< < ∞ ，则 

( ) ( )( )
1 1

, ,, .
r

q p
n p qB B nω

σ σε
 

− − + 
 

    

本文的结构如下：在第 2 节中，我们首先给出了主要定理的结果。随后，通过离散化方法，得到了

加权带有限函数空间 ( ), pBσ
ω

 在一直框架下经典熵数的精确渐近阶。最后，在所得到的离散化定理的基础

上，给出第 3 节中主要定理的证明。 
为方便，在此介绍一些符号。用表示整数集， { }0 \ 0=  表示非负整数集，表示自然数集， +

表示正自然数集。和分别表示实数集和复数集。在本文中，假设 , 0,1,ic i = 是和参数 , ,p rσ 有关的

非负常数。对两个正函数 ( )a y 和 ( )b y ， y D∈ ，如果存在正常数 1c 满足条件 ( ) ( )1a y c b y≤ ，则记 
( ) ( )a y b y 。若存在正常数 2c 满足条件 ( ) ( )2c a y b y≥ ，则记 ( ) ( )a y b y ，若 ( ) ( )a y b y 且

( ) ( )a y b y ，则记 ( ) ( )a y yb 。 

2. 离散化定理 

为了估计在一致框架下加权带有限函数空间 ( ), pBσ
ω

 在 ( ),qBσ  中的熵数的精确渐近阶，本节主要建

立定理 1.1 的两个离散化定理。首先，介绍有限维空间中的一些记号与基本概念。 
用 ( )1m

p p≤ ≤ ∞ 为定义在 m
 上的 m 维赋范线性空间，其范数为 

1

1

1

,  1 ,

max ,        .
m
p

m pp
n

n

nn m

x p
x

x p
=

≤ ≤


  ≤ ≤ ∞ =  
 = ∞

∑


 

用 ( ) { }0 0m
p

m m
p pB r x x r= ∈ ≤



 表示 m
p 中半径为 0r 的闭球，而 ( ): 1m m

p pB B= 。特别地， , pSBω
σ 表示 , pBω

σ 中

的单位球， ( ){ }, , ,: 1p p pSB f B fω ω
σ σ ω

= ∈ ≤ 。 
关于 m

pB 在 m
q 中的熵数和伪宽度有如下结果。该结果对定理 1.1 的证明起重要作用。 
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引理 2.1 [8] [15] 对于任意的 ,n m∈， 

(1) 当1 p q≤ < ≤ ∞时，有 

( )

1 1

1 1
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1, 1 log 2 ,
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引理 2.2 [16] 设1 , ,p q n≤ ≤ ∞ ∈，且m cn≥ 。 
(1) 若1 p q≤ < ≤ ∞，则 
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, .m m q pn p pB m nρ −−   

其中 c为绝对正常数且 1c > ，对于上述两个公式的上界只要求 n m< 。 
现建立估计定理 1.1 的离散化定理。 
对 k +∀ ∈ ， { }1,2,+ = 
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{ }12 2k k
kS n n−

+= ∈ ≤ < ， 

则 12k
kS −= ，且对 ,k k ′∀ ∈， k k ′≠ 有

1
,k k k

k
S S S

∞

′ +
=

= ∅ =



。 

对 k +∀ ∈ ，记 

( ){ }k n kF span e x n Sσ= ∈ , 

则 1dim 2k
k kF S −= = 。 

对 ( ), pf Bσ∈ 
，令 

( )( ) ( )
k

k n k
n S

kf x f e x Fπδ σ
σ∈

 = ∈ 
 

∑ . 

对 k +∀ ∈ ，令 
| |: kS

k kI F →  

( ) ( )
k k

n
n S n S

k kf x f e x fπ πσ
σ σ∈ ∈

    =     
    

∑                         (2.1) 

易见， kI 为 kF 到 kS
 的线性同构映射，可知： 

对 ( )
k

n k
n S

kf f e x Fπ σ
σ∈

 ∀ = ∈ 
 

∑ ，有 
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| |

1

,

1

2

2 .

k
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p ppr
p

n S

p p
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n S

rk
k

kf n f
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I f

ω

π
σ

π
σ

∈

∈

       

       

= ∑

∑









                            (2.2) 

易见 

| |, ,1 .Skqkqg I qg
σ

<= < ∞


                               (2.3) 

因此， kI 是 ,k qF Bσ 到 kS
q 上的等距同构映射。 

定理 2.1 令1 ,q p< < ∞，
1 1max 0,r
q p

 
> − 

 
，n +∈ ，{ }kn 为非负实数序列，且

1
k

k
n n

∞

=

≤∑ ， k kn S≤ ，

k +∈ ，则 

( ) ( )( ) ( ), ,
1

, 2 ,k k
k

S Srk
n p q n p q

k
B B Bω
σ σε ε

∞
−

=
∑   . 

证明：对 k∀ ， ( ), p kf SB Fω
σ∀ ∈   ，由(2.2)有 

, 2 .1 Sk
p

rk
kpf I f

ω 

   

( ),q kg B Fσ∀ ∈   ，由(2.3)有 

, .Sk
qkqg I g

σ 

  

所以 

( ) ( )( ) ( ), ,, 2 , .k k
k k

S Srk
n p k q k n p qSB F B F Bω

σ σε ε−
      

从而由熵数的定义知，存在 ( ),q kB Fσ   的集合 ( )2 kn
k kL L ≤ ，使得对 ( ), p kf SB Fω

σ∀ ∈   ，有 

( )
( )

,
,sup inf 2 , .k k

k
kp k

S Srk
n p qqg Lf SB F

f g B
ω
σ

σ
ε−

∈∈
−

 

  

令
1

k
k

L L
∞

=

=


，则 

1

1 1
2 2 2 .

k
k k

n
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k
k k

L L
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∞ ∞

= =

∑
≤ = = ≤∏ ∏  

从而 

( ) ( )( )

( )

,

,

, , ,
( )

,
( )1

| | | |

1

, sup inf

                                  sup inf

                                 2 , .
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k k
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n p q qg Lf SB

qg Lf SB Fk

S Srk
n p q
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B B f g

f g

B

σ
ω

ω
σ

ω
σ σ σ

σ

ε
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∈∈

∞

∈∈=

∞
−

=

≤ −

≤ −∑

∑



 

 

 

 

这样得到了定理 1.1 的上界估计的定理 2.1。 
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下面的定理 2.2 是估计定理 1.1 的下界。 

定理 2.2 令1 ,q p< < ∞，
1 1max 0,r
q p

 
> − 

 
， n∈， k∈且 2kn ， 2kS n≥ ，则 

( ) ( )( ) ( ), ,, 2 , .k kS Srk
n p q n p qB B Bω

σ σε ε−
    

证明：对 | |kS
pf B∀ ∈ ， | |k

q
Sg∀ ∈ ，由(2.2)及(2.3)有 

| |
1

,
2Skp

rk
k p

f I f
ω

− −≥


1 , 

| |
1

,
Skq k q

g I g
σ

−=


 . 

所以 

( ) ( ) ( )( ), ,, 2 , ,k kS S rk
n p q n p k q kB SB F B Fω

σ σε ε      

故 

( ) ( )( ) ( ), ,, 2 , ,k kS Srk
n p k q k n p qSB F B F Bω

σ σε ε−
      

因此 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,, , 2 , .k kS Srk
n p q n p k q k n p qB B SB F B F Bω ω

σ σ σ σε ε ε−
         

定理 2.2 即证明完毕。 

3. 主要结果的证明 

定理 1.1 的证明： 
情形一：1 p q< < < ∞  

首先估计其上界。令 [ ]2logk n′ = ，
10 min 1,

2 2
rβ  < < − 

 
，对 k∀ ∈，设 

( )( )

( )( )

1

1

2 2 ,    1 ,

2 2 ,    .

k kk

k k kk

k k
n

k k

β

β

′− −

′+ −

  ′⋅ ≤ ≤ = 
  ′⋅ > 

 

则 

( )( ) ( )1 1

1 1 1
2 2 2 2 2 ,

k k k
k k kk k k

k
k k k

n nβ β β
′ ′ ′

′ ′− − − ′

= = =

⋅ =∑ ∑ ∑    

( )( ) ( )1 1

1 1 1
2 2 2 2 2 .k k kk k k

k
k k k k k k

n nβ β β
∞ ∞ ∞

′ ′+ − + ′−

′ ′ ′= + = + = +

⋅ =∑ ∑ ∑    

知 

1
,k

k
n n

∞

=
∑   
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即{ }kn 满足定理 2.1 的条件，由引理 2.1、定理 2.1 有 
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再估计其下界。取 k 满足定理 2.2 中的条件，则由定理 2.2、引理 1.4、引理 2.2 有 
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所以当1 p q< < < ∞时，有 
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情形二：1 q p< ≤ < ∞  
首先估计其上界，令 [ ]2logk n′ = ， 0 1β< < ，对 k∀ ∈，设 
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显然 

1
,k

k
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∞

=
∑   

即{ }kn 满足定理 2.1 的条件，由引理 2.1、定理 2.1 有 
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再估计定理其下界。取 k 满足定理 2.2 中的条件，则由定理 2.2、引理 1.4 及引理 2.2 有 
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所以当1 q p< ≤ < ∞时，有 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.153086


任航，高洁 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.153086 155 理论数学 
 

( ) ( )( )
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q p
n p qB B nω
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综上所述当1 ,p q< < ∞时 
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成立，即定理 1.1 得证。 

4. 总结与展望 

本论文主要讨论了加权带有限函数空间 ( ), pBω
σ  在一致框架下的熵数问题，并估计了其渐近阶，该结

果为相应问题的计算复杂性、最优算法提供了理论基础。特别地，利用离散化思想，将无穷维空间下的

问题先转化为有限维空间问题，从而通过有限维的结论间接的解决无穷维问题。基于此，接下来的工作，

一方面，基于本文的研究结果，之后还可以对加权带有限函数空间在概率框架和平均框架下的熵数和宽

度进行深入的研究。另一方面，一致框架下的熵数反映了系统中信息流的不确定性特征，熵数与系统中

信息基半径密切相关，从而使得熵数广泛地应用到信息论与学习理论等方面。我们试图将本论文所得到

熵数的精确阶与学习理论中的熵问题相结合，探求他们更为广泛的应用。 
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