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摘  要 

本文是在图的阶为奇数，度数为4的条件下，通过分析图Γ的自同构群的子群及其点稳定子群的结构，特

别是弧传递图的相关理论和基本性质，利用特定顶点和度数的群的作用和图的对称性等相关理论，进一

步探讨了这类图的存在性和结构特征，给出了一类奇数阶4度非2-弧传递图的构造。 
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Abstract 
In this paper, under the condition of odd order and degree 4. By analyzing the structure of subgroups 
of the automorphism group of the graph and its point-stabilizer subgroups, especially relying on the 
relevant theories and basic properties of arc-transitive graphs, and making use of the group actions 
on specific vertices and degrees, as well as the theories related to the symmetry of the graph, the 
existence and structural characteristics of such graphs are further explored. A construction method 
for a class of odd-order 4-degree non-2-arc-transitive graphs is presented. 
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1. 引言 

本文所讨论的图均为有限简单图。 
令 G 是在顶点集 V 上的一个置换群，对于 Vα∀ ∈ ，使得 { }gG g Gα α α= ∈ = ，则称Gα 为点稳定子

群。点稳定子群有助于研究图的局部性质和自同构群的结构，通过点稳定子群可分析图在某个点附近的

对称性和不变性质。并且，它可以应用在网络分析中，研究特定节点周围的网络结构稳定性；在化学中

研究分子结构时，点稳定子群能帮助分析特定原子周围化学键和基团的对称性。 
令图 ( ),V EΓ = ，其中 V 为其顶点集，E 为其边集。对于每一条边{ }, Eα β ∈ ，其中包含了两条有序

对 ( ),α β 与 ( ),β α ，称为图 Γ的弧。称 ( ), ,α β γ 为图 Γ的 2-弧，若α γ≠ 且 ( ),α β 与 ( ),β γ 均为 Γ的弧。同

时，我们用 ( )αΓ 表示在 Γ中与顶点α 相邻的点的集合，即顶点α 的邻域，图的度数为 ( )αΓ 。本文中所

研究的 4 度图是指每个顶点的度数都为 4。 
设图 ( )1 1 1,V EΓ = 和图 ( )2 2 2,V EΓ = ，如果存在一个双射 1 2:g V V→ ，使得对于任意的 1, Vα β ∈ ， 

{ } 1, Eα β ∈ 有{ } 2,g g Eα β ∈ ，则称图 1Γ 和图 2Γ 同构；称顶点集 V 上的一个置换 m 为图 Γ的自同构，当且

仅当对于所有的{ }, Eα β ∈ ，存在{ },m m Eα β ∈ 。图 Γ的所有自同构在置换乘法下组成一个群，叫做图Γ

的自同构群，记作 AutΓ。令 G 是 AutΓ的一个子群，若 G 作用在图 Γ的顶点集 V、边集 E、弧集 A 上是

传递的，则称图 Γ是 G-点传递、G-边传递、G-弧传递；同理，若 AutΓ在顶点集 V、边集 E、弧集 A 上是

传递的，则相应地称图 Γ是点传递、边传递、弧传递的。因此图的自同构群反映了图的对称性，可用于

对图进行分类，相同自同构群结构的图可能具有相似的性质和特征。在网络结构中，可通过分析网络的

自同构群能了解网络对称性，帮助优化网络布局和资源分配；在密码学中，基于图自同构问题的困难性

可构造公钥密码体制。 
因此，基于以上的知识可知，若通过群的作用能将图中任意两个顶点连接起来，那么这个图是连通

的；从群作用的角度分析顶点之间的关系，有助于判断图的连通性以及理解连通分支的结构。而图的对

称性由自同构群来刻画，若存在自同构使得某个子图映射到自身，则这个子图是一个不变子图；通过寻

找图的不变子图，可以将图分解为具有特定对称性的子结构，有助于分析图的整体结构。 
对于 1s ≥ ，定义了在图 Γ上的 s-弧，即是一个(s + 1)-元序列 ( )0 1, , , sα α α ，其中 i Vα ∈ ，满足 

{ }1,i i Eα α + ∈ 和 2i iα α +≠ ，1 i s≤ ≤ ；进一步，如果 G 在 s-弧集上传递，但在(s + 1)-弧集上不传递，则称

Γ是(G,s)-传递图。R. Weiss 在文献[1]中证明了不存在 6 传递图和 8 以上的 s-传递图，即 { }1,2,3,4,5,7s = 。 
在过去的 80 多年里，群与图已经发展成为代数图论的一个重要领域，并且针对刻画某一类特征的图

先后出现了许多精彩的理论。事实上，当我们对图进行分类时，通常是对它的顶点数或者度数进行限制，

比如 Conder 在文献[2]中主要研究了度数 ≥ 4 时的弧传递图和 2-弧传递图的阶数问题，为 4 度图的深入

研究提供了参考；还有当图的顶点数为奇数时，李才恒教授等人在文献[3]中对 4 度边传递 Cayley 图进行

了完全的分类；其中，弧传递图作为一类具有高度对称性的图，一直是研究热点之一。例如 Tutte 在文献

[4]，证明了所有 3 度弧传递图都是 s-弧传递图，其中 5s ≤ ；在文献[5]中，李才恒教授等人对在局部本原

的条件下度数为 5，6，7 的弧传递图进行了详细的研究；以上都为弧传递图的分类奠定了基础，比如，

李才恒教授等人在文献[6]中对弧传递图及其自同构群进行了完整的刻画。因此可以体现出弧传递图在图

论研究中是重要的研究对象。因为其结构和性质相对较为规则，所以可作为构建其他复杂图结构的基础；
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在通信网络中，弧传递图可用于设计高效的路由算法和网络拓扑结构；在多主体系统中，可用于建模主

体间具有对称交互关系的系统。 
称 Γ是点本原的，如果 G 在顶点集 V 上的作用是本原的，即不存在非平凡的不变划分。点本原图是

一类具有特殊性质的图，其研究对于理解图的对称性、结构性质以及群与图之间的相互作用有着重要意

义，所以点本原图在代数图论中成为研究的重点对象之一，比如 Praeger 在文献[7]中对所有 kp 阶的点本

原、边传递图进行了分类(其中 k、p 为素数)；在文献[8]中，李才恒教授对 s ≥ 4 的点本原图进行了完全的

分类。 
基于此，本文的主要目的是刻画一类在某些限制条件下的点本原非 2-弧传递图。 
定理 1.1 设 ( ),V EΓ = 是一个 pq 阶 4 度的非 2-弧传递连通图，其中 p，q 均为素数。令G Aut≤ Γ，

且 G 是几乎单群，作用在顶点集 V 上是本原的。进一步，若 Γ是 G-边传递的，则图 Γ在同构意义下是唯

一存在的，且 ( )Cos , ,G H HxHΓ = ，其中 ( )2 7G PGL= ， 16H D≅ 。 

2. 预备知识 

引理 2.1. [9] 设 N 为 G 在 V 上传递的极小正规子群，则 N 具有唯一性。 
引理 2.2. 如果一个图 Γ是 G-弧传递的，则Gα 在 ( )αΓ 上传递。 
证明：令 ( )1 2, , , , ,i jβ β β β α∈Γ  ，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , ,i jα β α β α β α β  为 Γ的弧；由于 Γ是 G-弧

传递的，所以存在 g G∈ ，使得 ( ) ( ) ( )1 1 2, , ,g g gα β α β α β= = ，则有 gα α= ， 1
gβ β= ；同理 gα α= ， 1 2

gβ β= ；

； gα α= ， g
i jβ β= 。于是可知 g 固定α，故可得到 g Gα∈ ；再根据 i，j 的任意性，可知Gα 在 ( )αΓ

上是传递的。 
接下来，我们考虑有向图 ( ),V A∆ = ，其中 A 为弧集。在此情形下，∆是一个无向图，当且仅当 *A A= ，

其中 ( ) ( ){ }* , ,A Aα β β α= ∈ 。 
我们设 ( ),V A∆ = 是一个有向图，且G Aut≤ ∆，令 ( ) ( ){ },V Aα β α β∆ = ∈ ∈ 表示顶点α 的邻域。于

是，对于 G 的每一个正规子群 N，点稳定子群 Nα 在 ( )α∆ 上诱导了一个置换群，记为 ( )N α
α
∆

。同时，我们

用 [ ]1Nα 来表示 Nα 作用在 ( )α∆ 上的核，于是我们有下面的简单结论： 
(1) ( ) [1]N N Nα

α α α
∆ ≅ ， ( )g

gN Nαα
= ， [ ] [ ]( )1 1

g

g
N Nαα

= ， ( ) ( )ggα α∆ = ∆ ， g G∀ ∈ 。 
对于有限群 H，我们用 ( )Hπ 来表示 H 中全体素因子的集合。下面的引理告诉我们当∆是连通的、

G-点传递图时， ( ) ( )( )N N α
α απ π ∆= 。 

引理 2.3. [9] 设 ( ),V A∆ = 为有向连通图，令G Aut≤ ∆，N 是 G 的正规子群，若 G 作用在 V 上传递，

则 ( ) ( )( )N N α
α απ π ∆= ，并且要么 [ ]( ) ( )1G Nα απ π⊆ ，要么 N 作用在 V 上不传递。 

对于群的 Cayley 图，我们知道 Cayley 图一定是点传递图，但点传递图不一定都是 Cayley 图。Sabidussi
在 1964 年给出了另一种用群来构造点传递图的方法，叫做陪集图。与 Cayley 图不同的是，每个点传递

图都可以经过适当的构造变成陪集图。首先我们给出陪集图的定义。 
定义 2.4. [10] 设 G 是有限群，H 是 G 的一个子群，设 S 是若干个形如 HgH 的双陪集的并集，其中

g H∉ ，则 G 关于 H 和 S 的陪集图 ( )Cos , ,G H SΓ = 定义如下： 
顶点集 ( ) [ ]:V G HΓ = (H 在 G 中的所有左陪集的集合) 
边集 ( ) { }{ }1,E Hx Hy yx S−Γ = ∈ ， 
由此定义易知，当 H = 1 时，此时的陪集图即为 Cayley 图。关于陪集图，下面的命题是基本的。 
命题 2.5. [11] [12] 设 ( )Cos , ,G H SΓ = 是 G 关于 H 和 S 的陪集图，则有 
(1) Γ是连通图，当且仅当 S G= ； 
(2) Γ是 G-边传递的，当且仅当存在 \x G H∈ ，使得 { }1,S H x x H−= ； 
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(3) Γ是 G-弧传递的，当且仅当存在 \x G H∈ ，使得 S HxH= 且 2x H∈ 。 
最后我们给出 4 度点本原图的分类结果。 
引理 2.6. [13] 若图 Γ是 n 阶 4 度点本原 s-传递图，那么 Γ同构于下列若干情形之一，其中 s，n 和

AutΓ如表 1 所示。 
 

Table 1. 4-Valent vertex primitive arc-transitive Graph 
表 1. 4 度点本原弧传递图 

AutΓ  Vertex-stabiliser s 

4:pZ Z  4Z  1 

2
8:pZ D  8D  1 

( )2PSL p  4S  2 

( )2PSL p  4A  2 

( )2PGL p  4S  2 

( )2 7PGL  16D  1 

( )6Aut A  52    1 

( )2 17PSL  16D  1 

7S  4 3S S×  3 

( )3 7PSL  ( )4 3 2: :A Z Z  3 

3. 定理 1.1 的证明 

在本节中，我们设 ( ),V EΓ = 是一个 pq 阶的 4 度连通图，p，q 均为素数并且图Γ是非 2-弧传递的。

令G Aut≤ Γ，G 是几乎单群且满足 G 作用在边集 E 上是传递的，作用在顶点集 V 上是本原的。由于 V
是奇数，于是根据文献[14]对于奇数阶本原群的分类结果，我们可以确定群 G 的结构。 

由文献[13]可知，Γ是弧传递的，结合Γ是非 2-弧传递的，所以可知Γ是 1-传递图，即对应表 1 中 s = 1
的情况。因此结合引理 2.6 可知图Γ的结构可能有 5 种情形。进一步，我们假设 G 是几乎单群，令 N 为 G 的

极小正规子群，结合 G 的本原性，于是 N 为非交换单群且 N 作用在 V 上是传递的。根据引理 2.1 可知，N 是

G 的唯一极小正规子群，于是 N = soc(G)。又因为 V 是奇数，点稳定子群 1Nα ≠ ，故由引理 2.3 可知 ( ) 1N α
α
Γ ≠ 。 

注意到Γ是 1-传递的，因此由表 1 可知 ( )2 7Aut PGLΓ ≅ ， ( )6Aut A 或者 ( )2 17PSL 。进一步，由文献

[9]可知，G 和 AutΓ的极小正规子群相同，即 ( ) ( )N soc G soc Aut= = Γ 。下面我们逐一分析其可能性。若

( )6G Aut A≅ ，注意到 ( ) ( )6 2 9Aut A P L≅ Γ ，结合 52Gα  ≅  可知 

( ) 5 2
2

14409 2 45 3 5
32

V G G P Lα  = = Γ = = = ×  ，与条件 V pq= 矛盾；若 ( )2 17G PSL≅ ，则此时 16G Dα ≅ ，

于是 ( ) 2
2 16

244817 153 3 17
16

V G G PSL Dα= = = = = × ，与条件 V pq= 矛盾；若 ( )2 7G PGL= ， 16G Dα ≅ ，

于是 ( )2 16
33617 21 3 7
16

V G G PGL Dα= = = = = × ，满足条件。 

于是接下来，我们将以 ( )2 7G Aut PGL= Γ ≅ 来构造满足条件的图。我们先来计算满足条件所需的群
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的构造。 
令 ( )2 7G PGL= ，则此时 ( ) ( )2 7N soc G PSL= = ，同时令 16H D G Gα≅ = ≤ ，再令 2

2K Z≅ ，由于 

( )2
2 4 2 7Z S PSL≤ ≤ 且 2

2 16Z D≤ ，于是 K H N≤  。由于 16H D≅ ，于是我们可设 
8 2 1, 1,H r s r s srs r−= = = = ，且 4 4K r r= × ，于是 ( ) 2 ,HN K r s= ，其结构满足 8D 的定义即 

4 2 1, 1,a b a b bab a−= = = ，所以 ( ) 8HN K D≅ ；并且利用 MAGMA 计算可知 ( ) ( ) 4G NN K N K S= ≅ 。 
最后，我们来构造满足条件的陪集图。 
取一个对合 ( ) \Nx N K H∈ ，即在 ( ) \NN K H 中，满足 2x e= ，其中 e 是单位元。于是我们可令 

( )Cos , ,G H HxHΓ = ，顶点集为 G 中 H 的右陪集的集合，即 { }V Hg g GΓ = ∈ ；边集由形如{ }1 2,Hg Hg 的

无序对组成，其中
1

1 2g g HxH− ∈ ；利用 MAGMA 计算可知 ,H x G= ，因此由命题 2.5 可知Γ是连通图。 

由已知可得 ( ) ( )2
2 7 7 1 7 336G PGL= = − × = ， 16 16H D= = ，

1

16 16 64
4

H H
HxH

H x Hx−

× ×
= = =



则其顶点

数为 : 21
G

V G H
H

Γ = = = ，即顶点数为奇数，度数为 : 4
HxH

HxH H
H

= = 。再结合 2 1x H= ∈ 可知Γ是

一个连通的 21 阶、4 度的弧传递图。 
根据 H 的取法可知 H 是 G 的极大子群，由本原性的判别法则可知 G 是本原的，因此上述的陪集图

Γ是点本原的。故由前面分析可知，存在唯一的一个 21 阶、4 度点本原弧传递图满足我们的条件。 
至此我们就完成了主要定理的证明。 
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