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摘  要 

该文讨论在伪欧氏空间中，带有以下初始条件的拉格朗日平均曲率流方程
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。其中，该方

程等价于特殊拉格朗日抛物方程
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。通过构造函数，将证明若 0
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< < 或
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τ

π π
< < ，该抛物方程存在唯一光滑解 ( )u x t, ，且存在更高阶导数的衰减估计。另一方面，应用Arzelà-

Ascoli定理来获得 ( )u x t, 收敛到拉格朗日平均曲率流方程的自膨胀解。 
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Abstract 
In this paper, we consider the Lagrangian mean curvature flow equation in pseudo-Euclidean space 
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with the initial value: 
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. This equation is equivalent to the special Lagrangian para-

bolic equation 
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. By constructing a suitable function, it is proven that if 
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< <  or 
4 2

τ
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< < , the parabolic equation has a unique smooth solution ( )u x t,  and decay es-

timates for higher-order derivatives exist. On the other hand, the Arzelà-Ascoli theorem is applied 
to obtain the convergence of ( )u x t,  to the self-expanding solution of the Lagrangian mean curva-
ture flow equation.  
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1. 引言 

近年来，关于平均曲率流问题的研究引起了广泛的关注，得到了大量的研究结果。陈竞一和李嘉禹[1]
首次研究了拉格朗日平均曲率流切线圆锥的奇点，随后 André Neves [2]研究了在四维紧 Calabi-Yau 流形

中的拉格朗日平均曲率流的有限时间奇点。此外，一些作者研究了平均曲率流的长期存在性和收敛性。王

慕道[3]证明了在任意维数情况下，图形平均曲率流的长期存在性和收敛性，在[4] [5]中，Kunt Smoczyk 和

Smoczyk-Wang 分别在一定的凸性条件下，建立了李群平均曲率流收敛到平坦空间的长期存在性和收敛性。

Albert Chau 等[6]已经证明了具有利普希茨连续初始数据的平均曲率流具有长期存在性和收敛性。受文献 

[7] [8]的启发，本文将通过变换法研究在以下两种情形：0
4

τ< <
π
和

4 2
τπ

< <
π
下，特殊拉格朗日抛物方程 
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
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                              (1.1) 

解的存在唯一性和收敛性。 
本文主要定理如下： 
定理 1.1 设 0 : nu → 为满足条件 E 的连续可微函数，考虑以下方程： 
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                              (1.2) 

0
4

τ< <
π
时，方程(1.2)存在唯一的解，该解满足 
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( ) ( )( ) [ )( ), 0, 0,n nu x t C C∞∈ × +∞ ∩ × +∞                        (1.3) 

其中 ( ),u x t 满足条件 E。此外，存在一个仅依赖于
0

1, , , , ,n a b µ
ε

Λ 的常数 C，使得 

( ) ( )3
0sup , ,   , ,
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⋅ ≤ ∀ ∈ +∞                            (1.4) 

更一般地，对于所有 { }3,4,5,l =  ，都有 
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l
l

x R

CD u t t
t
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∈

⋅ ≤ ∀ ∈ +∞                           (1.5) 

定理 1.2 设 0 : nu → 为满足条件 L 的 2C 函数，考虑以下方程 
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当
4 2

τπ
< <

π
时，方程(1.6)存在唯一的解，该解满足 

( ) ( )( ) [ )( ), 0, 0,n nu x t C C∞∈ × +∞ ∩ × +∞                        (1.7) 

其中 ( ),u x t 满足条件 L。此外，存在一个仅依赖于 ( )
0

1, , ,n l nη η
ε

= 的常数 C，使得 

( ) ( )3
0sup , ,   , ,

nx R

CD u t t
t

ε
∈

⋅ ≤ ∀ ∈ +∞                           (1.8) 

更一般地，对于所有 { }3,4,5,l =  ，都有 

( ) ( )02sup , ,   , ,
n

l
l

x R

CD u t t
t

ε−
∈

⋅ ≤ ∀ ∈ +∞                           (1.9) 

以下定理表明，通过(1.1)式我们可以获得自膨胀解。 
定理 1.3 设 0 : nu → 是一个 2C 函数，并且其 Hessian 矩阵满足条件 E，考虑方程(1.2)，假设满足

以下条件： 

( ) ( )2
0 0lim

r
r u rx U x−

→∞
=  

其中 ( ) ( )2
0

nU x C∈  ，令 ( ),u x t 和 ( ),U x t 分别是满足方程(1.2)的解，则我们可以得到它们的初始值分别

为 ( )0u x 和 ( )0U x ，则有 

( ) ( )1lim , ,1
t

t u t x t U x−

→∞
=  

该收敛在 n
 中的任意紧支集上一致且光滑，并且 ( ),1U x 是方程(2.3)的一个光滑的自膨胀解。 

定理 1.4 设 0 : nu → 是一个 2C 函数，并且其 Hessian 矩阵满足条件 L，考虑方程(1.6)，假设满足

以下条件： 

( ) ( )2
0 0lim

r
r u rx U x−

→∞
=  

其中 ( ) ( )2
0

nU x C R∈ ，令 ( ),u x t 和 ( ),U x t 分别是满足方程(6)的解，它们的初始值分别为 ( )0u x 和 ( )0U x ，

则有 
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( ) ( )1lim , ,1
t

t u t x t U x−

→∞
=  

该收敛在 n
 中的任意紧支集上一致且光滑，并且 ( ),1U x 是方程(2.3)的一个光滑的自膨胀解。 

注：当
4

τ = π
时，特殊拉格朗日方程解的存在唯一性可用连续性方法和有限估计进一步证明，其解的

收敛性可以采用 Arzelà-Ascoli 定理来证明，本文主要讨论 0
4

τ< <
π
和

4 2
τπ

< <
π
情况下，特殊拉格朗日抛

物方程解的存在唯一性和收敛性，对
4

τ = π
的情况暂时先不做讨论，读者感兴趣可以自证。 

2. 预备知识 

特殊拉格朗日抛物方程为： 
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并令 cota τ= ， 2cot 1b τ= − 。 
定义 ( )1 1, , ; , ,n nx x y y  为 2n

n 中的零坐标。令 0 0sin cosg gτ τδ τ= + 为标准欧式度量 

0
1 1
d d d d

n n

i i i i
i i

x x y yδ
= =

= ⊗ + ⊗∑ ∑ 和伪欧式空间度量 0
1 1
d d d d

n n

i i i i
i i

g x y y x
= =

= ⊗ + ⊗∑ ∑ 的线性组合。 

在以下内容中，我们将采用爱因斯坦求和约定，即对重复的指标求和来证明命题 2.1。(参见[9]) 
我们定义一个光滑函数 u，其满足： 

2 3

,   ,   ,i ij ijk
i i j i j k

u u uu u u
x x x x x x
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

命题 2.1 如果方程(1.1)在 ( )0,n T× 上有一个可容许解 ( ),u x t 则存在一族同胚映射 

( ) ( ) ( )( ), , , ,Y x t x t u x tϕ= ∇ 是方程(2.3)的解，其中 ( ) ( )2, ,nY x t gτ∈  。 
证明 我们取 2n

 中的第 i 个坐标向量为 ( )0, ,1, ,0ie =   ，其中 1,2, , 2i n=  。记 ( )2 ,n gτ 的内积为

,
τ

⋅ ⋅ 。 ( )( ){ }, , | n
tM x Du x t x= ∈ 的切向量场由以下向量生成： 

,   1, ,i i ij n jE e u e i n+= + =   
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tM 上的诱导度量 g 为 

( )

,

,

sin 2cos

ij i j

i ik n k j jl n l

ij ik kj ij

g E E

e u e e u e

u u u

τ

τ

τ δ τ
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=

= + +

= + +

                            (2.1) 

记 ( ) 1
ijg

−
为 ijg ，通过计算，我们得到 

( )2
ij

il

F D u
g

u
τ∂

=
∂

 

令∇表示 gτ 的 Levi-Civita 联络，则有
iE j ijk n kE u e +∇ = ， tM 的平均曲率计算如下： 

( )
( )

( )( )2

i

ij
E j

ij
ijk n k

k n k

g E

g u e

F D u eτ

⊥

⊥

+

⊥

+

= ∇

=

= ∂

H

                               (2.2) 

根据方程(1.1)关于 u 的演化 

( ) ( )0,tk n k tu e Du⊥ ⊥
+= =H  

取一族同胚映射 [ ): 0,n n
t Tϕ × →  ，该映射满足 

( )( ) ( )( )2 d, , 0, ,
d

t
n t t tI D u t Du t

t
ϕϕ ϕ⋅ = −  

其中 ⋅表示矩阵乘积，⊥表示投影到 tM 的切空间。令 ( )( ), ,t tY Du tϕ ϕ= ，则有 

( ) ( )

( )( )
( )

2d dd , , ,
d d d

0, ,
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t t

Y Du t D u t
t t t
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ϕ ϕϕ ϕ

ϕ
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 

=
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因此，命题 2.1 得证。 
根据命题 2.1，存在一族同胚映射 

: ,n n
tϕ →   

使得 

( ) ( )( ) 2, , , n
t t nY x t Du tϕ ϕ= ⊂   

是伪欧式空间中的平均曲率流解 

( )

( ) ( )0

d ,
d
,0

Y x t
t

Y x Y x


=


 =

H
                                  (2.3) 

在这里， H 是空间子流形 ( ) ( )2, ,n
nY x t gτ⊂  的平均曲率向量，且 

( ) ( )( )0 0,Y x x Du x=  

为了证明本文定理，给出以下条件： 
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定义 2.1 假设 ( ) ( )2
0

nu x C∈  ，我们称 ( )0u x 满足以下条件之一： 
条件 A：如果对所有 0R > 有 

( ) ( )0
0 2

u Rx
u x

R
=  

条件 E：如果对所有 nx∈ 有 

( ) ( ) ( )2
0b a I D u x b a Iµ − ≤ ≤ Λ −  

其中 cota τ= ， 2cot 1b τ= − ， 0
4

τ< <
π
， ,µ Λ是正常数， µ < Λ ，I 是单位矩阵； 

条件 E：如果对所有 nx∈ 有 

( ) ( ) ( )2
0b b a I D u x b b a Iη η− + + ≤ ≤ + −  

其中 ( )nη η= 是正维度的常数， cota τ= ， 2cot 1b τ= − ，
4 2

τπ
< <

π
，I 是单位矩阵。 

考虑以下方程： 

( )2 1 ,
2

F D u u x Duτ = −                                (2.4) 

其中 ,⋅ ⋅ 表示在 n
 上的标准内积。 

根据文献[9]中的定义，我们可以证明(2.4)式的全局解是伪欧氏空间中拉格朗日平均曲率流方程的自

膨胀解。 
定义 2.2 我们称 ( ),u x t 是方程(1.1)的自膨胀解，如果 ( ),u x t 是满足以下条件的解： 

( , ) ,1 ,   0xu x t tu t
t

 = ∀ > 
 

                              (2.5) 

命题 2.2 如果 ( ),u x t 是方程(1.1)的自膨胀解，那么 ( ),1u x 满足方程(2.4)。 
证明 根据(1.1)和(2.5)，可以很容易地验证 

( )( ) ( )2 ,
,

1,1 ,1 ,
2

u x t
F D u x t

t
x x xu Du
t t t

τ

∂
=

∂
   = −   
   

                    (2.6) 

取 1t = ，我们发现 ( ),1u x 满足方程(2.4)。 

3. 定理 1.1 和 1.3 的证明 

在本节中，我们将通过变换法证明定理 1.1 和 1.3。我们知道，当 0
4

τ< <
π
时， 

( )
2

1

1 ln
2

n
i

i i

a baF
b a bτ

λλ
λ=

+ −+
=

+ +∑                              (3.1) 

接下来，通过构造函数，将方程(3.1)进行化简变形。我们考虑函数 ( )xψ ，令 

( )
( )

1
2 4

2

2

1

21

ab ax u x x
b ba

ψ

 
+ 

= + 
+  

 

                         (3.2) 
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函数 ( )xψ 对 t 求导，得 

( ) ( )
1 1

2 24 4
2

2 2

1 1
0

1 1

a ab bu x F D u x
t t b ba a

τ
ψ

    
+ +    ∂ ∂

= + =     ∂ ∂+ +     
    

 

函数 ( )xψ 对 x 求二阶导数，我们有 

( )
( )

1
2 4

2 2
11 a aD x D u x I

b b b
ψ

 
+ 

= + 
 
 

 

记 ( )1 2, , , nν ν ν ν=  是 2D ψ 的特征值。 

因为 iλ 是 2D u 的特征值，所以 iν 满足 i
i

a
b

λ
ν

+
= 。 

则函数ψ 满足以下方程： 

( )
1

0

11 ln ,    0,
2 1

,                 0,

n
ni

i i
n

t x
t

x t x

νψ
ν

ψ ψ
=

−∂ = > ∈ ∂ +
 = = ∈

∑ 



                         (3.3) 

且满足 

1

11 1ln ,
2 1 2

n
i

i i

x Dν ψ ψ
ν=

−
= −

+∑                              (3.4) 

另一方面，根据(3.2)我们得到函数ψ 的初值函数： 

( )
( )

1
2 4

2
0 02

1

21

ab ax u x x
b ba

ψ

 
+ 

= + 
+  

 

 

从而 

( )
( )

1
2 4

2 2
0 0

11 a aD x D u x I
b b b

ψ

 
+ 

= + 
 
 

 

又因为 

( ) ( )2
0b a I D u b a Iµ − ≤ ≤ Λ −  

从而得 

( )
1

2 4
2

0

11 aa aI D u x I
b b b b

µ

 
+    − ≤ ≤ Λ −    

    
 

 

于是有 

( )2
0I D x Iµ ψ≤ ≤ Λ  
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接下来，我们利用 lewy-yuan 变换将方程(3.5)转换为蒙日安培方程。 
我们记 

( )

( )

1ˆ ,
2

1ˆ .
2

x x D

y x D

ψ

ψ

 = −

 = +


                                   (3.5) 

因为 n
 是单连通的，根据拉格朗日条件(在

4
π
旋转下保持不变)， ŷ 是 n

 上某个全纯函数的梯度，我 

们记该函数为ψ̂ ，根据[10]，函数ψ̂ 可以写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) 22
1ˆ ˆ
2 4 4

D xx
x x x D x

ψ
ψ ψ ψ= − ⋅ + +                        (3.6) 

则ψ̂ 对 x 求导得到 

( ) ( ) ( )2 21 1 1ˆ
2 2 2 2

x
D D xD D x D x D xψ ψ ψ ψ ψ ψ= − − + − ⋅  

因此，通过计算，我们有 

( ) ( )( ) 12 2 2
0 0 0ˆ ˆ 0D x D I D Iψ ψ ψ

−
= − + >  

且满足 

1 1ˆ ˆˆ, ,
2 2

x D x Dψ ψ ψ ψ− = −  

因此，ψ̂ 满足 

21 1ˆ ˆ ˆˆln det ,
2 2

D x Dψ ψ ψ= −                                (3.7) 

所以ψ̂ 满足蒙日安培方程。 
因此，根据文献[7]中的定理 1.1 和文献[11]中的定理 1.3，方程(3.9)具有长时间光滑解 ( )ˆ ˆ,x tψ ，且 

( )ˆ ˆ,x tψ 有高阶导数的衰减估计： ( ) 2
ˆ ˆsup ,

n

l l
l

x R

CD x t
t

ψ −
→

≤ ，其中 { }3, 4,5,l =  ，对于ψ 和 u 也是如此。进一 

步，定理 1.1 得以证明。同样地，根据文献[7]的结论，我们得出 u 满足： 

( ) ( )1lim , ,1
t

t u t x t U x−

→+∞
=  

其中 ( ),1U x 是方程(2.3)的光滑自膨胀解，这完成了定理 1.3 的证明。 

4. 定理 1.2 和 1.4 的证明 
在本节，我们通过变换法来证明定理 1.2 和定理 1.4，使得我们能够利用已知的结果。我们渴望将 

( )
2

1

1 arctan
n

i

i i

a baF
b a bτ

λλ
λ=

+ −+
=

+ +∑ 转化为 ( )
1

arctan
n

i
i

Fτ λ λ
=

= ∑ 。 

定理 1.2 证明 对于
4 2

τπ π
< < ，Hessian 矩阵满足 ( ) ( ) ( )2

0b b a I D u x b b a Iη η− + + ≤ ≤ + − ，根据正切

函数的差角公式，我们有 
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arctan arctan
4

i i

i

a b a
a b b

λ λ
λ
+ − + π

= −
+ +

                            (4.1) 

令 

( )
( )

1
2 4

2

2

1
ˆ

2 41

ab a nu x u x x
b ba

 
+  π

= + − 
+  

 

                       (4.2) 

随后，记 ( )1 2, , , nξ ξ ξ ξ=  是 2 ˆD u 的特征值，对 û 求关于 x 的二阶导数得到 

( )
1

2 4
2 2

11ˆ
a aD u D u x I

b b b

 
+ 

= + 
 
 

 

又因为 iλ 是 2D u 的特征值，所以 iξ 满足 i
i

a
b

λξ +
= 。 

根据参考文献[9]的结果，我们得到 û 满足 

1

1ˆ ˆarctan ,
2

n

i
i

u x Duξ
=

= −∑                               (4.3) 

又因为 

( )2 1ˆ ˆ ˆ,
2

F D u u x Duτ = −  

所以，我们得到 

( )
1

0

ˆ
arctan ,    0,

ˆ ˆ ,               0,

n
n

i
i

n

u t x
t

u u x t x

ξ
=

∂ = > ∈ ∂
 = = ∈

∑ 



                           (4.4) 

方程(4.2)意味着 

( )
( )

1
2 4

2
0 02

1
ˆ

2 41

ab a nu x u x x
b ba

 
+  π

= + − 
+  

 

 

因此 

( )
( )

1
2 4

2 2
0 0

11ˆ
a aD u x D u x I

b b b

 
+ 

= + 
 
 

 

由于 

( ) ( )2
0b b a I D u b b a Iη η− + + ≤ ≤ + −  

我们得出结论 

( )
1

2 4
2

0

111 1
aa aI D u x I

b b b b
η η

 
+    − + + ≤ ≤ + −    

    
 
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因此 

( ) ( )2
0ˆ1 1I D u Iη η− + ≤ ≤ +  

根据文献[8]的定理 1.1，方程(4.4)有唯一的长时间光滑解 ( )ˆ ,u x t ，它满足衰减估计 

( ) 2ˆsup ,
n

l l
l

x R

CD u x t
t −

→

≤ ，其中 ( ) { }0 , , 3, 4,5,t lε∈ +∞ =  ，同样地，u 也满足，因此定理 1.2 得证。 

为了得到定理 1.4，我们需要引入以下引理。 
引理 4.1 假设 0u 满足条件 A 和 L，那么 ( ),u x t 是方程(2.4)的光滑解。 
证明 如果 0u 满足条件 L，则由定理 1.2，当 0t > 时，存在方程(1.6)唯一的光滑解 ( ),u x t ，其初始值

为 0u ，显然得到 

( ) ( )2 2, : ,Ru x t R u Rx R t−=  

是方程(1.6)的解，其初始值为 ( ),0Ru x ，根据条件 A，得 

( ) ( ) ( )2
0 0,0 :Ru x R u Rx u x−= =  

由于 ( ) 0,0Ru x u= ，定理 1.2 中的唯一性结果表明 

( ) ( ), ,Ru x t u x t=  

对于任何 0R > 成立。因此 ( ),u x t 满足(2.5)，因此 ( ),1u x 是方程(2.4)的解。即 ( ),1u x 是一个光滑的自

膨胀解。 
现在我们给出定理 1.4 的证明。 
定理 1.4 证明 设 

( ) ( )2
0 0lim

R
U x R u Rx−

→∞
=  

显然， ( ),0U x 满足条件 L。进一步地，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0 0lim lim

R R
U x R u Rx R l u Rlx l U lx− − − −

→∞ →∞
= = =  

即 ( )0U x 满足条件 A。根据引理 4.1，我们得到 ( ),1U x 是一个自膨胀解。 
定义 

( ) ( )2 2, : ,Ru x t R u Rx R t−=  

则 ( ),Ru x t 是方程(1.6)的解，其初始值为 ( ) ( )2
0,0Ru x R u Rx−= ，满足条件 L。对于任意序列 iR →+∞ ，

我们考虑 ( ),
iRu x t 的极限。对于 0t > ，有 

( ) ( )2 2 2, ,
iR i iD u x t D u R x R t=  

利用定理 1.2，我们得到 

( ) ( ) ( )2 ,
iRb b a I D u x t b b a Iη η− + + ≤ ≤ + −  

对于所有 x 和 0t > 成立。此外，根据定理 1.2 中的(1.9)，我们得到 

( ) ( )2

0sup , ,     , , 3, 4,5,
in

ll
R l

x R
D u t C t t lε

−

→

⋅ ≤ ∈ +∞ =   

对于任意 1, 0m l≥ ≥ ，利用(1.6)，存在一个常数 ( ), , , ,C m l a b η ，使得 
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( )2 2

0sup ,     , , 3, 4,5,
in

m l ml
R lm

x R
D u C t t l

t
ε

− −

→

∂
≤ ∈ +∞ =

∂
  

我们注意到 
2

0iR iu R u−=  

( ) ( )2 1
00,0 0

iR iD u R Du−=  

都是有界的。因此 ( )0,
iRu t 和 ( )0,

iRDu t 对任何固定的 t 都有界。根据 Arzelà-Ascoli 定理，存在一个子序

列 { }ikR ，使得 ( ),
kiRu x t 在 ( )0,n × +∞ 的任何紧支集上一致收敛到方程(1.6)的解 ( ),U x t ，并且 ( ),U x t  

满足定理 1.2 中的估计。由于
U
t

∂
∂



对任何 0t > 都是一致有界的，当 0t → 时， ( ),U x t 收敛到函数 ( )0U x 接

下来，我们有 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

0 0

2 2

0

2 2

0
2

0

0

lim ,

lim lim ,

lim lim ,

lim

t

i i it i

i i ii t

i ii

U x U x t

R u R x R t

R u R x R t

R u R x

U x

→

−

→ →+∞

−

→+∞ →

−

→+∞

=

=

=

=

=

 

 

根据唯一性结果，上述极限与子序列{ }iR 的选择无关，并且 

( ) ( ), ,U x t U x t=  

特别地，令 R t= ，我们得到当 t →+∞时， ( )1 ,t u t x t− 在 n
 的任何紧支集上光滑且一致收敛 ( ),1U x 。 
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