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摘  要 

针对Heisenberg群上p-次Laplace方程，建立其弱解的Liouville型定理，证明过程主要基于Moser迭代技

巧和弱解的正则性结果。 
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Abstract 
In this paper, we give a Liouville type theorem for the weak solution of the p-sub-Laplacian equation 
on the Heisenberg group. The proof process relies on Moser iterative techniques and the regularity 
results of weak solutions. 
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1. 引言 

Liouville 定理是十九世纪的法国著名数学家刘维尔给出的一个重要结果，它在复分析、微分方程中

都有出现。Liouville 定理作为数学学科的重要基本定理之一，有着较为广泛的应用，它可以直接或间接

的推导出很多其他结论，如代数学基本定理，复平面上最大模原理等重要定理。偏微分方程求解过程中，

基于先验估计或者拓扑度理论等来证明方程解的存在性时，对应方程解的 Liouville 型定理是重要内容。

此外，Liouville 定理还在物理学中也有应用，在经典统计力学和 Hamilton 力学中，类似地，它断言相空

间的分布函数沿系统轨迹是恒定的。偏微分方程中经典的 Liouville 定理表述为： 
若定义在整个平面上的调和函数是有界的，则它必定为一个常数。 
Heisenberg 群在数学和物理学中，特别是在非交换几何和量子力学领域中，扮演着重要角色。Heisen-

berg 群是一个具有非平凡中心的幂零李群，其几何结构具有非欧几何的特性。经典 Laplace 方程在电磁

学、热传导、波动方程等领域中有广泛应用，而 Heisenberg 群上的 p-次 Laplace 方程则更多地应用于描

述非线性扩散过程、图像处理、渗流问题等领域。与经典欧氏空间场景下的线性 Laplace 方程相比，p-次
Laplace 方程具有退化非线性，这种退化非线性特性使得其解的性质更加复杂和多样。Heisenberg 群上的

Liouville 型定理的研究有助于深化对非欧几何结构的理解，也可以为量子力学中的某些粒子的运动状态

和能量分布问题提供相应的数学理论支持。 
Birindelli 和 Demengel 在文献[1]中研究了 Heisenberg 群上的半线性退化椭圆方程，证明该方程有界

弱解的 Liouville 型定理。文献[2]-[5]还研究了欧氏空间、黎曼流形和 Heisenberg 群等不同空间中的对应

调和问题的 Liouville 型定理。受文献[1]-[5]中的研究方法启发，基于文献[6] [9] [10]中 p-调和问题的正则

性结果，本文研究 Heisenberg 群 n 上含 p-次 Laplace 算子的问题，建立 n 上 p-次 Laplace 方程 

( )2
, 0p

p u div u u−−∆ = − ∇ ∇ =                              (1) 

弱解的 Liouville 定理。 

2. 准备知识 

Heisenberg 群以及 Heisenberg 群上的次 Laplace 算子和 p-次 Laplace 算子的有关内容。 
Heisenberg 群 n 是欧氏空间 ( )2 1 1n n+ ≥ 赋予群作用 的分层幂零 Lie 群，定义其群作用 为 

( )0 00 0 0 0
1

, , 2
n

i i i i
i

x x y y t t x y y xξ ξ
=

 = + + + + − 
 

∑ , 

其中 ( ) ( )1 1, , , , , , : , ,n nx x y y t x y tξ = =  和 ( )0 0 0 0, ,x y tξ = 。 
n 上的左不变向量场的 Lie 代数的定义形式为： 

2 , 1, , ,i i
i

X y i n
x t
∂ ∂

= + =
∂ ∂

  
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2 , 1, , ,i i
i

Y x i n
y t
∂ ∂

= − =
∂ ∂


 

.T
t
∂

=
∂

 

任意函数 u 对应的 Heisenberg 梯度为， 

( ), , 1, , ,i iu X u Y u i n∇ = =   

为了方便有时也记 ( ) ( )1 1 2, , , ,n n nY Y X X+=  ，其相应的散度的定义为， 

( )1 2 1 1 1 1 2 2, , .n n n n n n ndiv V V X V X V X V X V+ += + + + + +    

n 上的次 Laplace 算子∆ 其定义式表示为， 

2 2

1
.

n

i i
i

X Y
=

∆ = +∑  

同样地， n 上的 p-次 Laplace 定义形式为， 

( )2
, .p

p u div u u−−∆ = − ∇ ∇     

上述左不变向量场 iX 和 iX 满足 Lie 括号，即有 

( ), 4 , , , 0, , 1, , .i j ij i j i jX Y T X X Y Y i j nδ     = − = = ∈        

文献[8]中提到 Hörmander 条件[7]对于左不变向量场{ }1 1, , , , ,n nX X Y Y  是成立的，这就表明算子 ∆

是退化椭圆算子，同样 p-次 Laplace 算子也具有退化性。 
记常数 2 2Q n= + 是 Heisenberg 群 n 的齐次维数，文献[8]中记 ξ  为任意点ξ 到坐标原点的距离为，

定义为 

( )
1
422 2 2

1
,

n

i i
i

x y tρ ξ
=

 = = + + 
 
∑  

则， n 上任意两点ξ 和η之间的距离，可记为 

( ) 1, .d ξ η η ξ−=  
 

以某点 0ξ 为中心， 0R > 为半径的 Heisenberg 球可表示为， 

( ) ( ){ }0 0, , .nB R d Rξ η η ξ= ∈ <   

由幂零 Lie 群上的群伸缩 ( ) ( )2, ,x y tλδ ξ λ λ λ= ，易知ξ ξ→  是一次齐次的，则有 

( ) ( )0 , 0,1 ,QB R B Rξ =   

这里 ⋅ 是欧氏空间中常规的 Lebesgue 测度。 

3. 主要结果和证明 

首先，引进证明主要定理过程中使用的迭代公式(可见参考文献[1] [5])。说明：不同的常数 C 在不同

的引理和定理中相互独立。 

引理 1 若给定序列 nφ 满足不等式 1
n k

n nCφ φ −≤ ，则有 ( )21
0

n
k

kk
n Cφ φ
− −≤ ，其中 0C > ， 0k > 为常数。 

证明：根据序列 nφ 的假设条件，作如下迭代 
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( )
( )

1

2 01
1 2 0 ,

n p
np

n p k
n k nn k k k

n n nC C Cφ φ φ φ
−

=
−

+ −
− −

∑
≤ ≤ ≤ ≤  

易知， 

( )
( )

11

2
0

,
1

nn
p

p

k nk k nn p k
k

+−

=

− − −
− =

−
∑  

则， 

( ) ( )

1

2 21 1
0 0.

n

nn
k k

k k kk
n C Cφ φ φ

+

− + −≤ ≤  

其次，建立 p-次 Laplace 方程弱解的估计。 
引理 2 如果 u 为方程(1)的弱解，则对所有的正常数 1λ ≥ ，R 和σ ，存在正常数 C 使得 

( ) ( )

2

2
20 0

d d .
R R

p p

B B

Cu u
σ

λ λξ ξ
σ +

+
+ ∇ ∇ ≤ ∇ 

 ∫ ∫    

特别地，对所有的正整数 ,k n ，有 

( ) ( )

1
1

2

2
20 0

d d .
n

n

R R

pk pk

B B

Cu u
σ

ξ ξ
σ

−
−

+

 
∇ ∇ ≤ ∇ 

 
∫ ∫    

证明：取球 ( )0RB σ+ 上的光滑截断函数 0 1ζ≤ ≤ ，ζ 在球 ( )0RB 内取值为 1，在球 ( )0RB σ+ 外取值为 

零，且满足
Cζ
σ

∇ ≤ 。 

首先，把左不变向量场 kX 作用在方程(1)上；然后，乘以试验函数 2
k kX u X uλ ζ ( ), 1,2, ,2j k n=  ；最

后，对其在有界区域 RB σ+ 上做积分，可得 

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

2 2

22 2

24 2

2

4

d

1 d

2 1 d

2 d

2 2 d .

R

R

R

R

R

p
k j j k kB

p
k j kB

p
k kB

p
k j k k jB

p
k k k j jB

X u X u X X u X u

u X X u X u

p u u X u X u

u X uX X u X u X

p u u X u X u X uX u X

σ

σ

σ

σ

σ

λ

λ

λ

λ

λ

ζ ξ

λ ζ ξ

λ ζ ξ

ζ ζ ξ

ζ ζ ξ

+

+

+

+

+

−

−

−

−

−

∇

= + ∇

+ − + ∇ ∇ ⋅∇

+ ∇

+ − ∇ ∇ ⋅∇

∫

∫

∫

∫

∫





  



  

 

由于 1p > ，下面对于指标 k 来求和，借助于 Schwarz 和 Hölder 不等式，可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2

1

22 2

2

1 1 d

2 1 d

1 1
d

2

d .
1

R

R

R

R

p

B

p

B

p

B

p

B

p u u

p u u

p
u u

C u

σ

σ

σ

σ

λ

λ

λ

λ

λ ζ ξ

ζ ζ ξ

λ
ζ ξ

ζ ξ
λ

+

+

+

+

+ −

+ −

+ −

+

+ − ∇ ∇ ∇

= − ∇ ∇ ∇ ∇

+ −
≤ ∇ ∇ ∇

+ ∇ ∇
+

∫

∫

∫

∫

  

   

  

 

                      (2) 

由(2)式，进而可以得到 
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( )

( )

( )

22

22 2

2 2

d

d

d .
1

R

R

R

p

B

p

B

p

B

u u

u u

C u

σ

σ

λ

λ

λ

ξ

ζ ξ

ξ
λ σ

+

+

+ −

+ −

+

∇ ∇ ∇

≤ ∇ ∇ ∇

≤ ∇
+

∫

∫

∫

  

  



 

容易知道， 

( ) ( )

2

2
2 2 2

4 d d .
1R R

p p

B B

Cu u
p σ

λ λξ ξ
λ λ σ +

+
+ ∇ ∇ ≤ ∇ 

+ + ∫ ∫                    (3) 

特别的，若在(3)中取 1npk pλ −= − ，对所有的正整数 ,k n ，则有 

( ) ( )

1
1

2

2
20 0

d d .
n

n

R R

pk pk

B B

Cu u
σ

ξ ξ
σ

−
−

+

 
∇ ∇ ≤ ∇ 

 
∫ ∫    

最后，证明本文的主要定理。 
定理 3 若 u 为 n 上方程(1)的有界弱解，则 u 必定为常数。 

证明：当指标
Qk

Q p
≤

−
时，借助于 Sobolev 嵌入定理和 Poincaré 不等式，可以知道，存在仅依赖于 

常数 Q 和 p 的正常数 C，使得对任意的 R 和 ( )1 n
locw H∈  ，有 

1

2 2 2
2

1 1 1d d d .
R R R

kk
Q Q QB B B

w C w w
R R R

ξ ξ ξ−
   ≤ ∇ +   
   ∫ ∫ ∫  

特别的，令 2

npk
w u= ∇ 代入上式，由引理 2，知道 

1
1

1

1

1

2

2
2

2

2

2

2

1 d

1 1d d

1 1 d

1 d .

n

R

n
n

R R

n

R

n

R

kpk
Q B

pk pk
Q QB B

pk
Q B

Q
pk

B

u
R

C u u
R R

RC u
R

R RC u
R

σ

σ

ξ

ξ ξ

ξ
σ

σ ξ
σ

−
−

−

+

−

+

−

 ∇ 
 
   ≤ ∇ ∇ + ∇     

 
≤ + ∇ 

 

  + ≤ + ∇  
  

∫

∫ ∫

∫

∫



  





                   (4) 

取序列
11

2m mrρ  = + 
 

，则其满足 1 2m mρ ρ− ≤ 。定义序列

1

1 d
n

m

kpk
m Q B

m

u
ρ

φ ξ
ρ

 
= ∇ 
 

∫  ，在不等式(4)中取 

mR ρ= ， 1m mσ ρ ρ−= − ，则有 
2

1
1

1 .km
m m

m m

C ρφ φ
ρ ρ −

−

  
 ≤ +   −  

 

由不等式 ( )
2

2

1

1 1 2 1 5m mm

m m

ρ
ρ ρ−

 
+ = + + ≤ − 

，得到 
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15 .m k
m mCφ φ −≤                                        (5) 

由(4)和(5)，结合引理 1，可以看出 

( ) 2

1

0
1lim d .

2
m

r

pk
m n Bm

C C u
r

φ φ ξ
→∞

≤ ≤ ∇∫                              (6) 

利用文献[9] [10]中的 p-次调和方程解的正则性结果，容易道知，方程(1)的弱解 ( )1 nu C∈  ，且当

2p < 时， 2, p
locu W∈ ；当 2p ≥ 时， 2,2

locu W∈ 。方程(1)两边乘以试验函数 puζ ，在有界区域 RB σ+ 上做积分，

得到 

( )
( )

2

2 1

d

d

0,

R

R

p p
B

p p p
B

div u u u

u u u pu
σ

σ

ζ ξ

ζ ζ ζ ξ
+

+

−

− −

− ∇ ∇

= ∇ ∇ ⋅ ∇ + ∇

=

∫

∫

  

     

这里ζ 是上述引理 2 中引入的截断函数。利用 Hölder 不等式，即有 

( ) ( )

2 1

1 1

d

d

d d ,

R

R

R R

p p
B

p p
H HB

p
p pp pp p

B B

u

p u u u

p u u

σ

σ

σ σ

ζ ξ

ζ ζ ξ

ζ ξ ζ ξ

+

+

+ +

− −

−

∇

= − ∇ ∇ ⋅∇

≤ ∇ ∇

∫

∫

∫ ∫





 

 

因此，证得 

d d d
R R R

p p pp
pB B B

Cu u u
σ σ

ξ ζ ξ ξ
σ+ +

∇ ≤ ∇ ≤∫ ∫ ∫   

由于 u 是有界函数，当ξ 足够大时，由(6)和上式知， 0u∇ = ，也即，u 必定为常数。 

4. 结语 

本文利用 Moser 迭代技巧，建立了 Heisenberg 群上 p-次 Laplace 方程的有界弱解的 Liouville 型定理，

该结果是对经典的欧式空间中 p-Laplace 方程 Liouville 定理的推广，这对于解决更广泛的空间(如 Carnot
群，向量场等)上该类型问题具有一定的借鉴意义。 
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