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摘  要 

趋化性是最基本的细胞生理反应之一，它能帮助生物寻找营养物质、逃避有害物质。Keller和Segel为描

述细菌趋化性致使细菌种群聚集的现象，首次提出了由两个抛物型偏微分方程组成、用来刻画盘基网柄

菌趋化现象的趋化模型。本文研究带有矩阵值灵敏度的抛物–椭圆型趋化模型和抛物–抛物型趋化模型

的初值问题，并且在细胞初始质量适当小的条件下通过时空估计证明相应的初值问题存在整体解。此外，

本文还证明当细胞扩散函数与信号扩散函数的比例趋于零时，抛物–抛物型趋化模型的解会收敛到相应

的抛物–椭圆型趋化模型的解。 
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Abstract 
Chemotaxis is one of the most fundamental cellular physiological responses, which helps organisms 
to seek nutrients and avoid harmful substances. Keller and Segel first proposed a chemotaxis model 
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composed of two parabolic partial differential equations to describe the phenomenon of aggregation 
of bacterial populations caused by bacterial chemotaxis, which was used to characterize the chem-
otactic behavior of Dictyostelium discoideum. This paper investigates the initial value problem of par-
abolic-elliptic and parabolic-parabolic chemotaxis models with matrix value sensitivity, and proves 
the existence of global solutions for the corresponding initial value problems through spatio-tem-
poral estimation under the condition that the initial mass of the cell is appropriately small. In addi-
tion, this article also proves that when the ratio of cell diffusigon function to signal diffusion func-
tion approaches zero, the solution of the parabolic-parabolic chemotaxis model will converge to the 
corresponding solution of the parabolic-elliptic chemotaxis model. 
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1. 引言 

趋化性是指身体细胞、细菌及其他单细胞、多细胞生物对化学信号浓度做出反应从而发生定向移动

的行为，它是生物体在复杂环境中感知和响应环境化学刺激的机制之一[1]。例如，在动态环境中(如土壤

或宿主组织)，大肠杆菌等菌体能感知营养物质(如葡萄糖)的浓度差并向高浓度的葡萄糖区域运动聚集，

这表明趋化性可以使细菌快速适应化学梯度变化，避免因局部资源耗尽而停滞生长；在人体中，趋化性

可以引导免疫细胞迁移到炎症部位，并引导成纤维细胞进入损伤区域以开始愈合，这些相同的机制在癌

细胞生长过程中也有相似作用，如允许肿瘤细胞侵入周围环境或刺激新的血管生长等等。趋化运动对生

物的发育和健康至关重要，在数学、生物学、医学等学科领域具有重要研究意义。 
1970 年 Keller 与 Segel [2]提出了刻画盘基网柄菌的趋化现象的 Keller-Segel 模型： 

( )( ) ( )( )
( )

, , ,

, ,
t

t

u D u v u S u v v

v v f u v

 = ∇ ⋅ ∇ − ∇ ⋅ ∇


= ∆ +
 

其中，未知函数 u 表示细胞或微生物的种群密度，v 表示化学信号的浓度，D 表示细胞扩散速率，S 表示

趋化灵敏度函数，f 表示化学物质产生或消耗的速率。关于此类模型解的存在性、有界性以及大时间渐近

行为等重要的理论研究结果见文献综述[3]及其中的参考文献。 
在文献[4]的趋化迁移机制中，学者们发现生物的移动方向可能具有一定的旋转性，趋化灵敏度 S 为

一个张量，当细胞受到外力时，这个张量不需要是对称的。例如，当细菌在靠近水面游动时会受到向右

的净旋转力，这种游动偏向是解释细菌群螺旋形斑图形成的重要依据。Li 等[5]给出了二维情况下基于菌

群移动现象的具有矩阵值灵敏度的抛物方程： 

( )( )tu u u v u vχ β ⊥= ∆ − ∇ ⋅ ∇ + ∇ , 

其中 0χ > ， β ∈是常数， 

( ) 1 2

2 1

0 1
1 0

x x

x x

v v
v

v v
⊥ ∂ ∂    

∇ = =       − ∂ −∂    
, 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2025.153098
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


伍皓睿 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.153098 240 理论数学 
 

灵敏度函数 具有下列形式： 

1 0 0 1
0 1 1 0

χ β
   

= +   −   
 . 

最近，Espejo [6]和 Li 等[7] [8]分别在二维全空间和二维有界域中讨论了灵敏度函数为具体矩阵 

cos sin
:

sin cos
θ θ
θ θ

− 
=  

 
 , ( ],θ ∈ −π π  

时 Keller-Segel 模型的初边值问题，此外，文献[9]-[11]的研究结果表明矩阵值灵敏度一定程度上抑制了解

的爆破。 
针对快速信号扩散极限问题，许多学者对不同的模型进行了研究。例如，对于全空间 ( )1d d ≥ ，

Lemarié-Rieusset [12]证明了当 0ε → 时如下抛物–抛物型趋化模型 

( )

0

, 0,
, 0,

,  0, 0

t

t

u u u v t
v v v u t

u u v t
ε α

= ∆ − ∇ ⋅ ∇ >


= ∆ − + >
 = = =

 

的解 ,uα ε 收敛到对应的抛物–椭圆型趋化模型的解 ,0uα ， 0α ≥ ， 0ε > 。更多全空间相关结论详见[13] 
[14]。 

对于具有光滑边界的有界区域 ( )2n nΩ ⊂ ≥ ，考虑如下抛物–抛物型趋化模型 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )0 0

, ,  0,

, ,  0,
0, ,  0,

,0 ,  ,0 , ,

t

t

u u u u v v x t

v v v u x t
u v x t

u x u x v x v x x

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

χ

ε
ν ν

= ∇ ⋅ Φ ∇ − ∇ ⋅ ∇ ∈Ω >

= ∆ − + ∈Ω >
∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∈∂Ω >

= = ∈Ω









 

当 1Φ = ， ( ) ( ) { } ( )( )0 0 0, 0, 0 1,kz a z a kχ χ χ−≤ + > ≥ ∈ ∞ ， 0χ 适当小时，Mizukami [15] [16]对上述

模型的快速信号扩散极限问题进行了严格的计算，随后，Freitag [17]研究了 ( ) ( ) 11 mz z −Φ = + ， 1χ = 的情

况。 
最近，Reisch，Tran 和 Yang [18]研究了一个在二维域中的趋化模型，该模型包括两个竞争性猎物和

一个捕食者物种，其中猎物(或捕食者)的运动是由捕食者(或猎物)分泌的化学物质驱动的，称为相互排斥

(或相互吸引)趋化效应。所有物种的动力学都是根据猎物的竞争性 Lotka-Volterra 方程和捕食者的 Holling
型功能反应来选择的。在生物学上相关的情况下，化学物质的扩散速度远快于所有物种的个体扩散，需

要适当的重新缩放，化学信号浓度的方程是抛物线型的且带有缓慢演化的系数 0 1ε<  。他们证明了每

个 ε 模型的唯一经典解的整体存在性，且估计了快速信号扩散极限的关于时间变量的 L∞ 收敛速率。更多

有界域相关结论详见[19]-[21]。 
鉴于以上相关国内外研究现状可知，目前对快速信号扩散极限问题的研究结果较少。此类快速信号

扩散极限问题的相关研究说明抛物–椭圆型趋化模型的解与其对应的抛物–抛物型趋化模型的解有相似

的性质，因此可以通过考虑抛物–椭圆型趋化模型来得到与之对应的较为复杂的抛物–抛物型趋化模型

的解的性质。 
受上述工作启发，本文将考虑如下两类相关的带有矩阵值灵敏度的非线性趋化模型的快速信号扩散

极限问题： 
第一类为抛物–椭圆型趋化模型 
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= ∆ + ∈ >

= ≥ ∈














                           (1) 

第二类为抛物–抛物型趋化模型 

( )

( ) ( ) ( )

2

2

2
0

, , 0,
, , 0,

,0 0, ,0 0, ,

t

t

u u v x t
v v u x t

u x u x v x x

u
τ

= ∆ − ∇ ⋅ ⋅∇ ∈ >
= ∆ + ∈ >

= ≥ = ∈














                       (2) 

其中，未知函数 u 表示细胞或微生物的种群密度，v 表示化学信号的浓度， 0u 表示细胞初始质量，细胞

扩散函数与信号扩散函数的比例 0τ > 为固定的参数。 
假设灵敏度函数  满足 

cos sin
:

sin cos
θ θ
θ θ

− 
=  

 
 ， ( ],θ ∈ −π π 是一个常数。 

假设 为由函数 ( ),u u x t= 构成的 Banach 空间，E 为由缓增广义函数 0u 构成的 Banach 空间，并定

义范数： 

( ) ( )
2

2

0, 
ess sup ,
t x

u t x u x t
> ∈

= +



, 0 0et

Eu u∆=


, 

这里 et∆ 表示由 Gaussian 核 et∆ ( )
2

41, e
4

x
tG x t

t
−

π
= 定义的热半群。 

基于以上条件假设，考虑模型(1)和模型(2)的解的存在性以及模型(2)的解是否收敛到模型(1)的解。本

文的主要结果如下： 
定理 1.1 设 0u ∈Ε ，若 0ε ′∃ > ，使得 0u ε

Ε
′<  ( ε ′小于引理 2.2 中的 ε 和引理 3.1 中的 *ε )，且模型

(1)的解 u ∈ 和模型(2)的解uτ ∈ 分别满足引理 2.2 与引理 3.1，那么当 0τ → 时，在空间 中 

u uτ → . 

定理 1.2 设 0 Eu ∈ ，其中为局部测度的平移不变 Banach 空间或 1L 空间，若 0ε∃ > ，使得

0u ε
Ε

< ，那么模型(1)和模型(2)存在解 u 和 uτ 使得对于常数 0β > ，有 u βε≤ 



 ， uτ βε≤ 




，并且有 

( )
0

sup
t

u t
>

< ∞


, ( )
0

sup
t

u tτ

>
< ∞


. 

当 0τ → 时，定理 1.1 的结论 ( ) ( ) 0u t u tτ − →


也可以加强为 

( ) ( )
0

sup 0
t

u t u tτ

>
− →


。 

上述结果说明，当细胞初始质量适当小时，抛物–抛物型趋化模型初值问题(2)的解 uτ 在快速信号扩

散极限过程中收敛到相应的抛物–椭圆型趋化模型(1)的解 u。为了证明定理 1.1 与定理 1.2，首先利用一

系列先验估计证明上述两类趋化模型解的存在性。 

2. 抛物–椭圆型趋化模型解的存在性 

首先，借鉴文献[22]中的方法，定义合适的双线性形式 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 0

, : e d
t t sB u v t u v s s−− ∆  = ∇ ⋅ ⋅∇ −∆  ∫  , 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.153098


伍皓睿 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.153098 242 理论数学 
 

这里 ( ) 1−−∆ 是定义在 2
 上的函数的卷积算子，其核为 ( ) log

2
x

K x = −
π

。因此模型(1)的 Duhamel 公式

可记为 

( ) ( )0 0e ,tu t u B u u∆= − .                                (3) 

现给出并证明如下压缩不动点定理，它是证明模型(1)与模型(2)解的存在性的关键一步，将应用到后

文引理 2.2 与引理 3.1 的证明过程中。 
引理 2.1 设 为 Banach 空间， ,u v ∈ ，且 0C∃ > 使得有界双线性形式 :B × →   满足 

( ),B u v C u v≤
 

，那么如果
10

4C
δ< < 和 0u ∈使得 0u δ≤


，方程 ( )0 ,u u B u u= − 的解存在并且 

2u δ≤


. 

证明 利用归纳法，定义序列 ( )1 0 ,n n nu u B u u+ = − ，假设 2nu δ≤


成立，结合定义式可以得到 
2 2

1 0 4 2n nu u C u Cδ δ δ+ ≤ + ≤ + ≤
  

 

以及 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0, , 4 4 n
n n n n n n n n n nu u B u u u B u u u C u u C u uδ δ+ − − − −− ≤ − + − ≤ − ≤ −

  
, 

又因为 4 1Cδ < ，所以 nu 收敛到极限 u，解的存在性得证。 
接下来利用双线性形式 0B 以及 Gaussian 核 G 的性质进行一系列时空估计，以证明初值问题(1)解的

存在性。 
引理 2.2 设 0u ∈Ε ，若 0ε∃ > ，使得 0u ε

Ε
< ，那么模型(1)存在解 u ∈ ，并且 0β∃ > 使得 u βε≤


。 

证明 设 ,u v ∈ ，由于 v 满足 Poisson 方程 v u−∆ = ，因此 0C∃ > 使得 

( )
1
2

L
v t C u t∞

−∇ ≤


.                                 (4) 

不失一般性，可以假设 1u v= =
 

，那么根据 2= 和(4)可得 

( )( ) ( )
33
421 ,u v x t C x t−−−⋅∇ −∆ ≤                              (5) 

和 

( )( ) ( )
1
221 ,u v x t C x t−−−⋅∇ −∆ ≤ .                            (6) 

令 

( )
2

41, e
4

t
xG t

t
− 

⋅ ≡ ∇   π 



 , 

我们可以将 0B 改写为 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2

2

2

1 2

1
0 0

1

0

1

0

, , , , d d

, , d d

, ,

.

d d

:

x

x

t

t

y

t

y

B u v x t G x y t s u y s y s

G x y t s u y s y s

G x y t s u y s y

v

v

v

J

s

J

−

−

≤

−

≥

 = − − ⋅∇ −∆  
 = − − ⋅∇ −∆  

 + − − ⋅∇ −∆  
= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫














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一方面，结合不等式(5)及 ( ) ( )
5 1
2 4,G x y t s C x y t s− −− − ≤ − − 可得 

( ) 2
1 ,J x t C x −≤ ,                                    (7) 

结合不等式(5)和 ( ) ( )
1
22,G x y t s C x y t s− −− − ≤ − − 可得 

( )
13
42

1 , xJ x t C t−−≤ .                                  (8) 

另一方面，结合性质 ( ) ( ) 1

1
2,

L
G t s c t s −⋅ − = − 与不等式(6)可得 

( ) 2
2 ,J x t C x − ≤ ,                                    (9) 

与不等式(5)可得 

( )
13
42

2 ,J x t x tC −−≤ .                                 (10) 

根据(7)和(9)可以得到关于空间的衰减估计 

( ) ( ) 2
0 , ,B u v x t C x −≤ .                                (11) 

根据(8)和(10)可以得到关于时间的衰减估计 

( )( )
1
44,

30 ,
L

B u v t Ct∞
−≤ . 

注意到 0B 还可以表示为 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2

2

1
0 0, e , d

2
t

t

ttB u v t B u v G t s u s sv∆ −   = + − ∗ ⋅∇ −∆      ∫   , 

因此利用 Lorentz 空间中卷积
4
3, 4,1L L L∞ ∞∗ ⊂ 的弱 Young 不等式可以得到 

3
4

4,1LG ct−= . 

综上可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1
2 11 1

0 , dt

t

L L
B u v t Ct C t s u s s Ctv∞ ∞

− −− −≤ + − ⋅∇ −∆ ≤∫  .            (12) 

结合(11)与(12)可知 ( )0 ,B u v ∈ ，且 

( )0 ,B u v C u v≤
 

. 

至此已证得引理 3.1 的所需条件，显然，抛物–椭圆型趋化模型(1)的解存在。 

3. 抛物–抛物型趋化模型解的存在性 

我们首先定义合适的双线性形式 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )20
, , : , , d d

t
B u v x t G x y t s u W v y s y sτ τ = − − ⋅ ∫ ∫



  ,                 (13) 

其中 ( )
2

41, e
4

t
xG t

t
− 

⋅ ≡ ∇   π 



 ，对于任意 0τ > ， 

( )( ) ( ) ( )
0

1, : , d
t tW v x t G v xτ

σ σ σ σ
τ τ

 −  = ∗    
∫  ,                      (14) 

且 
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( )( ) ( )( )( )1
0 , : ,W vv x t x t−= ∇ −∆ .                            (15) 

因此模型(2)的 Duhamel 公式可记为 

( )0e ,tu u B u uτ
∆= − .                                (16) 

与第二节类似，将利用双线性形式 Bτ 的结构特征进行先验估计，以证明初值问题(2)解的存在性。 
引理 3.1 设 0u ∈Ε ，若 * 0ε∃ > ，使得 *

0u ε
Ε

< ，那么模型(2)存在解 uτ ∈ ，并且 * 0β∃ > 使得
* *uτ β ε≤


。 

证明 设 u ∈ 且 0τ > ，根据文献[22]引理 3.1 可知， ( ), 0C u τ∗∃ > ，使得 

( )( )
1
2*

L
W u t C t uτ ∞

−≤


. 

因此，若 ,u v ∈ ， 1u v= =
 

，那么有 

( ) ( )
33
42,u W v x t C x tτ

−−⋅ ≤ , 

( ) ( )
1
22,u W v x t C x tτ

−−⋅ ≤ . 

这些估计与本文上一小节引理 2.2 证明过程中的(5)和(6)类似，用相同的步骤便可推得结论。 

4. 主要结果的证明 

本小节主要讨论当细胞扩散函数与信号扩散函数的比例τ 趋于零时，抛物–抛物型趋化模型(2)的解

uτ 是否会收敛到相应的抛物–椭圆型趋化模型(1)的解 u。为此，首先给出对线性算子Wτ 的渐近分析： 
引理 4.1 令 ( )ε ε τ= 为在 [ ]0,1 上严格增的连续函数，且 ( )0 0ε = 。设1 2r< < ，若存在常数 0C > ，

对于每个 0 t t′< < 都有 

( )
1

,
1r

rL
u t Ct∞

−≤ , ( ) ( ) ( ) ( )
31 1

2 2
,

r
rL

u t u t C t t t∞

−′ ′ ′− ≤ − , 

那么对于所有 0t > ， [ ]0,1τ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )( )( )
1 1 1
2 2

0
0

sup r

Lt
t W u W u t Cτε τ τ∞

−

>
− ≤ ,                        (17) 

特别的，若 0u
Ε
足够小，那么有对应的模型(1)的解满足 

( ) ( )( )( )
1
2

00 0
limsup 0

Lt
t W u W u tττ ∞→ >

− = .                          (18) 

证明 定义函数 ( )ε τ 使得
1 1

2rε ε −=  ，并估计 

( ) ( )0 1 2 3W u W u J J Jτ − ≡ + + , 

其中 

( ) ( )
( )( )1

1
0

1 d
t t sJ t G u s s

ε τ

τ τ

−
 −  = ∗    

∫


 , 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )2 0
1

1 d
t

t

t sJ t G u t s W u t
ε τ τ τ−

 −  = ∗ −    
∫


 , 

( ) ( ) ( )
( )( )

3
1

1) d
t

t

t sJ t G u s u t s
ε τ τ τ−

 −  = ∗ −      
∫


 . 
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对于 1J ，根据 ( )
1

,
1r

rL
u t Ct∞

−≤ 和 Lorentz 空间中的 Young 不等式可得 

( ) ( )
( )( )

( )

1 1
21 1 1 11 1

2 22

1
1

1
0

d
r

r rr

t

L
J t C t s s s C t

ε τ ττ
ε τ∞

−−
− − −− −  

≤ − ≤   
 

∫




. 

对于 2J ，作傅里叶变换得到 ( ) ( ) ( ) ( )2 0tJ t g W u tε τ τ= − ∗


，利用 Young 不等式可得 

( ) ( )

1 1
2 1

2
2

r

L
J t C tτ

ε τ∞

−
− 

≤   
 

. 

对于 3J ，由 ( ) ( ) ( ) ( )
31 1

2 2
,

r
rL

u t u t C t t t∞

−′ ′ ′− ≤ − 便可推得 

( )
1 1 1

2 2
3

r
L

J t C tτ∞

− −≤ . 

通过放缩估计可知， 1J ， 2J 和 3J 皆满足不等式(17)，它们的和显然也满足不等式(17)。 

最后，可以选取适当大小的 r 与 ( )ε τ 使极限(18)成立，例如
3
2

r = ， ( )
1

12

2
τε τ =  

借助引理 4.1，给出本文第一个主要结论的证明： 
定理 1.1 的证明 结合积分式(3)和(16)以及定义式(14)和(15)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( ){ }1
2

0

00

0
0

, ,

d

sup ,

t

Lt

u u t C B u u t B u u t

C G t s u W u W u s s

C

t

u t W u W u t

τ
τ

τ

τ ∞
>

− ≤ −

 ≤ − ∗ ⋅ − 

≤ −

∫ 







  

若 0u ε
Ε

′< ，我们可以将引理 4.1 应用到抛物–椭圆型趋化模型(1)的解 u 上，即证得当 0τ → 时， 

( ) ( ) 0u t u tτ − →


. 

接下来，将讨论在 ( ) ( )( )1 20, ;L L∞ ∞  空间中抛物–抛物型趋化模型(2)的解 uτ 是否仍然收敛到相应的

抛物–椭圆型趋化模型(1)的解 u。为此，我们给出 Banach 空间中范数的一些性质以便后续进行先验估

计，更多详细定义及性质请参看文献[23]。 
命题 4.1 若为局部测度的平移不变 Banach 空间，那么以下性质成立： 
(1) 对于任意 f ∈， ( )1 2g L∈  ，有 1Lf g C f g∗ ≤

  ； 
(2) 对于任意 f ∈， ( )2h L∞∈  ，有 Lfh C f h ∞≤

  ； 
(3) 每个有界序列{ }kf ⊂ 都有一个收敛子列{ }ikf ⊂ 。 
最后，借助引理 2.2，引理 3.1，引理 4.1 以及命题 4.1，我们给出定理 1.2 的证明过程： 
定理 1.2 的证明 首先，显然存在常数 ( )0 0C t > 使得 

0 0e u C−∆ ≤


, 

且对于所有 0τ ≥ ， ( ) 0C∃ >  使得 

( )( ) ( ){ } ( )
0

, sup
t

B u v t C u t v tτ
>

≤ 

  
,                       (19) 

根据(13)和 ( ) ( ) 1

1
2,

L
G t s c t s −⋅ − = − ，有 

( )( ) ( ){ } ( )( ){ }1
2

00
sup, sup
tt

L
t W v sB u v t C u t ττ ∞

>>
≤

 
. 
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然后，结合不等式(4)及文献[22]引理 3.1 中 

( )( )
1
2*

L
W u t C t uτ ∞

−≤


, 

可推得 v

有界。 

一方面，由引理 2.2 和引理 3.1 的证明过程可知，当 { }*min ,ε ε ε< 时，序列 

( )0 1 1e , ,  1, 2,t
k k ku Bu u u kτ τ

τ
τ ∆

− −−= =   

在 中收敛到模型(1)或模型(2)的解； 
另一方面，根据(19)可知，对于所有 k ，设 { }*max ,β β β= ，若 1Cβ < 

 ，则有 ( ) 0C τ′ > 使得 

( ) ( ){ }0 1
0 0

sup supk k
t t

u t C C u t Cτ τβ −
> >

′≤ + ≤ < ∞ 



 
 . 

最后将讨论包含 1L= 这一情况在内的稳定性。与定理 1.1 的证明过程类似，结合不等式(19)有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( )( )( ){ }1
2

0 0
0 0 0

sup , , sup sup
t Lt t

u t u t C B u u t B u u t C u t t W u W u tτ
τ τ ∞

> > >
≤− ≤ − −

 
, 

根据引理 4.1，结论得证。 

5. 结论 

本文主要讨论了带有矩阵值灵敏度的趋化模型的快速信号扩散极限问题。本文首先在初始质量满足

一定的小性条件时，通过一系列先验估计证明了抛物–抛物型和抛物–椭圆型的趋化模型的二维初值问

题解的整体存在性。其次，本文基于热核的性质，证明了当细胞扩散函数与信号扩散函数的比例τ 趋于

零时，抛物–抛物型趋化模型(2)的解uτ 会收敛到相应抛物–椭圆型趋化模型(1)的解 u。鉴于以上研究工

作，未来可以进一步考虑此类模型在二维或三维有界域上的快速信号扩散极限问题。 
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